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PRÉFACE, 


H  existe  déjà  un  «ssez  grand  nombre  de  Traités  de  ma- 
thématiques ayant  pour  objet  spécial  de  préparer  les 
jeunes  gens  aux  examens^  d'admission  aux  écoles  du  gou- 
vernement. Chaque  année,  il  en  parait  de  nouveaux,  et 
cela  ne  doit  pas  surprendre ,  quand  on  sait  que  les  exi- 
gences des  programmes  d'examen  vont  toujours  en  aug- 
mentant. Cette  rivalité  d^eilorls  de  la  part  des  auteurs 
tourne  d'ailleufs  au  profit  de  la  science,  et  surtout  du 
perfecti<Hinement  des  méthodes  etA^  procédés  propres  à 
la  transmettre.  Ce  n^est  donc  point^Penyie  puérile  d  a- 
jouter  un  nouveau  livre  à  ceux  qui  sonj^déjà  faits,  qui 
nous  a  déterminé  à  nous  occuper  de  la/redaction  et  de  la 
publication  d'un  cours  de  mathémWtiques  à  Tusage  des 
candidats  aux  différentes  école»  spéciales.  C'est  le  désir 
de  rassembler  et  de  disposer,  dans  l'ordre  le  plus  facile  à 
suivre  et  à  retenir,  toutes  les  connaissances  actuellement 
exigées ,  et  de  les  présenter  ensuite  de  la  manière  la  plus 
propre  à  les  faire  comprendre.  Pour  cela,  nous  avons  mis 
à  contribution  les  anciennes  et  les  nouvelles  traditions  de 
la  science,  donnant  toujours  la  préférence  à  celles  qui 
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font  le  mieux  à<perceYoir  le  lien  qui  enchatae  les  yëritéflF 
les  unes  aux  autres. 

Notre  ouvrage  ne  tomprendra  au  surplus  que  la  série 
des  sciences  exactes  qui  compose  Fensemble  des  connais- 
sances qu'on  nomme  maintenant  mathématiques,  et  qui 
précèdent  l'entrée  à  l'école  polytechnique.  Ainsi,  l'analyse 
infinitésimale,  le  calcul  différentiel,  le  calcul  intégral,...., 
n'entrent  point  dans  notre  plan,  non  plus  que  la  statique, 
partie  de  la  science  que  M.  Poinsot  a  traitée  à  fond 
par  la  théorie  des  couples  dont  il  est  l'inventeur,  et  que 
MM.  Gei*ono  et  Reynaud  ont  présentée  d'une  manière  qui 
ne  laisse  rien  à  désirer,  en  ce  qui  concerne  la  théorie  de 
TéquiliBre ,  considérée  indépendamment  de  celle  de** 
couples. 

La  direction  der' tableaux  polytechniques  jdihte  à 
d'a^Mtes  travaux,  nous  adétamikié  à  copfier  la  rédaction 
de  cemi&es  parties  du  cofifs  <fftë  iiotts  puUioi^s  à  des 
cGfllègues  avec  lesquels  nous  avions  ane  teiigae  con- 
frate»^  et  une  gnmde  confonhlté  d'ides  ;  ee  qui  ar- 
mte  l'unité  de  l'ouvrage.'  Ainsi ,  l'algèbre  a  été  rédigée 
par  M.  Loréht^,  p)rofe8ise«r  ail  coilége  Stanisias.i'Le  plan^ 
de  1  c^vtfage  avait  d'aille«ir«  été  di0eifté-av«c  M.  Gercmo  f 
aiiqùél  nous  liions  plaisons  à  témoiçorer  ici  la  plus  grsuide 
reeotmaiiaimce  poar  les  cometls  constants  qu'il  nous  a 
donnés* 

Nous  ajouterons  que  si  quelques  théories  sont  présen- 
léea  d'une  manière  qui  paraisse  simple ,  nous  le  devon» 
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an  souvenir  ^àm  ieoont  tin  M.  ^ovtjj  iurtre  aMiea  pro- 
fesseur au  o#tt^e  Gtuirieiiiaigme,  et  notre^R». 

On  trouvera  dans  les  notes  les  définitions  ordinaires  ^ 
mais  que  nous  n'adoptons  pas.  Le  texte  en  petit  caractère 
pourra  être  passé  à  une  première  lecture.  Une  grapde 
partie  des  applications  a  été  rédigée  ou  vérifiée,  par 
M.  Merpaut,  à  qui  nous  devons  Un  travail  nouveau., 
ccAnpris  dans  les  n**  103  à  106. 

Les  raisons  qui  nous  ont  porté  à  cofomencer  l'arithiùé- 
tique  comme  nous  l'avons  fait,  sont  indiquées  d'upe 
manière  complète  dans  un  très  -  remarquable  article  de 
M,  Gerono  0»  que  nous  empruntons  en  grande  partie  aux^ 
Noui^elles  Annales  de  Mathématiques  du  mois  de  sep- 
tembre 18(^3. 

»  ...Comment  les  auteurs  des  Traités  d'arithmétique 
»  outils  é^cêïAmH  à  donner  ixnmédsatcmeiit ,  en  entrant 
»  en  matièi^,  les  défiaitioiM  de  quantité^  d'unité  et  de 
»  nombre  ? 

»  Si  les  élèves  qui  lisent  la  première  page  de  ces  ou* 
»  rragea  nont  pas  encore  une  idée  précise,  du  noœbi^e 
•  entier,  sUls  ne  s<int  pas  déjà  familiarisés  avec  les  notim» 
»  ie quotient,  de  rapport ^  il  semble  difficile  qu'ils .enten- 
»  dent  parfaitement'  que  un  nombre  est  le  BÉsctTAT  4^  la 
»  homparaison  d'une  grandeur  à  son  unité  ;  et  n'est-il 


n  RebkHf  Â  l'aiiii^  d'une  ÂrlUHttétk]^  «^«tei^iire  deH.  BuamucImI. 
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»  pa^  à  crainclre  «|ue  4es  pertOBOes  ebargées  de  leur  ap- 
»  prendre ,  au  mo jen^de  cette  défioi tk>n ,  ce  que  c'est  qu'un 
»  xnombre  ,  ne  leur  imposent  une  fatigue  et  un  travail 
»  inutiles? 

»  Euclide  a  défini  le  nombre,  l'assemblage  d'une  mul- 
»  titude  d'unités  ;  Newton  ,  le  rapport  çibstrait  d'une 
»  i^intité  à  une  autre  de  même  espèce,  prise  pour 
»  unité;  Woîf^  ce  qui  a  le  même  rapport  avec  l'unité 
»  qu'une  ligne  droiJte  avec  une  autre  ligne  droite.  Voici.ce 
»  qu'en  a  dit  Pascal  - 

»  On  trompera  peut-être  étrange  que  la  géométrie  ne 
»  puisse' définir  aucune  des  cf^ses  qu'elle  apourprinei'- 
»  p€iux  objets.  Car  elle  ne  peut  déjinirni  le  mowement , 
»  ni  les  NOMBBSS^  ni  l'espace  ;  et  cependant  ces  trois  choses 
»  sont  celtes  qu'elle  considère  particulièrement  et  selon 
»  ta  recherche  desquelles  elle  prend  tes  trois  dijfférents 
»  noiAsde  Mégamique,  J'AïuTHMEtiQi»,  etyle  Géométrie, 
»  ce  dernier  nom  appartenant  au  genre  et  à-  l'espèce* 
»  Mais  on  n'en  sera  pas  surpris  si  If  on  remarque  que  , 
»  cette  admirable  science  ne  s' attachant  qu'aux  choses 
»  les  plus  simples  /  cette  même  qualité  qui  les  rend  dignes 
I»  d^être  ses  objets,  tes  rend  incapables  d'être  définies,  de 
»  manière^que  tè  manque  de  définition  est  plutôt  une  pér- 
il fection  qu'un  défaut ,  parce  qu'il  ne  s/ientpas  de  leur 
»  obscurité ,  mais  aii  contraire  de  leur  ^èxtfême  eVr- 
»  dence » 

»  Dans  le  livre  des  Pensées  ,  Pa^ca/  revient  prusieurs 
»  fois  sur  l'impossibilité  de  définir  les  nombres.  Et  en  effet. 
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nÉeàCMi  IX 

1  que  «gnifie  ia-  d^nkioB  qu  on  en  «dttQd&le  pluâ  Ofdi- 
»  nairemcBt,  si  cen'est  qu'un  nombre  est  un  nombre?  Je 
«  demande  à  cetpc  qui  Font  défini  :  la  réunicm  de  PLtJsuuas 
»  unités,  ce  qu'ils  entendent  précisément  par  ce  mot 
»  PLUSIEURS  ^  Et  d'ailleurs  qu'est-ce  que  l'unité  ?  le  terme 
»  de  comparaison  entre  î/e'5  quantités  de  même  espèce. 
»  Ainsi  ;. en  substituant  Tôbjet  déâni  à  la  définition,  on 
»  est  amené  à  dire ,  en  commençant  l'arithmétique  :  un 
»  nombre  est  la  réunion  if  un  certain  nombre  de  termes 
»  de  comparaison  entre  des  quantités  de  même  espèce. 
»  Il  est  peu  surprenant  que  les  élèves  éprouvent  des  diffi- 
»  cultes  à  bien  suivre  des  raisonnements  qui  commencent 
»  de  cetfe  manière ,  et  Ton  comprend  pourquoi  ils  preû- 

*  nent  quelquefois  le  parti  de  répéter  ce  qu'on  leur  ensei- 
»  gne  sans  savoir  au  juste  ce  qu'ils  disent. 

»  Après  avoir   défini  les  nombres ,  quelques  auteurs 
»  veulent  de  plus ,  les  distinguer  en.  abstrait^  et  com- 

*  crets  (*).  C'est  une  distinction  capable  d'égarer  encore 
»  le  jugement  de  ceux  à  qui  l'on  vient  d'apprendre  qu'un 
»  nombjre  est  le  résultat  de  la  comparaison  d'une  grah- 
»  deur  à  son  unité.  Gar^  comment  le  rapport  de  deux 
»  grquideurs  de  même  espèce  pourrait-il  être  concret  ?. ..  » 


(*)  «  Us  .semblent  (\V  s*àgit  des  auteurs  qui,  du  temps  de  CondilloCf  ont 
»  voulu  faire  usa  Éléments  d'arithmétique) y  ne  pas  savoir  de  queUe  espèce 
n  sont  les  nombres  qu'on  calcule.  Ils  en  distii^guent  de  deux  espèces ,  les  abs- 
»  traits,  les  concrets,  et  ils  disent  que  les  concrets  sont  ceux  qu'on  applique  à 
»  quelque  objet  ;  comme  si  dans  1  écu,  2  ^cus,  3  écus,  1,  2  et  3  étalent  autre 
n  chose  que  1,  2  el  3.  Cette  distinction  est  tout  à  fait  inutile;  et  concret  sera 
»  poiu*  nous  un  mot  barbare  de  moins.  »  (Co]«diu.ag  ^  Langue  des  caleuls.  ) 
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Mmis  transcrirons  encore  ici  qudques .  lignes^  de  cet 
cirlide,  qui  serviront  à  expliquer  pourtfuoî  nous  n'avons 
pas  entièrement  adopté  le  mode  d'exp06itM>Q  qui  se  trouve 
dans  plusieurs  autres  ouvrages. 

«...  On  veut  comprendre  tous  les  cas  dans  un  seul  énon- 
»  ce,  et  prévoir  ceux  où  le  diviseur  deviendrait  fraction- 
»  naire  ou  bien  çncore  incommensurable ,  peut  -  être 
*  même  imaginaire  ;  po^r  ma  part,  je  n'en  vois  guère 
»  la  nécessité,  car,  en  définitive,  on  n'opère  que  sur  des 
»  nombres  entiers.  Le  reste  est  seuleinent  une  indication 
>»  de  calculs  à  effectuer.  Il  est  permis,  sans  aucun  doute, 
» ,  de  nommer  quotient  le  résultat  déterminé  p^ir  li^ne  ou 
»  plusieurs  opérations  différentes  dç  la  division  des  en  - 
>  tiers,  en  ayant  soin  d'expliquer  pourquoi  on  a  conservé 
»  le  nom  de  quotient  au  résultat  ainsi  obtenu.  Et  cela 
»  n'oblige  ,-  en  rien  ,  k  modifier  une  définition  qui  repré- 
»  sente  fidèlement  l'objet  de  l'opération  définie.  En  con- 
»  sidérant  lés  opérations  de  l'arithmétique  sous  un  "point 
)»  de  vqe  précis ,  le  raisonnement  se  simplifierait  en  deve- 
»  nant  plus  exact ,  et  l'^expli cation  complète  des  premières 
»  règles,  ne  resterait  j>a s  au-dessus  de  l'entendement  des 
»  plus  jeunes  élèves.  *         *  .     ♦.    , 

))  Nou6  l'avons  dit  ailleurs,  ce  n'est  pas  la  rigueur  des 
))  démonstrations  qui  nous  semble  embarrassante  pour 
»  les  commençants.  Là  simplicité  du  raisonnement  est , 
»  au  contraire ,  une  conséquence  de  «a  plus  grande  ri- 
»  gueur.  Ce  qui  peut  contribuer  à  rendre  difficile  l'expo- 
»  sition  des  vérités  les  plus  simples ,  c'est  d'abord  cette 
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PllEFACE.  Xf 

»  tendance  à  s'écarter  des  idées  naturelles  pour  recher- 
»  cher  des  généralités  illusoires.  C'est  encore  la  méthode 
•  de  ceux  qui,  n'admettant  pas  les  notions  primitwes  , 
»  veulent  tout  expliquer ,  tout  définir  (*)  ;  de  ceux  qui  ne 
»  peuveiit  croire  qu'un  raisonnement  soit  complet ,  s'il 
»  n'est  surcihargé  d'axiomes  ,  de  demandes  ,  de  lemmes  , 
n  et  de  scolies.  Cette  méthode ,  empruntée  à  je  ne  sais 
»  quelle  philosophie  scolastique,  est  déjà  bien  ancienne  , 
»  et  n'a  encore  rien  fait  pour  le  sens  commun  ;  il  serait 
»   temps  de  l'abandonner....  » 

Nous  nous  sommes  décidé  à  diviser  l'arithmétique  théo- 
rique en  quatre  livres ,  et  à  rejeter  à  la  fin  toutes  les 
applications.  Nous  engageons  les  lecteurs  à  recourir  à  ces 
applications  à  mesure  qu'ils  ont  compris  les  différents  prin- 
cipes de  l'arithmétique.  Si  nous  avons  isolé  ces  principes, 
c'est  que  nous  avons  voulu  montt'er  aux  élèves  que  toutes 
les  mathématiques  se  déduisent  d'un  petit  nombre  de 
théorèmes. 

L'algèbre  est  complétée,  d'un  côté,  par  l'appendice  qui 
la  termine;  d'un  autre  coté,  par  la  théorie  des  fractions 
continues  qu'on  a  placée  à  la  fin  de  l'arithmétique,  ainsi 
que  la  résolution  de  l'équation  exponentielle,  et  les  loga- 
rithmes considérés  comme  exposants. 


(*)  «  Il  y  en  a  qui  vont  jusqu'à  cette  absurdité  d'expliquer  un  mot  par  le 
»  mot  même,  ^en  sais  qui  ont  défini  la  lumiëre^en  celte  sorte  :  la  lumière  est 
n  un  mouvement  luminaire  des  corps  lumineux,..  »  (Pascal,  Livre  des 
Pensées,) 
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LIVRE  PREMIER. 

NUMÉRATION  ET  OPÉRATIONS  FONDAMENTALES 
SUR  LES  NOMBRES  ENTIERS. 


I.  L'idée  de  l'unité  et  celle  de  la  pluralité  sont  des  idées  premières 
qui  ne  peuvent  être  définies. 

Pour  distinguer  les  nombres ,  on  leur  donne  des  noms ,  puis  on  les 
représente  par  des  caractères  abréviatifs ,  de  là  deux  numérations  : 

NVMBKATION  PARLÉE  ,  PORMATION  DBS  NOMBRES. 

L'unité  ajoutée  à  l'unité  donne  un  nouveau  nombre  ;  à  ce  nombre  si 
Ton  ajoute  l'unité,  on  forme  un  nombre  nouveau»  puis ,  si  Ton  ajoute 
Tnnité  à  ce  nombre ,  on  obtient  encore  un  autre  nombre ,  et  ainsi  de 
saite  indéfiniment.  La  suite  des  nombres  est  donc  indéfinie. 

Les  nombres  qu'on  obtient  ainsi  sont  entiers. 

On  leur  donne  les  noms  un,  deux,  trois,  quatre,  etc.  Le  nom- 
bre de  ces  mots  distincts  est  indiqué  par  le  nombre  des  doigts 
des  deux  mains  ;  ces  mots  sont  : 

Un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf  et  dix.  Le 
nombre  dix  est  considéré  comme  une  nouvelle  espèce  d'unité  que 
l'on  nomme  dizaine ,  et  par  suite  on  compte,  par  dizaines  comme  on 
compte  par  unités  simples.  On  dit  donc  une  dizaine ,  deux  dizaines , 
trois  dizaines,  etc.,  comme  on  a  dit  une  unité,  deux  unités,  etc. 

Par  la  même  raison ,  on  donne  à  la  collection  de  dix  dizaines  un 
nom  nouveau  ;  dix  dizaines  forment  une  centaine.  On  compte  par 
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centaines  comme  on  comptait  par  imités  simples  et  par  dizaines.  Dix 
centaines  forment  «n  fnille. 

L*analûgie  conduisait  à  compter  par  miUe  comBif  tn  avait  compté 
par  centaines ,  dixaines  et  unités  simples.  Pour  limiter  encore  le 
nombre  des  mots  '  à  retenir ,  on  est  convenu  que  Ton  compterait 
par  mille  oomme  on  avait  compté  par  unités  simples  et  de  dire , 
dix  mille  et  cent  mille  comme  on  avait  dit  dix  et  cent;  et  alors  on 
donna  à  la  collection  de  mille -mille  le  nom  nouveau  million  ;  de  même 
que  Ton  a  compté  par  mille  et  par  unités  simples,  on  compte  par 
million  :  mille  millions  forment  un  billion ,  mille  billions  forment  un 
trillion ,  mille  trillions  un  quatrillion ,  etc.  €e  sont  là  toutes  les  con- 
ventions au  moyeu  iksqmdlos  on  peut  énoncer  tous  les  nombres. 

Résumons ,  neuf  mots  se  reproduisent  continuellement,  ce  sont  les 
mots  un ,  deux ,  trois ,  quatre ,  cinq ,  six ,  sept ,  huit,  neuf.  Les  mots 
dizaines  ou  dix  et  tent  se  tiftproduisent  périodiquement  de  trois  en 
trois ,  ainsi  Ton  dit  :  omlé ,  d^Êaine ,  cenlaiae , 

unités  de  mille,  dizaines  de  mille ,  centaines  de 

mille; 
unités  de  million,  dizaines  de  millions,  etc. 

Lesmotsdizaijiie,4:ent«ne,  sont  des  «nités  de  Tordre  simple,  les 
mille,  millions,  billions,  sont  de  Tordre  ternaire. 

Des  Jiu)ts  dérivés  du  latin  remplacent  deux  dizaines,  trois  dizai- 
nes» letc.  ;  ce  sont  les  mots'vîngt,  trente,  quarante,  cinquante,  soixante, 
septante  ou  soixante  et  dix,  octante  ou  quatre-vingts,  nouante  ou 
quatre-vinglHlix. 

Mais  entre  deu^  unités  d*un  certain  ordre  se  trouvent  toutes  les 
unités  de  Tordre  inférieur  :  ainsi,  entre  deux  dizaines  et  trois  dizaines 
se  trouvent  un,  deux,  trois,  etc.,  unités;  on  dit  donc  vingt  et  un, 
vingt-deux ,  vingt-trois ,  etc. 

La  corruption  des  mots  latins  correspondants  aux  mots  dix  et  un , 
dix  et  deux ,  etc.,  a  donné  les  mots  onze,  douze,  treize^  quatorze  , 
quinze ,  seize ,  puis  reparaît  la  dénomination  naturelle  dix-sept,  dix- 
huit  ,  dix-nèuf. 

Ainsi ,  avec  douze  mots  et  la  terminaison  illion ,  on  pourrait  énon- 
cer tous  les  nombres  imaginables ,  si  Tûsage  n'avait  pas  consacré  les 
noms  que  nous  venons  dindiquer. 

NDIIÉEàTlOII  éCBITB  (1  ) . 

2.  Chacnndesmots  qui  se  représentent  dans  Ténoncéde  tout  nombre, 
(1)  Voir  les  rechercheg  de  MM.  Vincent  et  Cba«les. 
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c'est-à-dire  un,  deux,  trois,  etc.,  est  représenté  par  un  caractère» 
que  Ton  ttemm  dûffre  : 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 

Pour  faire  exprianer  aux  chiffres  les  qualités  pour  ainsi  dire  adjec- 
tifes  de  dixaine ,  de  centaine ,  etc. ,  probablement  on  employa  d'abord 
les  initiales  D,  G,  M,  etc.,  comme  dans  le  tableau  suivant,  qui  ren- 
ferme 3  nombres  : 

MC  D  U 

3  5  7   4 

»   4  8   2 

6   »  7   » 

i<»  Trois  mille  cinq  cents,  7  dizaines ,  4  unités; 

^  Quatre  cents ,  8  dizaines,  2  unités  ; 

3°  Six  mille,  7  dizaines. 

En  commençant  par  la  gauche,  parce  que  l'on  énonce  toujours  le 
nombre  le  plus  considéi'able  d*abord ;  ainsi,  les  mille ,  puis  les  cen- 
taines, etc. 

On  a  dû  remarquer  bientôt  que  les  initiales  étaient  inutiles,  et  on 
a  pu  établir  cette  convention  : 

Tout  chiffre  placé  à  ta  gauche  d'un  autre  exprime  une  unité  de 
tordre  immédiatement  supérieur; 

Et  encore,  pour  tenir  la  place  des  unités  de  certains  ordres  qui 
manquent  y  on  emploie  le  caractère  0  (zéro)^  qui  n'a  point  de  valeur 
par  lui-même. 

Ainsi ,  les  trois  nombres  ci-dessus  peuvent  être  écrits  sans  initiales 
et  d'une  manière  indépendante  les  uns  des  autres  : 

3574;  4S2;  6070; 
Les  chiffres  ont  donc  deux  valeurs ,  Tune  absolue ,  l'auKre  relative 
La  considération  des  unités  de  l'ordre  ternaii'e  permet  d'énoilcer 
un  nombre  d'une  manière  rapide;  il  soiBt,  pour  cela,  de  par- 
tager le  nombre  en  tranches  de  trois  chiffi'es ,  et  de  donnei'  à  chaque 
tranche  le  nom  qui  lui  convient.  La  première  tranche  à  droite  exprime 
des  unité? ,  la  seconde  des  mille ,  laf  troisièttxe  des  millions,  etc.  (1). 

Exemples  ,\  5.347.200.632;  400006270049006. 


(1)  Comptex  le  nombre  des  diîfTi'es,  dîriséz  ce  nombre  par  3,  prenez  le  qtroiient 
en  ptas,  retrancbez^en  3,  et  terminez  le  rente  par  le  mot  illfon,  toqs  aurez  le 
nom  des  unités  de  la  tranche  à  gavcbe. 
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RBMABQVBS. 

3.  Au  Heu  de  compler  de  dix  en  dix,  on  peut  compter  de  sept  en 
sept ,  de  doQze  en  douze >  de  deux  en  deux,  et  alors  on  a  le  système 
dont  la  base  est  sept,  douze  ou  deux,  au  lieu  d*a?oir  un  système  dé- 
cimal. Le  nombre  Mes  .caractères  résulte  du  système  dans  lequel  on 
compte;  il  y  a  un  nombre  de  chi&es  significatift  égal  à  la  base  du 
système  moins  un,  puisque  le  0  n'a  pas  de  valeur  par  lui-même, 
ainsi,  tout  nombre ,  excepté  1,  peut  servir  de  base  d*un  système  de 
numération  ;  par  exemple ,  dans  le  système  dont  la  base  est  4,  on  dira, 
tout  chiffre  placé  à  la  gauche  d*un  autre  exprime  des  unités  de  Tordre 
immédiatement  supérieur»  c'est-à-dire,  4  fois  plus  grandes  (1). 

Les  nombres  que  nous  avons  énoncés  sont  entiers,  parce  qu'ils  ré- 
sultent de  l'assemblage  d'unités  entières  ;  mais  si  l'on  conçoit  l'unité 
partagée,  on  obtient  alors  une  fraction,  et  la  réunion  d'entiers  avec 
des  fractions  donne  un  nombre  fractionnaire. 

4.  La  partie  élémentaire  des  combinaisons  usuelles  que  l'on  peut  faire 
sur  les  nombres  forme  un  ensemble  de  principes  et  de  règles  pratiques 
qu'on  nomme  arithmétique.  En  un  mot,  l'arithmétique  est  la  partie 
élémentaire  de  la  science  des  nombres. 

Toutes  ces  combinaisons,  d'ailleurs,  dérivent  de  la  numération,  et 
sont  des  simplifications  successives  des  combinaisons  ou  opérations 
qui  les  précèdent. 

On  peut  donc  dire  :  il  y  a  une  seule  opération  fondamentale  de  l'a- 
rithmétique ,  c'est  la  numération.  Cependant,  nous  nous  conformerons 
à  l'usage ,  et  nous  dirons  qu'il  y  a  quatre  opérations  fondamentales , 
savoir  : 

Vadditiori,  la  soi^straction^  la  multiplication  et  la  division, 

Addition. 

5.  Ajouter  des  nombres  entre  eux ,  c'est  en  former  un  nouveau  qui 
contienne  toutes  les  unités  dont  se  composent  les  nombres  don- 
nés. Le  nombre  cherché  est  la  somme  des  autres. 

Si  je  veux  ajouter  5  à  12,  je  dirai  12  et  1  font  13;  13  et  1  font  14  ; 
et  1, 15;  etl,  16; et  1,17. 

C'est  donc  faire  une  numération.  L'habitude  de  l'ordre  a  fait  trou- 
ver cette  règle ,  qu'il  fallait  ajouter  les  unités  aux  unités,  les  dizaines 
aux  dizaines,  etc. 

(1)  Tout  ce  qui  est  relatif  fiux  différeats  systèmes  de  numération  trouvera  sa 
place  à  la  suite  des  premières  opérations  de  l'arithmétique,  puis  dans  quelque» 
problèmes  d'algèbre  du  premier  ou  du  second  degré. 
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Ainsi ,  pour  ajouter  entre  eux  plusieurs  nombres  entiers ,  on  les 
écrit  les  ans  au-dessous  des  autres,  dé  manière  que  les  unkét  de  inènie 
ordre  se  correspondent  dans  une  même  colonne  yerticale ,  et  on  trace 
un  trait  horizontal  sous  le  dernier  nombre ,  puis ,  en  commençant 
par  la  droite  et  par  le  haut,  on  ajoute  les  chiffres  successifs;  Thabi- 
tude  fait  trouver  les  résultats  dé  ces  additions  partielles,  arrivé  au 
dernier  chiffre  de  hi  colonne  désunîtes,  on  fait  la  somme  qui  peut 
être  moindre  que  dix  ou  plus  grande  ;  dans  le  premier  cas ,  on  écrit  le 
chiflnre  qui  représente  la  somme;  dans  lé  second  cas,  il  est  na- 
turel de  réserver  les  dizaines  pour  les  lyouter  à  toutes  les  dizaines 
des  nombres  donnés;  on  opère  sur  la  colonne  des  dizaines  comme  on 
a  opéré  sur  la  colonne  des  unités ,  etc.  ;  parvenu  à'ia  colonne  des  phis 
hautes  unités,  si  ta  somme^surpasse  dix,  on  écrit  cette  somme  : 


Exemples 

5247 

6048  . 

352 

739 

'5S99 

> 

504 

27 

8416 

15764 

Il  est  évident  que  dans  une  addition ,  on  peut  intervertir  4'ordre 
des  nombres  à  ajouter ,  sans  que  le  résultat  soit  altéré.  Ce  principe 
permet  de  vérifier  le  réisultat  d*une  addition. 

C'est  là  ce  qu'on  appelle  faire  la  preu/ve.  Il  est  de  la  plus  haute 
importance  d'obtenir  des  vérifications  des  calculs  ;  jamais ,  cependant, 
on  ne  peut  avoir  une  certitude  complète ,  parce  qu'une  preuve  est  une 
nouvelle  opération  qui  peut  encore  donner  des  erreurs  ;  toutefois , 
si  Ton  retrouve  un  résultat  qu'on^  deva^ît  prévoir ,  on  peut  regarder  la 
probabilité  conlme  équivalente  à  une  certitude. 

Ainsi,  pour  faire  la  preuve  de  T^ddi^ion,  il  faut  changer  Tordre 
des  nombres  donhés,  ou  comniencer  de  bas  en  haut,  quand  oti  a 
opéré  de  haut  en  bas.  '    . 

Faire  une  opération  en  arithmétique ,  c'est  chercher  un  résultat  Te 
plus  promptement  et  le  pli»  sûrement  possible  ;  on  peut  donc  dire,  en 
généra) ,  quV)n  ne  doit  pas  conâmencer  une  addition  par  la  gauche  y 
parce  qu'on  arriverait  à  la  somme  après  avoir  effacé  des  chiffres ,  ou 
bien  après  avoir  recommencé  plusieurs  additions ,  ce  qu»  multiplie- 
rait les  chances  d'erreur. 


Remarque.-S\  une  partie  d'une  somme  augmente  d'un  certain 
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iioi|i))re ,  la  sopunfB  i^Hgmeitte  de  cenoaitiirc,  ^m  «n  ^joutant  8  à 
mHs.parti|»  4*ope  sqphua,  cette  «qmipA  ^smiept^  de  S. 

Sousiracliorl. 

ê.  La  s(MiBtia«Uoii  f  al  iiao  opéralion  inverse  do  raddilioo,  elle  a 
pour  but  de  toe  Iroaver  ee  q^'illiuli^tef. à  «membre  pieqr  en 
obtenir  un  autre ,  ce  qB^ea  expràne  de  cette  maiûèFe  : 

Ëtam  donné»  «ne  sonine  et  Twe  de  ses  parties  >  troairer  Vautre 
partie,  tel  est  le  but  de  la  senstraclion*  Le  résultat  se  noewe  reste , 
excès  ou  différenee. 

On  doit  opérer  d*une  «aniire  inyerae  de  Vad<tition,  aie»,  on  écrit 
le  nofld)re  à  reirancber  aurde^sous  du  nombre  deol  il  faut  retrancher , 
et  Ton  dit  :  quel  nombre*  d^nnitès  fauftril  ^m%9r  au  cbiffire  des  uni- 
tés du  plus  petit  nombre  pour  avoir  les  unités  du  plus  grand ,  et  ainsi 
de  suite ,  par  exemple ,  soit  à  retrancher  524  de  869 ,  j*écris  : 

'869 
524  , 

345 

et  je  dis,  quel  nombre  faut-il  ajouter  à  4  pour  avoir  9?  c'est  5;  que 
faut-il  ajouter  à  2  pour  avoir  6?  c*est  4;  quel  nombre  faut-il  ajouter 
à  5  pour  avoir  89  C'csl  3;  le  reste  est  donc  345,  Pour  abroger,  ce  qui 
est  le  but  de  Yarithmétique  «  on  dit  :  4  de  9,  reste5;  2  de  6,  reste  4  ; 
5  de  8,  reste  3. 

Prenons  un  autre  exemple  : 

3042 
^568 

UT* 

Jfe  0is ,  quel  i^pnjbre  faut-il  ^ontçr  \  8  pour  obtenir  2?  il  n'y  en  a 

point,  ce  n'est  pas  2  que  je  dois  avoir;  mais  bien  12  ;  je  reprends  donc 

une  dizaine  sur  4 ,  et  je  dis  :  8  de  12  reste  4  ;  çt  continuant ,  je  dis  : 

ni  ôté  1  de  4) ,.  par  la  ^i^me  raisqn ,  il.  faut  dire  :  6  de  13 

r,  d'^ç  part,  on  ne  peut  dire  5  de  0,  il  faudrait  dire 
s  on  a  pris  une  unité  de  c^n^ine,  il  reste  donc  9) 

dit,  1  de  2. reste  1. 
Le  reste  est  1474. 
ifais  cette  mjE^i^iére  d'op^irer  cs>,  trop  Ipi^gue;  ofi  préfère  se  servir 
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d'à»  astre  procédé»  fondé  sur  ce  p^^u^pe.  Si,  aux  d«ux  nombres 
d'une  soiMlraetiony  oo^  ijoate  «ne  même  quantité  »  le  reste  ne  change 
pas.  Gela  résulte  de  la  définition. 

En  effet ,  si  j^'ajoute  um  nombre  à  une  somme  composée  de  deux 
parties ,  »  ^une  des*  parties  ne  change  pas ,  il,  faudra  que  l'autre  aug- 
mente de  ce  nombre  ;  aiusi ,  en  ajoutant  18  au  plus  grand  nombre 
d'ane  soustraction,  le  reste  augmente  de  10  évidemment  ;  si  j*ajoutelO 
au  plus  petit  nombre ,  la  «somme  ne  changeant  pas,  ce  qu*il<  iaudra 
ajouter  sera  moindre  de  10,  donc  le  reste  aura  ditoÎAué  de  10,  donc 
enGn  le  principe  est  démontré.  Reprenons  donc  notre  eserâple  ; 

304^ 
1568 

I474 

Nous  dirons  :  8  de  12  reste  4;  puis  6  et  1  font  7  dizaines,  de  14 
dizain^  reste  7  ;  ou  pourabréger,  7  de  14  reste  7  ;  S  et  1  font  ^^  6  de 
10  reste  4  ;  1  et  1  font  2 ,  2  de  3  reste  1. 

Dans  un  cas  particulier ,  cependant ,  oq  préfère  employer  un  pro- 
cédé différent  :  soit  à  retrancher  5847  de  10000,  on  retranche  7  de 
10,  et  chacun  des  chiffres  suivants  est  retranché  de  9 ,  on  dit  donc  : 
7  de  10  reste  3;  4  de  9  reste  5 ;  &  de  9  reste  1  ;  5  de  9  resté  4.  On 
voit ,  en  effets  que  9990  plus  10 ,  est  égal  à  10000  ;  le  reste  4153*,  est 
ce  qu'on  appelle  complément  arithmétique  du  nombre  5847  (1). 

La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  par  l'addition ,  d'^rès  la  défi- 
nition même. 

Ainsi ,  on  ajoute  le;  reste  au  plus  petit  nombre  »  et  la  somme  doit 
être  égale  au  plus  grand.  Reprenons  nos  exemples  : 

8Ç9  3042 

524  1568 


345  1474 

Preuve    869         Preuve  304a 

Multiplication. 

7.  Multiplier  un  nombre  parun  autre,  c'est  répéter  fe  premier  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  second.  Le  résultat  se  nomme  pro- 

vi)  On  peut  f«ire  unt  souitraclidii  pat  Its  CQroHémMiis^. 
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duit;  le  premier  €st  appelé  multiplicande,  le  second»  multiplicateur  ; 
le  multiplicande  ^C  le  multiplicateur  sont  les  faetturs  du  produit, 

La  piultiplicatien  des  nombres  entiers  est  donc  une  simplification 
des  additions  dans  lesquelles  tous  les  nombres  à  ajouter  entre  eux 
sont  égaux  ;  ainsi,  pour  multiplier  8  par  3 ,  il  suffit  de  faire  la  somme 
de  irais  nombres  égaux  à  8;  le  produit  is^era  un  multiple  du  multi- 
plicande. • 

n  faut  observer  encore  que  le  produit  âontient  le  multiplicande 
autant  de  fqis  que  le  mùliiplicateur  contient  Tuiiitè. 

Dans  la  multiplication ,  il  ^  a  trois  cas  à  examiner  : 

i^  Multiplier  un  nombre  d*un  seul  chiffre  par  un  nombre  d^un 
seul  chiffre  ; 

^  Un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un  nombre  d^ujn  seul  ; 

3**  Un  nombre  de  plusieurs  chiffrés  [5ar  un  nombire  de  plusieurs 
chiffres.  Nous  verrons  que  les  deux  derniers  cas  se  ramènent  au 
premier. 

Premier  cas.  Tous  les  résultats  de  la  multiplication  d'un  nombre 
d*un  seul  chiffre  par  un  nombre  d'un  seul  chiffre  sont  renfermés  dans 
la  table'  de  multiplication  suivante  que  Ton  forme  par  voie  d'ad- 
dition. ' . 

.Sur  une  ligne  horizontale ,  on  écrit  les  9  premiers  nombres ,  on  les 
souligne /puis  on  les  sépare  par  des  traits  verticaux;  on  prolonge 
ces  traits  vettrQaux  au-dessous  des  nombres  de  la  première  ligne;  on 
place  ies'  sommes  qu'o^ii  obtient  en  ajoutant  chaque  nombre  à  lui- 
même;  on  obtient  ainsi  :  2, 4, 6, 8,  10,  etc.  On  souligne  tous  les 
nombres  qu'on  a  ainsi  obtenus. 

Pour  obtenir  la  troisième  ligne ,  -on  ajoute  chaque  nombre  à  celui 
qui  se  trouve  au-dessus  ;  ainsi ,  Ton  dit  :  2  et  t  font  3  ;  4  et  2  fbnt  d; 
6  et  3  font  9;  etc. 

Pour  avoir  la  quatrième  ligne ,  on  ajoute  chaque  nombre  de  la  der- 
nière ligne  formée  ayec  le  nombre  correspondant  de  la  première  ligne 
horizontale;  ainsi ,  l'on  <]it  :  3  et  t  font  4;  6  et  2  font  8  ;  9  et  3 font 
12,  etc. 

En  général ,  les  nombres  d'une  ligne  horizontale  se  forment  en 
a^joutant  les  nombres  de  ia  ligné  précédente  avec  les  notaibres  corres- 
pondants de  la  première  ;  on 'trouve  ainsi  9  lignes  horizontales  et  9 
colonnes  verticales. .  . 

Pour  se  servir  de  1^  table  de  multiplication ,  par  exemple  pour 
multiplier  8  par  7 ,  on  prend  le  chiffre  8  de  la  première  tranche,  puis 
l'on  descend  verticalement  jusqu'à  ce  que  Ton  rencontre  la  7«  ligne 
horizontale ,  c>st-à-dire ,  jusqu'à  ce  qu'on  se  trouve  vis-à-vis  du 
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chiffire  7  de  la  première  colonne  ;  ïe  nombre  56,  qu'on  trouve  ainsi , 
est  le  produit  demandé  ;  en  effet ,  il  a  été  trouvé  en  ajoutant  7  fois  le 
nonibre  8  à  lui-même  ou  mieux  en  formant  la  somme  de  7  nombres 
égaux  à  8. 

Tapie  de  multiplication. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

f 

6 
9 

8 

10 

12 

14 
21 

16 

18 

3 

6 

12 

15 

20 
25 

18 
24 
30 

24- 

27 

» 

8 

12 

16 
20 

28 

32 

36 

5 

10 

15 

35 

40 

45 

6 

7 
.  8 

12 

18 

24, 

30 

36 

42- 
48 
54 

42 

48 

54 

14 

21 

28 

35 

49 
56 
63 

56 
64 
72 

63 
72 
81 

16 

24 

32 

40 

9 

« 

27 

36 

45 

Une  observation  attentive  de  ce  tableau  conduit  aux  remarques 
suivantes  r  *    .. 

1*  En  général ,  tout  nombre  contenu  dans  les  petites  caSés  se  re- 
trouve  plusieurs  fois  dans  le  tableau^  «tinsi  24  se  retrouve  4  fois  ;  12 
se  retrouve  4 fois;  16  se  retrouve  3  fois,. etc.  On  en  peut  conclure 
qu*nn  nombre  peut  s'obtenir  en  multipliant  entre  eux  des  nombres 
différents,  par  exemple  28  s'obtient  en  multipliant  7  par  4  ou  bien 
4  par  7,  ce  qui  conduit  à  ce  principe  général  que  nous  démontrerons 
bientôt  \  àaii$  un  produit  de  deUx  facteurs,  on  peut,  sans  chan* 
ger  la  valeur  du  produit ,  intervertir  leur  ordre  (ce  qui  fournit  un 
moyen  de  faire  la  preuve  de  la  multiplication). 

24  est  aussi  bien  le  produit  de  8  multiplié  par  3  que  de  6  multiplié 
par  4,  ce  qui  conduit  à  d*autres  principes  que  nous  examinerons 
bientôt  ; 

2»  En  tirant  une  Hgne  droite  de  1  à  81 ,  on  trouve  les  nombres 
1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  qui  résultent  de  1  par  1 ,  de  2  par  2, 
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de  3  par  3  »  et ,  en  géaèraL,  4ii  produit  d'uQ  chifire  multiplié  par  lui- 
méine.  Ces  produits  sont  oûmniès  les  carrés  de  leurs  facteurs;  ainsi , 
9  est  le  carré  de  3^  16  est  Le  carré  de  4^  et  pour  abréger  (ce^  est  le 
but  général  des  sciences  mathématiques),  au  lieu  d'écrire  5x5,  on 
écrit  5' ,  2  est  dit  Texposant  de  5,  et  on  prononce  encore  ainsi  : 
5 puissance  2.  Inversement,  5  est  la  racine  carrée  de  25;  6  est  la 
racine  carrée  de  36. 

Deuxième  cas.  Multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un 
nombre  d*un  seul. 

Il  faut  remonter  à  la  définition. 

Multiplier  54^  par  3,  c*est  faire  la  sommç  de  3  nombres  égaux  à 
548.  Posons  cette -addition  : 

548 
548 
548 

Il  faudra  procéder  en  ajoutant  les  unitéa aux  unités,  les  dizaines 
aux  dizaines,  les  centaines  aux  centaines  ;  il  faudra  donc  faire  la 
sommé  de  3  nombres  égaux  à  8  unités;  £Mre  la  somme  de  3  nom- 
bres  égaux  à  4  dizaines,  et  enfin ,  ta  somme  de  3  nombres  égaux  à 
5  centaines;  cela  reviendra  donc  à  multiplier  les  unités  par  3,  les 
dizaines  par  3  et  les  centaines  par  3,  c'est-à-dire,  à  multiplier  tous 
les  chifi'res  du  multiplicande  par  le  multiplicateur  3  ;  ce  qui  ramène 
ce  deuxième  cas  au  premier ,  comme  nous  l'avions  dit.  Effectuant 
cette  multiplication ,  nous  dirons  :  ^ 

3fois8font24J«po8e4etjeretien9  2;3  fiBi|4  fo«tl2,12  et  2 
retenus  font  14,  je  pose  4  sous  la  dizaine  et  je  retiens  1;  3  fois  5 
font  15 ,  15  et  1  font  16^,  j'écris  16^  osntaiHes  : 

548 
.3 


1644     Le  produit  est  1644. 

Troisième  cas*  Prenons  enfin  un  nombre  de  pUisieur»  chiffres  à 
multiplier,  par  un  nombre  d^  plusieurs  chiffres. 

Soit,  par  exemple,  à  multiplier  3457  par  648,  on  l'indiqu»  ainsi  : 
3457X648  (le  signe  X  placé  entre  deux  nombres  indicpie  qu'il  firat 
multij^er  le  premier  par  le  second)  ;  d'après  la  définition  ^  cela  revient 
à  faire  la  somme  de  648  nombres  égaux  à  3457;  concevons  cette  ad- 
dition indiquée  comme  il  mi,  Les  points  font  concevoir  qjoe  345i7  est 
omis  un  grand  nombre  de  fois  : 
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8  ou  bien  3457x8 


34»7 
3457 


34^7 
345X618  où  bien       3457 


40  où  bien  3457x40 
3487  ' 


34^7 
3457 


600ott  bien  3457x600 


^  prencU  les  8  pfe«ueifs  noml^i^  écrits,  et  jet  W&ienB  «ommei  ce 
qui  revient  k  dm  que  j[e  ^M^tiçlie  ^%  par  ^ 

Je  prends  les  40  noiobves  u^vanu,  et  je;  W*  kw  somme  »  e-eal-*- 
dire ,  je  multiplie  3(457  par  40. 

Je  preadsi les 600  ftomlures  sui^twts,  ç^st'à-^ilwe,  je-mutt^  3457 
par  60a 

Ces  trois  produits  partiels  obtenu»,  je  fa»  liew  sommn  r  «t  j*ûWens 
enfin  Iç  pro()iuit  de  3457  [par  64& 

Avisj ,  QQus  iroyons  d'abord  que  pour  multiplier  34t57  p^f!  6M ,  ti 
sufiBt  de  savoir  multiplier  un  nombre  par  8 ,  par  40  et  par  6Q0»  nous 
avonsBaulti^léparS  (deuxième  «as). 

y^j^m  commua»!  on  midtîplifi  un  nooibre.  par  4di  :  dfapvès^  la  défi*- 
nition ,  il  faut  faire  la  somme  de  40  nombres  égauxà345T;  écrivons 
ce^W>  q^Bibres  les  uns  an-dessous  (tes  autros ,  comme  il  suit  : 


3457 
3457 


4  ou  bien  3457)><4. 


3457 

3457 

'  4  oubéen  3457X4. 
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3457  ^ 


3457 
3457 


4  ou  bien  3457X4. 


4  ou  bien  3457X4. 


Prenons  lés  4  premiers  nombres ,  puis  les  4  snivants ,  puis  les  4 
nombres  qui  suivent  encore  »  et  ainsi  de  suite ,  et  faisant  ces  sommes 
nous  aurons  ainsi  10  groupes  de  4  fois  3457,  c*est-à-dire  qu'a- 
près avoir  multiplié  3457  par  4,  il  suffira  de  multiplier  ce  produit 
par  10,  ce  qui  s'indique  ainsi  3457x4x10  (parce  qu'on  suit  l'ordre  de 
l'écriture  de  gauche  à  droite,  ainsi  j'écris  :  5x7X3X8,  cela  veut 
dire  :  multipliez  5  par  7 ,  puis  multipliez  ce  produit  obtenu  par  3,  puis 
multipliez  ce  dernier  produit  par  8). 

Un  raisonnement  analogue  prouve  que  pour  nraltiplier  3457  par 
600 ,  il  suffit  de  multiplier  34^  par  6  et  le  produit  obtenu  par  100. 

Ainsi,  nous  voyons  qu'il  faudra  multiplier  le  multiplicande  par 
tous  les  chifSfres  du  multiplicateur,  avec  cette  condition  qu'après  avoir 
multiplié  par  le  chiffre  des  dizaines ,  il  faut  multiplier  le  produit  par 
10,  après  avoir  multiplié  par  le  chiffre  des  centaines,  il  faut  multi- 
plier le  produit  par  100 ,  et  ainsi  de  smte  pour  les  autres  chiffres  qui 
pourront  se  trouver  dansie  multiplicateur. 

Mais  pour  multiplier  un  nombre  p^r  10,  il  suffit  d'écrire  un  zéro  à 
sa  droite,  car  alors  toutes  les  parties  du  nombre  sont  rcnndues  10  fois 
plus  grandes. 

Pour  multiplier  un  nombre  par  100 ,  il  suffit  d'écrire  deux  zéros  à 
la  droite  du  nombre ,  car  chaque  chiffre  représente  des  unités  100 
fois  plus  grandes. 

£n  général ,  pour  multiplier  un  nombre  par  l'unité  suivie  d'un  cer- 
tain nombre  de  zéros,  il  suffit  d'écrire  ce  nombre  de  zéros  à  la  droite 
du  nombre. 

Pour  multiplier  par  les  dizaines ,  il  suffit  d'écrire  le  produit  par  le 
chiffre  des  dizaines,  de  manière  que  le  dernier  chiffre  à  droite  de  te 
produit  soit  sons  leç  dizaines ilu  premier  produit. 

Pour  le  produit  par  les  certaines,  écrire  le  produit  de  manière  que 
le  dernier  chiffre  à  droite  soit  sous  lès  centaines,  et  ainsi  de  suite.  Ces 
produits  partiels  obtenus ,  on  fait  leur  somme . 

Voici  l'opération  : 
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3457 
648 
27656 ...  .  .  produit  par  les  ahUés. 

13828 produit  par  les  dizaines. 

20742     produit  par  les  centaines. 

2240136 somme  de  trois  produits  par- 
tiels ou  produit  demandé. 

Quand  on  a  des  zéros*  interposés  dans  les  multiplicateurs,  on  passe 
aux  chiffres  suivants  à  gauche,  eh  ayant  soin  d'écrire  le  dernier  chiffre 
à  droite  du  produit  partiel  au-dessous  du  chiffre  correspondant  du 
multiplicateur; 

Donc ,  en  général ,  pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres 
par  un  nombre  de  plusieurs  chiffres,  on  écrit  le  multiplicateur  sous 
le  multiplicande,  de  manière  que  les  unités  soient  sous  les  unités,  on 
souligne  le  multiplicateur,  puis  on  multiplie  le  multiplicande  succes- 
sivement par  chacun  des  chiffres  du  multiplicateur,  en  écriyant  les 
produits  partiels  comme  il  a  été  indiqué ,  puis  on  fait  la  somme  de  ces 
produits  partiels ,  ce  qui  donne  le  produit  demandé. 

Remarque,  Quand  les  deux  facteurs  d'un  produit  sont  considéra- 
bles» on  a  un  grand  avantage  à  faire  les,  produits  partiels  par  voie 
d'addition  :  soit ,  par  exemple ,  à  multiplier  31415926  par  5748002. 

On  ajoutera  31415926  à  lui-même ,  puis  ce  nombre  trouvé  à  lui- 
même  ,  on  obtiendra  le  produit  par  4;  au  nombre  trouvé,  en  ajoutant 
31415926 ,  on  obtient  le  produit  par  5  ;  si  on  ajoute  le  produit  par  2, 
on  aura  ainsi  le  produit  par  7  ;  puis ,  enfin ,  on  ajoute  à  ce  nombre  le 
multiplicande ,  et  on  trouve  le  prodtiit  par  8. 

OpéraUon. 
31415926 

62831852  ...  pour  2  31415926 

125663704  .  .  .  pour  4  5748002 

5  62831852 

.:.... 7  

8  ...... 

Par  ce  procédé,  on  s'expose  bien  moins  à  se  tromper  dans  les  cal- 
culs ,  parce  que  la  mémoire  est  moins  consultée. 

Nous  n'avons  pas  examiné  le  cas  où  l'on  aurait  à  multiplier  un 
nombre  d'un  seul  chiffre  par  un  nombre  de  plusieurs  chiffres.  Nous 
allons  montrer ,  en  effet ,  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des  facteurs 
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dans  un  produit  de  deux  facteurs,  et,  par  conséquent,  ramener  le 
cas  dont  nous  parlons  au  deuxième  cas  considéré. 

Le  nombre  des  chiffres  d'un  produit  est  compris  cntfe  deux  limites 
qu'on  obtient  en  remplaçant  cbaque  (acteur  par  1  suhi  de  zéros,  etc. 


PBINCIPES  sua  LA  BCULTIPLICATIOIT. 

8.  I.  Principes  ;  dans  nn  produit  de  deax  factears  on  peut  intervertir 
leur  ordre  »|ns  changer  le  prodait,  ainsi  8X3  est  égal  à  3X8. 

Poar  démontrer  il  faut  toajoars  remotiter  aux  définitions  ôtt  alll  ptln- 
cipes  déjà  connas.  8  est  Vanité  répétée  8  fois,  on  pent  donc  tepfé$ètktet  8 
par  8  unités 

1  1  1  1  1  1  t  1 

Pour  multiplier  8  par  3  il  faut  faire  la  somme  de  3  nombres  éfauz  à  8^ 

on  écrira      8 tttlllll 

8 11111111 

8  ....  .     11111111 


8X3 3.3,3,3,3,3,3.3  ou  bien  3X8 

les  «nité»  contenue^  dans  ce  tableau  représentent  8X3- 

Prenons  les  unités  contenues  dans  ce  tableau  en  colonne  Terticale,  nOns 
obtenons  3,  3,  3...,  en  un  mot  autant  de  fois  3  quil  y  a  d*nmté>  dans  8, 
c'est-à-dire  8  fois  3,  ce  qn  on  écrit  ainsi  3X8. 

Or  ce  tableau  représente  8X3,  mais  il  est  représenté  à  son  tour  par 
3X8,  deux  quantités  égales  à  uae  ■  tfoitiémt  sont  égales  entre  elles,  donc 
enfin  8X3  est  égal  à  3X8. 

Le  raisonnement  que  nous  avonf  fait  s'appliquerait  à  deux  nombres  en- 
tiers quelconques  ;  donc  en  général  on  peut  intervertir  Tordre  de  deux 
facteurs  dans  un  produit  sans,  changer  la  valeur  de  ce  produit  (1). 

il.  Dans  un  produit  de  3  facteurs  on  peut  intervertir  Tordre^  des  2  der- 
niers et  par  suite  Tordre  de  tous  les  facteurs- sans  changer  le  produit. 

Soit  8X3X5- 

Multiplier  8  par  3  c'est  faire  la  somme  de  3  nombres  égaux  à  8,  ainsi 
8X3  est  8+8+8. 


(0  Nous  pensons  qu'un  élévtarrivé  à  dfls  principts  a  ««l|Ui8  TbâMladétvraisoiH 
nemeBt,«l  BOUS  rendrons,  désormais  nos  démonslratioas  pHÎs  eoMiset,  «e  ^ue 
nous  n'avons  pas  cru  devoir  faire  jusqu'ici.  ' 

Mous  nous  servirons  du  signe  +>  qui  veut  dire  plus;  et  du  signe  »,  qui  est 
le  signé  de  VigalUé  ;  de  parenthèses,  qui  indiqileirt  un  résultât  eflectoér. 
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-8 

-8 

8X3X5  est  donc  l    84.8  +  8 

8 

8 


/  8  +  8  + 
\  ^  +  84- 
<  8  +  8  + 
)•   8  +  8  + 

V    8  +  8  + 


ce  tableatt  représente  8X8X^- Ajoatons  let  nombres  écrits  en  colonne 
verticale  nous  obtiendrons  8><5+8X5+8X5.  Cest-à-dire  8X^X8,  oe 
tableau  représente  8X8X5,  mais  il  est  représenté  par  8X^X8^  donc  enfin 
8X3X5=8X5X8.  Ce  q«  il  fallait  démontrer  d'abord. 

Mais  on  a  8X3=3X8  donc  8X3X5=3X8X5,  etc.,  ainsi  dans  an 
produit  de  3  facteurs  on  peut  faire  occuper  à  un  facteur  toutes  les  places. 

III.  Dans  un  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  an  peut  in- 
tervertir comme  on  tent  Tordre  de  tous  les  facteurs. 

Nous  partageons  cette  démonstration  en  deux  parties  :  soit  à  multiplier 
5X3X7X*X8X6X«. 

Nous  pouvons  intervertir  l'ordre  de  deux  facteurs  consécutifs,  par  exem- 
ple des  facteurs  4  et  8. 

En  effet  il  faut  d'abord  effectuer  le  produit  de  5X3X7  qui  est  105,  ce 
quon  désigne  ainsi  (5X3X7). 

On  multiplie  ensuite  par  4  puis  par  8,  mais  d'après  le  principe  pré- 
cédent. (5X3X7)X*X8=(5X3X7)X8X* 
ou,  en  supprimant  les  parenthèses  qui  ne  servent  à  rien,  on  a 

5X3X7X4X8=5X3X7X8X4 
puis  maltiptianC  «es  deux  nombres  égaux,  d'abord  par  &  puis  par  0,  on 
trouve  enfin  5X3X7X*X8X6X9=5X3X7X8X4X0X0 

ainsi  «n  facteur  peut  être  tTancé  d'uii  rang  ou  bien  reculé  d'un  rang 
Donc  de  proche  en  proche  un  facteur  peut  occuper  toutes  les  places  et  par 
saite  tovs  les  iactears  peu?€nt  occuper  tootes  les  places.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

IV.  Pour  multiplier  un  nombre  par  «n  produit  effectué  de  plusieurs 
faeteurs,  il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  successivement  par  les  facteurs 
du  produit. 

Par  exemple  pour  multiplier  8  par  105,  qui  est  égal  à  7X5X3,  il  suffit 
de  multiplier  8  par  7,  le  produit  effectué  par  5,  et  le  produit  effectué  par  3, 
ce  qu'on  indique  d'une  manière  abrégée  ainsi  en  mettakit  des  poinU  au 
lieu  du  signe  X»  et  8X(7. 5. 3)=8X7X5X3. 

En  effet  8X(7. 5. 3)=(7. 5,  3)X8,  ou  bien  d'après  la  définition  d'un 
produit  de  plusieurs  facteurs  (7. 5i.  3)X8^7X5X3X8. 

Mais  dans  ce  produit  on  peut  faire  occuper  au  facteur  8  la  première 
place  donc  enfinon  a  SX  (7.  5. 8.)  s=  8X7X5X3.  la  réciproque  est  vraie, 
c està-dirc que  8X7X5X3  =  8X(7.  5.  3). 
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V.  Pour  multiplier  on  produit  de  plusieurs  facteurs  par  un  nombre, 
il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs  du  produit  par  ce  nombre,  et  de  le 
faire  entrer  ainsi  modifié  dans  le  produit  primitif .  La  réciproque  est  vraie, 
cest-à-dire^  si  on  multiplie  un  facteur  d'un  produit  pat  un  nombre, 
le  produit  est  multiplié  par  ce  normbre.  . 

Ainsi  (5X7X4)  X3=  5X  (7X3)X*. 

En  effet,  (5X7X4)  X3  «st  égal  à  5X7XiX3.  Car  les  parenthèses  sont 
inutiles.  "^ 

Or,  »X7XiX3=7X3X5Xi.  on  bien  7X3)X5Xi. 

Ou  bien  en  intervertissant  Tordre  des  facteurs.  5X  (7X3)  X  4. 

Donc  enfin  (5X7X*)  X3  =r  5X  (7 .  3)  X*. 

Ce  qui!  fallait  démontrer. 

De  ces  principes  on  théorèmes,  on  déduit  les  conséquences  ou  corollaires 
qui  suivjent. 

1^  Pour  faire  la  preuve  d'une  multiplication,  après  avoir  multiplié  le 
multiplicande  par  le  multiplicateur,  si  Von  mtiltipliele  multiplicateur  par 
le  multiplicande,  le  produil  qu on  obtiendra  devra  être  le  même  que  le 
précédent. 

Ainsi,  on  peut  dire  que  le  produit  des  deux  nombres  entiers  est  aussi 
bien  un  multiple  di|  multiplicateur  que  du  multiplicande. 

Et  inversement  que  le  multiplicateur  est  un  sout-multiple  du  produit 
comme  le  multiplicande  est  un  «mj-multiple  de  ce  produit  oi^  une  partie 
aliquote  de  ce  produit. 

2^  Quand  on  rend  le  multiplicande  un  certain  nombre  de  fois  plus 
Iprand,  le  produit  est  rendu  le  même  nombre  de  fois  plus  grand,,  cela  ré- 
sulte du  principe  V. 

3*  Nous  avons  démontré  généralement  (principe  lY )  que  pour 
multiplex  «n  nombre  par  40,  il  suffit  de  le  multiplier  par  4,  pais  par  10, 
mais  il  nen  était  pas  moins  nécessaire  de  donner  la  démonstration  par- 
ticulière. 

4^  Pour  élever  un  prodnit.de  plusienn  facteurs  à  la  deuxième  puis- 
sance, il  suffit  d'élever  chacun  des  facteurs  du  produit  à  la  deuxième  puis- 
sanceé 

Ainsi  (5X7XiX3)'  =  5«X7*X4«X3«. 

En  effet,  élever  5X7X^X3  à  la  deuxième  puissance,  c'est  le  multiplier 
par  lui-même;  mais  pour  multiplier  un  nombre  par  un  produit,  il  suffit 
de  mnltitiplier  ce  nombre  successif  par  les  Daicteurs  du  produit.  Ainsi  je 
multiplie  :  5X7X4X3  successivement  par  5,  par  7,  par  4  et  par  3. 

Mais  pour  multiplier  5X7X^X3,  par  5,  il  suffit  de  multiplier  5  par  5. 

Ce  qui  donne  5*X7X4X3  ;  de  même  pour  multiplier  par  7,  il  suffit  de 
multiplier  7  par  7  et  ainsi  de  suite. 
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Donc  .  (5X7XiXâ)*=&*X7*X4*XaP. 

Au  lien  d*€crire  5X5X5»  on  écrit  5». 
5  «A  élevé  à  la  pnisumce  S,  de»méi|ie  S^ssSX^Xf  X8. 
Gela  posé,  on  peut  dire  que  pour  élever,  un  produit  de  pliisieiirs  fàc- 
tenrs  aune  piiissànce,,  il  ^nffit  d'él^er  chaque  facteur  à  cette  puissance. 
Ainsi  (5X7)*=5*X7*. 

Eta  effet  (5X7)*=<5X7)  (5X7)  (5X7)  (5X7) 

=^.(5«X7«)X(5X7)X(5X7) 
.  =(5»X7»)X(5^X7) 

=c5^X7^.  Ce  qu'il  fallait  démbhtrer^ 

,>  ' 

Poiir  appliquer  d'une  manière  utile  la  multiplication,  nous  transforme* 
Wns  dans^  le  système  décimal ,  un  nombre  écrit  dans  un  Système  doiit 
la  base  est  quelconque. 

Pour  indiquer  d^^ns  quel  s^^tème  lé  nombre  est  écrit,  on  place  la  base 
à  ^uche  du   nombre,  entre  parenthèses,  et  un  peu- au-dessus  de  ce 

nombre.  Par  exemple  :  ^"'  3067^864 

est  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  13;  dans  ce  système,  il  y  à  11 
chiffrées  significatifs  : 

1,  «;  3,  4/  5,  6,  7;  8,  9,  à,  ^. 

A  vaut  dkc,  fi  vaut  onze. 

D'après  la  convention  fondamentale  ile  tout  système  de  niùné^atioti, 
tout  chiffre  plaèé  à  la  gauche  d'un  au^  ^  exprime  de$  unités  dé  Tordre 
immédiatement  supérieur,  le  nombre  ^^'^  3067^  64  vaut 

4+6X12+ i8Xlî*+7Xl$»+6Xta^rH)Xia'+3Xlî*. 

ou  bien      4+7a+llXl*4+7X17î8+6Xl2*+0Xlî»+3Xt«*. 

Division. 

9.  La  division  est  une  opération  inverse  de  la  multiplicatîon. 

DéfnHion.  Diviser  un  nombre  par  un  antre,  c'est  trouver  un  troi- 
sième nombre  qui,  multiplié  par  le  second*  reproduise  le  premier , 
ou  plus  simplement ,  on  peut  dire  :*  étant  d(»més  un  produit  et  l'un 
de  ses  focteurs ,  trouver  l'autre  facteur. 

Le  produit  est  le  dtm'dend^. 

Le  facteur  connu  (le  multiplicande,  par  exemple)  est  le  diviseur. 

Le  facteur  cherché  est  le  quotient. 

De  la  définition  génériale  ,t  on  peut  déduire  cette  autre  définition , 
savoir:  que  diviser  un  nombre  par  un  autre,  c'est  trouver  combien  de 
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fois  le  premier  contient  le  second,  ce  qui  explique  l'origine  du  mot 
quoUent. 

En  effet ,  nous  avons  vu  qu'un  produit  de  deux  facteurs  contient  le 
multiplicande  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur. 

En  examinant  la  table  de^muIlipUèftiion,  on  .trouTe  les  quotients  des 
divisions  des  nombres  de  deux  chiffres  par  des  nombres  d'un  seul 
chiffre.  Mais  on  peut  re^iarquér  aussi  quf  si  Ton  veut  diviser  58  par 
7 ,  par  exemple ,  aucun  nombre  entier  multiplié  par  7  ne  peut  doimer 
pour  produit  58;  dans  ce  cas ,  la  division  a  pour  objet  de  faire  trouver 
le  plus  grand  nombre  de  fois  que  58  contient  7. 

Nous  verrons ,  ^ans  d'autres  opérations  de  Farithmétique^  que  sou- 
vent lés  résultats  que  Ton  cherch.e  né  peuvent  être  exprimés  par  un 
nombre  que  d'une  manière  approchée. 

Ainsi,  en  général ,  quand  le  quotient  d'une  division  ne  peut  être  un 
nombre  entier ,  le  but  de  la  division  est  de  trouver  le  plus  grand 
nombre  de  fois  que  le  diviseur  est  contenu  dans  le  dividende. 

Nous  prendrons,  pour  exemple,  deux  nombres  composés  chacun  de 
plusieurs  chiffres,  les  raisonnements  s'appliquant  à  tous  les  autres  cas. 

Soit  à  diviser  582982  par  268;  d'après  la  (Jéfinition  de  la  division , 
il  serait  naturel  de  multiplier  snccessivement  208  par  1 ,  2 ,  3,  4,  et 
ainsi  de  suite ,  en  un  mot,  de  faire  les  multiples  successifs  de  268,  jus- 
qu'à ce  qu'on  trouve  582982 ,  ou  deux  multiples  consécutifs ,  l'un  plus 
petit ,  l'autre  plus  grand  qi^e  le  divideiide.  Getl^  manière  d'opérer 
serait  trop  longue  ;  on  la  simplifie  en  feisant  dépendre  la  division  de 
deux  nombres  quelconques  de  divisions  partielles  dans  lesquelles  le 
quotient  ne  dôîl  èlretîomposé  que  d'un  seul  chiffre. 

On  cherche  à  mettre  en  évidepce  les  produits  du  diviseur  par  les 
différents  chiffres  du  quotient,  et  pour  reconnaître  la  nature  des  plus 
hautes  unités  du  quotient^  on  multiplie  268  par  1,  10,  100,  1000, 
on  obtient  268,  2680,^5800,  268000  ;  268000  est  contenu  dans  582982  ; 
il  y  a  donc  au  moins  un  mille  au  quotient;  mais  en  multipliant  268 
par  lÛ8dO,  on  trouve  2680000,  qui  e^t  plus  grand  que  le  dividende 
donné ,  donc  le  quotient  est  plus  petit  que  10000;  ainsi ,  le  quotient 
est  plus  grand  que  1000  et  plus  petit  que  lOOOO,  c'est-^à-dire  qu'il  est 
composé  de  4  chiffre^ ,  ou  bien  encore  que  le  chiffre  des  plus  hautes 
unités  est  de  l'ordre  des  mille. 

Le  produit  du  diviseur  par  le  nombre  des  mille  du  quotient  est  un 
nombre  de  mille  qui  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  mille  du  divi- 
dende. 

En  effet,  268  multiplié  par  des  mille ,  donne  un  nombre  de  mille; 
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ce  produit  ne  ptnt  donc  se  trouver  que  dans  les  tniUç  de  582982,  c'est^ 
à-dire  dan$  582  mille. 

On  est  pondait  à  s^pMtrer  les  mille  du  diTidende ,  ou  plus  générale- 
ment, on  est  conduit  à  s^rer  sur  la  gauche  autant  de  chiffres  qu'il 
en  fout  pour  contenir  le  dimenr. 

Cette  séparation  faite ,  on  cherche  ie  plus  'grand  nombre  de  fois 
que  582  contient  268,  on  y  parvient  en  prenant  les  multiples  succès-' 
sife  de  268 ,  et  eu  choisissant  le  plut  grand  de  ces  multiples  contenus 
dans  582  ;  on  trouve  que  c'est  2  fois  26B ,  ou  bioi  536  ;  ainsi ,  2^est  le 
chiffre  des  mille  do  quotient ,  car  536000  ou  bien  268x2000  est  con- 
tenu dans  582000,  à  plus  tbrte  raison ,  est-il  contenu  dans  582982. 

D*aatre  part,  3  fois  268  est  plus  grand  que  582,  au  moins  d'une 
unité,  et  par  suite ,  268X3000  est  plus  gran/1  que  582000  au  moins 
d*an  mille ,  il  est  donc  plus  grand  que  582982  ;  ainsi,  le  dividende  est 
compris  entre  268x2000  et  268x3000,  le  quotient  est  donc  compris 
entre  200O  et  3000;  donc  le  chiffre  des  mille  est  le  chiffre  2. 

Ce  chiffre  étant  trouvé  ,  je  retranche  de  582  le  produit  du  diviseur 
par  le  chiffre  obtenu,  produit  qui  est  536 ,  j'obtiens  pour  reste  46; 
en  abaissant  les  chiifres  suivants ,  j'obtiens  46982,  nouveau  divi- 
dende qui  devra  donner  les  trois  chiffres  suivants  du  quotient 
cherché;  en  raisonnant  comme  précéfdemment ,  il  fendra  séparer 
les  centaines  du  difid6nde,ou  plutôt,  il  fallait  abaisser,  à  la  droite 
du  reste  46 ,  le  chiffre  des  centaines ,  ce  qui  aurait  donné  469  je 
dis;  en  469  combien  de  fois  268?  il  y  est  contenu  une  fois;  je 
multiplie  268  par  1 ,  et  je  retranche  de  469 ,  j'obtiens  pour  reste 
201 ,  j'abaisse  le  chiffre  8  à  la  droite ,  ce  qui  doime  2018.^  il  faut 
trouver  combien  de  fois  268  est  conten^u  dans  ce  nombre.  Au  lieu  de% 
faire  les  niultiples  successifs  de  268 ,  on  raisonne  de  cette  ftianiére  : 
le  quotient  de  cette  division  partielle  doit  avoir  un  seul-  chiffre  ; 
or ,  2  centaines  dû  diviseur  multipliées  par  les  chiffres  du  quo- 
tient, ne  peuvent  donner  que  des  centaines;  ce  produit  ne  peut 
doue  se  trouver  que  dans  les  centaines  de  2018 ,  je  suis  donc  conduit 
à  chercher  combien  de  fois  20  contient  2»  nous  savons  à  l'avance  que 
le  quotient  ne  peut  avoir  plus  d'un  chiffre.  Essayons  9,  ce  chiffre  peut 
être  trop  grand,  car  20  n'est  pas  seulement  le  produit  de  2  par  le 
chiffre  cherché ,  mais  il  contient  encorp  les  retenues  provenant  des 
produits  des  chiffres  suivants 6  et  8;  ainsi,  9  peut  être  trQjp  gran^ ,  . 
etpour  essayer,  on  multiplie  268  par  9,  ce  qui  doniie 2312,^ 'est 
donc  trop  grand;  essayons  S,  nous  trouvons  pour  pTpdiiit  de  ^  par 
8, 2144;  8  est  donc  encore  trop  grand  ;  essayons  7>  7  fois  268  donne 
1876, 7  est  donc  le  chiffre  des  dizaines  ;  en  retranchant  1876  de  2018, 
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on  trouvé  pour  reste  142;  j'abaisse  le  chiffre  suivant  2,  je  tfouve 
1422, 14  contient  2  fois  7,  mais  7  est  trop  grand,  ce  que  j'apprends, 
à  cause  des  retenues  provenant  des  produits  de  6  et  de  8  par  7;  j'essaye 
6, 6  fois  268  est  plus  grand  que  1422  ;  j'essaye  enfin  5, 5  fois  268  donne 
1340,  que  je  retranche  de  1422,  il  reste  82;  ainsi,  le  quotient  est 
2175  et  le  reste  est  82;,  c'est-à-dire  que  si  du  dividende  donné  on 
retranche  2175  fois  268,  il  reste  82.  Dans  ce  premier  exemple^  la  di- 
vision ne  donne  pas-pour^quotient  un  nombre  entier;  lé  quotient 
est  compris  entre  2175  et  2176  ;  en  prenant  2175,  on  a  ce  quotient 
approché ,  à«moins  d'une  unité. 

On  dispose  l'opération  dç  la  manière  stdvanfè  :  on  écrit  le  divi- 
dende ,  et  à  la  droite ,  on  écrit  le  diviseur ,  on  sépai^e  lesdéhx  nombres 
par  nn  trait  vertical ,  au-dessous  du  diviseur  on  tire  une  barre  ho- 
riioiUale»  sôus  laquelle  on  écrira  le  quotient. 


lo 

582962 

4«9 
263 

268 
2175 

^ 

582982  r268 

1*  rttte. 

469        2175 
2018 
1422 

9>  reste. 

2018 
4876 

•m 

82 

3<  reste. 

1422 
1340 

4*  reste. 

82 

RiciLt  PRATiQÎm.  On  sépare  sur  la  gauche  du  dividende  autant  de 
chiffires  qu'il  en  faut  pour  contenir  le  diviseur ,  et  l'on  cherche  com- 
bien de  fois  le  dividende  partiel  contient  le  diviseur  :  ce  chiffre  est 
celui  des  plus  hautes  unités  du  quotient.  Pour  simplifier  cette  opé^- 
ration ,  on  cherche  combien  de  fois  le  premier  chifiFre  à  gauche  du  di- 
viseur est  contenu  dans  le  premier  thififre  ou  les  deux  premiers  chif- 
fres à  gauche  du  dividende  ;  ce  nombre  trouvé  peut  être  trop  grand , 
et  peur  l'essayer ,  on  multiplie  tout  le  diviseur  par  ce  chiffre.  Au  lien 
d'écrire  le  proditiC  partiel  sous  le  dividende  partiel,  on  retranche  im- 
médiatement léâ  produits  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  2^  en  ayant 
égard  aux.ptihcipes  delà  soustraction;  à  la  droite  du  reste,  on 
abaissé  Ici. ^ni^e  suivant  ;  si  le  nombre  ainsi  obtenu  est  plus  petit  que 
le  divisêiùr';  on  écrit  zéro  au  quotient,  et  on  abaisse  encore  le  chiffre 
suivant;' puis ,  si  le  nombre  est  plus  grand  que  le  diviseur,  oti  opé- 
refa/siùr  ce  dividende  partiel  connnesur  le  premier ,  et  ainsi  de  suite. 
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Nous  le  répétons ,  le  cas  général  comprend  tons  les  cas  qi|i  peuvent 
se  présenter.  '  *'       - 

Soit  pour  exemple  :  17048  à  diviser  par  858. 

La  prçnye  de  1%  divisiou ,  q^d  le  quotient  est  entier ,  se  fait  paç 
la  multiplication.  Le  produit' du 'âiviseur  par  le  quodent  dqit  être  le 
dividefide.  On  [feut  faire  la  preuve  par  une  nouTelle^iviiion^;  en 
effet,  si  on  divise  le  dividende  par  le  qiioljent ,  qb  doit  trouver  pour 
quotient  le  diviseur  donné. 

Quand  le  qqotient  n'eçt  pas  entier,  en  retranchant  du  dividende  le 
rçstc  obtenu,  ou  retombe  sur  le  cas  précédent,  mais  on  préfère 
opérer  de  la  manière,  suivante  :  on  mvÂtiplie  le  diviseur  par  le  quo- 
tient, on  ajouter  au  produit  le  reste  de  la  division;  et  la  somme  doit 
être  le  dividende. 

Pour  abréger  le  langage  arithmétique  ^  on  dil^  qu'un  nombre  est 
divisible  pafun  autre  quand  le  quotient  est  entier;  ainsi,  on  peut 
indifféremment  dire  qi|*un  nombre  est  mii//tpltf  d'un  autre ,  ou  bien 
qu'il  est  divisible  par  cet  autre  quand  le  quotient  ^u  premier  par  le 
seçoqd  est  entier.  •  ' 

Application.  Écrire  3847  dap^  le  8ystèm<e  dont  la  base  est  6.  En 
divisant  3847  pai^  6 ,  on  trouve  le  nombre  d'unités  du  second  ordre , 
le  reste  est  le  chiffre  des  unités  simples ,  o|i  obtiendra  de  même  les 
chiffres  des  ordres  suivants.  ^  ■ 


Bémarques  sur  la  division  (1).      *    . 

1*  Si  le  dividende  augmente»  le  diviseur  restant  Iç  mêipe,  le  quotient 
entier  augmente  en  général. 

2*  Si  le  dividende  Augmente  d'i^nefois  le' diviseur  1(î  quotient  augmente 
d*aoe  unité,  en  effet  le  quotient  indique  combien  de  fois  le  diviseur  est 
contenu  dans  le  dividende.  Invenement,»  Ion  retranche  da  dividende 
une  fois  le  diviseur,  le  quotient  diminue  d*une  unité. 

I.  En  supposant  le  dividende  divisible  par  le  diviseur,  si  Ton  rend  le 
dividende  deux  ,  trois  fois  I>lus  grand,  le  diviseur  restant  le  même,  le 
quotient  est  rendu  deui ,  trois  ù>ïs  plus  grand  ;  et  en  généralisant ,  on 
peut  dire  que  si  on  multiplie  le  divid^de  par  un  nombre  le  quotient 
est  multiplié  par  ce  hombre,  car  si  un  produit  de  deux  facteurs  est  mul- 
tiplié par  un  nombre,  l'un  des  facteurs  ne  changeant  pas,  l'autre  facteur 


(1)  Le  sigbe  de  la  division  est  (  :  ),  qu'on  prononce  divUé  par. 
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doit  être  multiplié  par  le  nombre.  Exemple  :  105  dliyifié  par  7,  on  trouve 
pour  qaçtîent  15;  si  Tdn  mnlti^ie  105  par  i  et  qu'on  dîyiie  par  7  on 
trouve  poor  quotient  00. , 

II.  En  supposant  encore  ie  dividende  divisible  par  le  diviseur,  si  Ton 
multiplie  le  diviseur  par  un  nombre  entier,  et  si  te  quotient  de  la  nou- 
velle division  est  encore  entier,  ce  dernier  quotlettt  sera  le  premier  divisé 
par  le*  nopbre  entier. 

En  prenant  la  définition  simple  de  la  division ,  savoir,  que  le  quotient 
exprime  combien  de  fois  le  diviseur  est  contenu  da^  le  dividende,  on 
voit  que  si  le  diviseur  est  multiplié  par  i,  il  sera  conleiiu  deux  foi»  moins 
dans  le  dividende  ;  s'il  est  rendu  trois  fois  plus  grand,  le  divi^endfo  le  con- 
tiendra Um  fois  moins  :  en  général  que  si  le  diviseur  est  multiplié  par 
un  nombre  le  quotient  sera  divisé  pat  ce  nombre. 

140  c  7  =^  SO 
\  140  :  7X*  =  4 

4i=3S0  7  5 

(A)  Des  deux  principes  qui  précèdent  on  conclut  que  si  ie  quotient  d'une 
division  est  entier,  en  multipliant  le  dividende  et  le  diviseur  par  un 
nombre  entier,  le  (quotient  he  change  pas  de  valeur;  de  même,  si  Ton 
divise  le  divii^tende  et  le  diviseur  par  un  entier,  ce  quotient  ne  change 
pas  de  valeur.  ^ 

56X5x8X5  =  7,     56:8  =  7      *       ' 

Quand  le  quotient  d*^ne  division  n  est  pas  entier,  nous  avons  vU  qu'on 
trouve  le  quotient  approché  à  moins  d'une  unité  ;  alors  le  resU  de  la  divi- 
sion est  plut  petit  que  /e  diviseur,  c*est  là  désormais  ce  qu'il  faut  entendre 
par  reste  d'une  division. 

Cela  posé,  on  doit  modifier  le  premier  prii^dpe;'  quand  il  y  a  un  reste 
dans  une  division,  il  peut  se  faire  qu  eu  multipliant  le  dividende  par  un 
nombre  entier  le  quotient  déQni  comme  nous  l'avons  dit  ne  soit  pas  le 
premier  quotient  multiplié  par  le  nombre  entier. 

111:7  'donne  pour  quotient  15,  et  il  reste  6. 

Si  nous  multip^ons  111  par  4  sans  changer  le  diviseur  7,  le  quotient  là. 
sera  multiplié  par  4,  et  Je  reste  6  sera  aussi  multiplié  par  4;  ce  sera  alors 
24  ;  or,  24  n'est  pas*  plus  petit  qu^  7,  donc  on  pourra  encore  diviser  24 
par  7,  ce  qui  donnera  le  quotient  3  qu'il  faudra  ajouter  à  60  ;  on  voit  eu 
effet  quen  divisant  immédiatement  444  par  7  on  trouve  63  pour  quotient 
et  3  pour  reste. 

III.  Si  Ton  multiplie  le  dividende  et  le  diviseur  par  le  même  nombre, 
le  quotient  ne  change  pas  de  valeur,  mais  le  reste  est  multipUé  par 
ce  nombre. 
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En  effet  si  dn  dividende  je  retranche  le  rttte,  j'obtiens  un  noaveaa 
dividende  qai  contient  eifiotemeut  le  diviseur^  alors  on  retombe  sur  le 
principe  (A)  ;  mais  en  ué|pligeant  le  reste-  an  n'a  pas  en  le  dividende 
donné;  ain^  il  faut  qae  ce  re^  soit  moUiplié  par  le  nombre  entier;  or 
dans  ce  cas  on  voit  bifn  «pue.  le  nouveau,  diviseur  est  plus  grand  que  le 
reste  ainsi  multiplié. 

'  .  .  '         iU  =:  28X154-2^  t 

6  était  plus  petit  (^ue  7',  i4  est  plus  petit  ^  28.  Ce  quH  fallait  démon- 
trer. •  ' 

N*onblions  pas  que  l'on  a  toujours  pour  ^bjet  éh  arithmétique  de  sim- 
plifier les  calculs  ;  or  quatre  remarques  sur  la  division  doivent  être  faites  à  ' 
ce  sujet.  •  *    • 

i'*  Si  le  diviseur  est  un  nombre  d*un  senl^hiffire  oft  fait  la  division  d*une 
manière  rapide.  * 

Mais  ici  ttnê  observation  doit  être  Êiite  sur  une  eipressiôn  fréquem- 
ment employée.  Nous  entrerons  dans  quelques  détaib. 

6  est  six  fois  plus  grand  que  l'unité ,  évidemment  1  est  six  fob  plus 
petit  que  0;  on  dit  simi^ement  que  1  est  le  sixième  de  6. 

Prendre  le  sixième  de  6  c  est  trouver  uu  nombre  six  fois  plus  petit 
que  6. 

On  conçoit  donc  qu'on  peut  demander  le  sixième  de  13,  le  sixième  de 
i8,  etc.  ; 'c'est  pour  cette  raison  qu'on  dit  qne  si  l'on  divise  un  nombre 
par  6 ,  on  en  prend  le  sixième.  •« 

Soit  à  diviser  5784  par  6  :  nous  dirons  le*sixième  de  57  est  0  pour  54  et 
il  reste  3  ;  3  suivi  de  8  donne  38,  le  sixième  de  38  est  6  pour  30  et  il 
reste  2  ;  2  suivi  de  4  donne  24,  le  sixième  de  24  est  4  et  il  reste  zéro.  On 
écrit  le  quotient  sous  le  dividende,  les  chiffres  des  restes  successifs  sont 
retenus  dans  la  mémoire.  ^ 

Opération.  5786  :  6 

Quotient  964 

2°  Quand  le  diviseur  est  formé  d'un  grand  nombre  de  chiffres  il  con- 
vient de  faire  les  multiples  de  ce  diviseur  par  les  nombres  d'un  seul  chiffre 
comme  dans  la  multiplication  pour  le  casanalogue^  et  alors  on  trouve  ra- 
pidement les  chiffKS  successifs  du  quotient^  et  les  multiples  étant  déjà 
formés,  les  soustractions  peuvent  se  faire  de  suite. 

3o  Pour  diviser  un  nombife  par  un  produit  iudiqaé  de  plusieurs  facteurs 
il  suffit  de  diviser  ce  nombre  successivement  par  les  facteurs  du  produit. 

Pour  fixer  Içs  idées,  je  prends  le  dividende  840  et  le  diviseur  3x7X5, 
on  voit  eu  effet  que  840  divisé  par  105  étant  égal  à  8,  en  divisant  840  par 
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3  oo  tronve  le  quotient  ^BO,  en  divisant  le  .quotient  par  7,  on  trouve  le 
quotient  40^,  puis  en  divisant  40  par-5  on  tronve  8. 

Mais  il  faut  donner  une  démonstration  indépendante^  dé  la  preuve  par 
le  calcul ,.  je  m*appuie  sur  nné  définition  et  sur  «n  principe  •- 

Voici  cette  définition  :  le  quotient  ^t  le  nombve  qui  multipHé  par  le 
diviseur  donne  pour  prodi^t  le  dividende. 

£t  le  principe  est  celui-ci  .*  pour  multiplier  un  nombre  par  un  ^produit 
de  plusieurs  factedrs  il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  siiccessivement  par 
les  facteurs  du  p^rodult.  .. 

Soit  doiic  le  ipibtient  obtenu  en  divisant  successivement  940  et  les 
quotients  obtenus  par  les  faeteuj^  3,  7  e^^^.on  l'indique  ainsi  au  nv>yeii 
de  parentbéses 

((840  :  90  :  7]  :  Sï 

au  lieu  de  multiplier  ce  quotient  par  3X7X^*^inoié<^atementy  je  multi- 
plie-successivement  par' 5^  7. et  3^ j'obtiens  successivement  (840  ;  3)  :  7  ; 
840  :  3,  et  enfin  340;  le  principe  est  donc  démontré*  Geprinc^  est 
d'une  application  continj^eOe  ;  nous  exaroii^eron^  c^»i  (e«  hôtes  le  cas  oîk 
les  divisions  donnent  <^çi  restes^  *  * 

D'après  cette  remarqiie  on  vpit  qu'il  pourra  ôt^e  ijitil.e  de  combattre  tous 
les  facteurs  4*nn  nombre  et  quHl  sera  nécessaire  de  reconnaître  si  un 
nombrié  est  divisible  par  un  nombre  d'un  seul  ohiffîre;  ces  recherches  et 
les  principes  qu'on  >çn  déduit  forment  une  jpartie  tris-importante  .de 
l'arithmétique  à  laquelle  on  a  donné  le  titre  général  de  oivisibi^tb. 

fies  nombres,  comme  2,  5,  11,  23  n admettent  aucun  drvisear;'il  est 
utile  de  connaître  les  nombres  de  cette  nature,  on  les  nomme  premiers 
absolus  ou  simplement  premiers;  ainsi  un  nombre  prepnier  est  celui  qui 
n'a  d'autre  diviseur  que  lui-même  on  l'unité. 

Ifi  Si  l'on  voit  que  le  dividende  et  le  diviseur  sont  divisibles  par  un 
même  nombre ,  les  deux  termes  de  la  division  peuvent  être  débarrassés 
de  ce  diviseur  coinmun,  puisque  le  quotient  ne  change  pas  alors. 

On  conçoit  que  eette  simplification  tx)nduit  à  rechercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  deux  nombres,  recherche  qui  donne  lieu  à  des  ré-* 
s^tatsextrémement  utiles  dansplusieursftarties  do  la  science  desquantités. 

nECHERÇHE  UU  PI^OS  GRAND   COkKVVt   piV^uV 

Principes  préliminaires.  ' 

10.  Premier  principe,  Lasomme'de  deuk  multiples  d'un  nombre  est  un 
multiple  de  ce  nombre,  et  ei^  général  la  somme  de  tant  de  multiples  d'un 
igiombre  qu'on  voudra,  est  ufi  multiple  de  ce  nombre. 

En  effet ,  cette  somme  est  encore  le  nonibje  donné  répété  U9  nombre 
entier  de  fois.  i- 

Par  exemple  si  j'ajoute  7  fois  15  à  3  fois  15,  puis  à  cette  somme  6  fois 


Digitized  by 


Google 


ARn:4llli^IQUE.   LIVRE  I.  25 

15  et  encofè  S  fois  15,  j'aurai  7  fois  -f  3  fob  +  6  fois  +  3  fois  15  oa  bien 
18  fois  15  qui  est-un  multiple  de  15. 

On  énonce  plss  souvent  ce  prindpe  djs  cette  qianière  : 

Si  un  nombre  divise  toutei  les  partie*  d^une  tomme t  ildii^ise  aussi  la  somme. 

Corollaire.  l^Toat  divisenr  d*iin  nombre  ^vise  tons  les  i^ultiples  de 
ce  nombre ,  et  inversement  ;  99  tout  nombre  divisible  pair  on  antre  est 
divisible  par  les  diviseurs  de  cet  autre. 

!•  En  effet  si  an  nombre  en  divise  un  antre,  ce  dernier  peut  être,  oon-, 
.  sidA-é-comme  le  produit  dn  divisieu^  par  le  qaotient;  ainsi  583  divisible 
par  0  est  égal  à  6  X  07.  Si  je  multiplie  583  par  8,  le  quotient  07  sera 
multiplié  par  8,  donc  6  divisera  encore  le  produit  de  583  par  8. 

«•  Si  j*ai  le  produit  de  plusieurs  facteurs  5  X  ?  X  3  X  *  X  «  X  1*. 

Le  produit  11760  est  divisible  par  chacun  des  facteurs,  ou,  si  l'on  veut, 
par  les  produits  dettx  à  deux,  trois  à  trois,  quatre  à  quatre  de  ces  factei^r^. 

Or  le  dividende  d'une 'divi^on  est  égal  au  ^viseur  multiplié  par  le 
quotient ,  Ofi  bien,  an  quotient  knultiplié  par  les  fatteiirs  successifs  du  di- 
viseur. Do^ç  tons  Içs  facteurs  du  diviseur  scmt  diTise^rs  du  dividende. 
£n  un  mot  les  de^x  parties  de  ce  corollaire  ne  fopaent  au  fpnà  qu'une 
seiUç  remarque.  "  .   * 

Deuxième  principe, -ha  différence  de  deat  multiples  d'un  nombire  est 
un  multiple  de  ce  nombre. 

En  effet,  û  d'un  nombre  entier  de  fois  un  nombre  je  retranché  plu- 
sieurs fois  ce  nombre,  j  obtiens  encore  un  nombre  entier  de  fois  ce.  dernier 
nombre. 

Exemple,  de  36  je  retrtinche  ^8,  c'est-à-dire  que  de  0  fois  4  je  ife^ranche 
7  fois  i,  je  trouve  D  fois  ti^oins  7  fois  4  c'est-à-dire  3  fois  4. 
On  énonce  encore  ce  principe  de  cette'  manière^  • 

Tout  nombre  qui  divise  une  somme  composée  dç  deux  partiel  et  l'une 
de  ces  parties  divise  l'autre  partie. 

Dfi  ces  deux  principes  et  dû  corollaire  on  déduit  ces  corollaires  très- 
importantç: 

Tout  nombre  qui  divisé  le  dividende  et  le  diviseur,  divise  le  reste  de  la 
division,  et  inversement  tout  nombre  qui  divise  le  diviseur  et  le  reste, 
divise  le  dividende. 

Ainsi  7  divise  161  et  38;  il  divise  le  resté  31  de  la  division. 

En  effet,  7  divise  38,  donc  il  divise  le  multiple  38X^t  ?  divise  donc  une 
somme  161  et  l'une  de  ses  parties  38X^;  "^  divise  donc  l'autre  partie  31. 

Inversement  6  divise  48  et  376,  divisant  le  reste  de  la  division  dans 
laquelle 376 est  le  dividende,  48  le  diviseur  et  36  de  reste,  6  divise  376. 

En  effet  6  divise  48,  donc  ^divise  48  X  ^7  ^  divisé  par  conséquent 
les  deux  parties  36  et  4»  X  ^  de  ^76,  donc  6  divise  376. 

Ainsi  le  dividende  et  le  diviseur  ont  les  mêmes  diviseurs  que  le  divbeur 
et  le  reste. 
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De  là  le  procédé  employé  pour  trouver  le  pjns  grand  commun  diviseur 
de  deux  nombres  on  de  plusieurs  nombres.  Qn  nomme  piu$  grand 
commun  diviseur  entre  deux  nombres  ou  plusieurs  nombre  le  plus  grand 
de  tous  les  diviseurs  commjons  à  ces  nombres. 

Soit  à  chercher  le  plus  gr^d  commun  diviseur  entre  les  deux  npmbres 
548et2S0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  doit  diviser  236,  il  ne  peut  donc  être 
plus  grand  que  236.  Si  236  divisait  hk%,  il  serait  lui-même  le  filus  grand 
commun  diviseur.  Il  tiX  donc  naturel  .d'essayer  la  division  de  548  par  136. 

236  i^e  divise  pas  5i8,  le  quotient  est  2  et  le  reste  est  76. 

548   I   230 


236  n*est  donc  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres 
donnés  ;  mais  l'opération  faite  peut  nous  servir! 

En  effet  tous  les  diviseurs  communs  à  548  et  236  sont  aussi  diviseurs 
de  236  et  76.  Et  réciproquement  tons  les  diviseurs  entre  236  et  76  sont 
diviseurs  de  236  et  548  ;  donc  le  .plus  grand  commun  diviseur  de  548^  et 
236  est  le  même  que  celui  de  236  et  76.  Ainsi  nous  devons  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  236  et  76,  ce  qui  est  plus  simple  que 
de  chercher  celui  des  deux  nombres  donnés;  il  faut  diviser  236  fàt  76,  le 
quotient  est  3  et  le  reste  est  8. 

Un  raisonnement  semblable  au  précédent  conduit  à  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  76  et  8 ,  dans  cette  opération  nouvelle 
le  quotient  est  9  et  le  reste  est  4  ;  je  di^ôse  encore  8  par  4 ,  le  quotient  est 
2  et  le  reste  est  zéro.  Donc  4  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  8 
et  4,  il  est  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  8  et  76  ;  par  suite  4 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  76  et  286,  et  enfin  4  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  236  et  548.  . 

Podr  placer  successivement  les  restes  des  divisions,  ces  restes  étant 
successivement  les  diviseurs,  on  dispose  Topération  comme  ci-dessous  : 


548 
76 


2 

236 

76 

0 
8 

8 

4 

0 

£n  un  mot  on  écrit  lesquotients  au-dessus  des  diviseurs  correspondants. 

Il  peut  arriver  que  deux  nombres  u  aient  pas  d'autre  diviseur  commun 
que  l'unité,  exemples  0  et  16,  18  et  25 ,  les  deux  nombres  sont  premiers 
entre  eux. 

Quand  on  cherchele  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  non^res, 
si  le  reste  qui  précède  le  dernier  reste  ^ro  est  différent  de  I ,  les  deux 
nombres  ont  un  plus  grand  commun  divisei^r. 


Digitized  by 


Google 


ABITUMETIQUE.   LIVRE  1. 


27 


Bans  le  cas  contraire,  cest-rà-diie  quand  le  ireste  qai  précède  0  est  1,  les 
deux  nombies  scmt  premicis  entre  eax. 

Les«édproqaes  sont  vraies* 

Ainsi  qnand  deux  nombres  ont  on  plus  grand  comman  diviseur  >  l'a- 
Tant-dernier  reste  n'est  pas  riuité,  et  quand  deux  nombres  sont  premiers 
entre  eux,  Favant-demier  reste  est  1. 

Cette  deenière  remarque  nous  permet  tf exprimer  que  deux  nombres  sont 
premiers  entre  eux. 

On  voit  par  ce  qui  précède  quelle  est  la  règle  à  suivre  pour  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  nombres.  On  peut  simplifier  les 
opérations  de  deux  manières  : 

1*  Si  deux  restes  consécutifs  ont  un  /acteur  commun ,  on  peut  diviser 
ces  deux  nombres  pur  leur^cfettr  commun ,  et  opérer  ensuite  sur  les  quo-> 
tients  obtenus  ;  l'opération  terminée ,  on  multiplie  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  ces  quotients  par  le  facteur,  «comme  cda  résulte  dé  la  re- 
marque suivante. 

Si  on  multiplie  deux  nombres  par  un  facteur ,  et  si  on  cherche  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  produits  ,  ce  plus  grand  commun  diviseur 
sera  égal  au  plus  grand  commun  diviseur  primiUf  multiplié  par  ce /acteur. 

Car  dans  une  division,  si  je  multiplie  le  dividcpide  et  le  djyiseur  par  un 
facteur,  le  reste  est  multiplié  par  ce  facteur. 

Ainsi'  dans  les  divisions  successives  qu'il  faut  faire  pour  obtenir  le  plus 
grand  commun  diviseur,  tous  les  restes  sont  multipliés- par  leficteur,  donc 
l'avant-deiçnie^  reste,  c'ést-à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur  est 
multiplié  par  ce  facteur. 

Exemple  : 

■     ■-  48  et  30 


48 
18 


1 

30 

1 

18 

1 
12 

13 

6 

0 

Je  mnltipUe  48  et  30  par  7,  il  vient  ; 

48X7.     30X7  et  18X7. 

Je  divise  30X7  par  18X''«  1^  ^^^te  i2  est  multiplié  par  7  et  ainsi  de  suite  ; 
le  plus  grand  comnmn  diviseur  est  donc  ÔX^-  Ce  qu'il  faut  démontrer. 

Donc  je  pourrai  diviser  immédiatement  548  et  236  par  2 ,  ce  qui  me 
donne  274  et  118,  l'opération  est  ainsi  simplifiée ,  car  la  recherche  du 
plus  grand  commun  diviseur  entre  274  et  118  est  plus  facile  que  cette  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  entre  548  et  236. 

Tout  nombre  qui  en  divise  deux  autres  divise  leur  plus  grand  commun 
diviseur. 
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En  effet,  tout  nombre  qui  eu  divise  deux  antres  divise  le  resle  de  U 
division  da  pins  grand  par  le  pins  petit;  ce  nombre  divise  donc  à  son  tonr 
le  reste  de  la  division  du  pins  petit  nombre  et  dn  reste:  il  divise  donc 
ainsi  tons  les  restées  qu'on  obtient  en  cherchant  leplu8|;rand  commun  di- 
viseur entre  les  deux  nombres  dcmnëft;  donc  il  divise  le  dernier  reste  ; 
c'est-à-dire  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Prenons  pour  exemple  : 

174  et  48,  3  divise  ces  deux  nombres;  donc  il  divise  3Q  pui$  18,  puis  12, 
puis  enfin  6.  Ce  qu'il  faut  démontrer. 

11.  De^  considérations  qui  précèdent  nous  déduisons  u^  des  principes 
fondamentaux  de  l'arithmétique. 

Principe  s  Si  un  nombre  divise  un  produit  dedet^x  factêwr^  et  s'il  est 
premier  aMÇ  l'un  des  facteurs  du  produit  f  il  doit  diviser  l'nutr§  facteur. 

15  divise  le  produit  45XiS,  15  est  premier  avec  28,  je  dû  qu'il  divise  45. 

En  effet  15  et  28  sont  premiers  entre  eux  ce  qu^on  exprime  ainsi  t 

28  et  15  ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  1  ;  exprimons  que  15 
divise  28X^5  ou  45><28,  ce  qui  est  le  même  produit,  pour  cela  multiplions 
28  par  45,  mais  en  même  temps  nous  itiultiplierons  15  par  45  et  par  suite 
1  par  45,  en  un  inot  nous  pourrons  écrire  28X45  et  15X^5  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  IX^^;  ôr,  15  se  divise  lui-même,  donc  il  divise 
$5X45  son  multiple,  j^axli^pothèse  il  divise  28X^5»  donc  il  doit  diviser  45 . 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  déduit  de  ce  principe  cette  conséquence  ^Uf  si  un  nombre  premier 
nbtolu  divise  un  produit  de  plusieurs  facteurs  t  il  doit  diviser  Un  des  facteurs 
du  produit,  7  est  premier  absolu;  s'il  divise  21X8X15X^3*  ^  devra 
diviser  un  des  facteurs  dn  produit;  en  effet  le  produit  des  facteurs  donnés 
peut  être  considéré  comme  un  produit  du  facteor  21X^X15  et  du  fac- 
teor  12,  ce  qui  ramène  au  principe  précédent,  comme  nous  allons  le 
voir. 

7  étant  premier  absolu,  s'il  ne  divise  pas  12,  c'est  qn^l  est  premier  avec 
12;  donc  7  devra  diviser  21XSX15. 

Mais  alors  7  devra  diviser  21 XS  on  15;  or  il  est  premier  avec  15, 
donc  on  voit  enfin  qu'il  devra  diviser  21 .  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

De  là  encore  ce  nouveau  principe  : 

Vn  nqmbre  nest  dècomposabU  que  d'une  seule  mai^ière  en  facteurs  pre* 
nùer^  ;  ce  qu'on  énonce  encore  tiinsi  :  deux  nombres  ne  peuvent  être  égaux  que 
s'ils  iont  composés  de  part  et  duutre  des  mêmes  facteurs  premiers. 

Par  exemple  7  est  l'un  des  facteurs  premiers  du  premier  proéuit ,  il 
divise  donc  ce  produit^  par  suite  on  voit  qu'il  doit  diviser  le  second  pro- 
duit qui  est  égal  au  premier;  il  doit  donc  diviser  l'un  del  facteurs  pre- 
miers de  ce  produit. 
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Or  an  nombre  premier  n'est  divisible  qae  par  lui-même  on  l'anité , 
donc  7  se  trouve  parmi  les  facteurs  premiers  da  second  produit 

On  peut  débarrasser  de  ce  facteur  les  deux  produits  égaux;  les  quotients 
ne  peuvent  avoir  que  des  facteurs  premiers  égaux  et  ainsi  de  suite. 

Donc  les  deux  produits  des  facteurs  premiers  ne  sont  égaux  que  s*ib 
sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers. 

Si  le  nombre  premier  7  est  3  fois  dans  le  premier,  produit ,  il  devra 
entrer  aussi  3  fois  dans  le  second;  donc  on  a  cet  énoncé  général  :  deux 
nombres  égaux  ne  peuvent  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en 
facteurs  premiers  ;  chacun  d'eux  élevé  à  des  puissances  égales  de  part  et 
d'autre. 

Si  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux ,  toutes  les  puissances  de  ces 
deux  nombres  donnent  de  nouveaut  nombres  qui  sont  premiers  entre  eux. 

On  peut  considérer  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  deu±  nombres 
comme  le  produit  des  facteurs  premiers  communs  à  ces  deux  nombres. 
Pour  le  prouver  il  suffit  de  démontrer  qu'en  divisant  deux  nombres  par 
leur  pius  grand  commun  diviseur  les  quotients  obtenus  sont  preOniers 
tntraeux. 

En  effet  multiplions  par  ces  deux  quotients  le  plus  grand  commun  di- 
viseur ,  nous  retrouvons  pour  produits  les  deux  nonabres  donnés  ;  mais  en 
supposant  que  les  deux  quotients  aient  un  facteur  commun,  pour  mul- 
tiplier le  plus  grand  commun  divbeur  par  les  deux  quotients,  on  pourrait 
le  multiplier  par  le  facteur  commun  des  deux  quotients  et  les  {Produits  par 
les  autres  facteurs  de  ces  deux  quotients,  lés  deux  nombres  donnés  auraient 
donc  un  diviseur  commun  plus  grand  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
supposé,  ce  qui  esl  at>surde ,  donc  les  deux  quotients  sont  premiers  entre 
eux.  «, 

12.  Nous  feroùs  encore  deux  remarques  : 

lo  Pour  qn  un  nombre  entier  en  divise  un  autre  il  faut  qu'il  ne  con- 
tienne pas  d'autres  facteurs  premiers  que  ceux  contenus  dans  cet  autre,  et 
ces  facteurs  à  des  puissances  plus  élevées  que  celles  auxquelles  sont  élevés 
les  facteurs  du  dividende. 

'En  effet  le  dividende  est  égal  au  diviseur  multiplié  par  le  quotient  ; 
donc  le  dividende  contient,  non-seulement  tous  les  facteurs  du  diviseur, 
mais  encore  ceux  du  quotient ,  donc  le  diviseur  ne  renferme  pas  de  fac- 
temrs  premiers  qui  ne  soient  compris  dans  ceux  du  dividende. 

La  seeonde  remarque  c;^  pour  ainsi  dire  la  première  un  peu  modi^ée. 

Pour  qu'un  nombre  entier  soit  divisible  par  un  autre  nombre ,  il  faut 
qu'il  contienne  les  £utenrs  de  cet  antre  élevés  au  moins  à  des  puissances 
égales  à  celles  des  fac;te«rs  premiers  contenus  dans  cet  autre. 

La  démonstration  précédente  convient  il  cette  remarque. 

Gesremarquespemiettent  de  résoudre  deux  problèmes  trés-importants< 
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PREMIER   PROBLkME. 

Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres. 

Geplo^  grand  commun  diviseur  est  le  produit  de  tons  les  facteurs  pre- 
miers communs  à  tons  le&nombres,  chacun  d'eux  élevé  à  la  plus  petite  puis, 
sance  à  laquelle  il  soit  élevé  dans  tons  les  nombres  donnés ,  car  d'après 
la  définition  il  doit  diviser  tous  les.  nombres  »  et  il  doit  être  le  pins  grand 
de  tous  les  diviseurs  communs. 

Prenons  pour  exemple  les  quatre  nombres  décomposés  en  leurs  facteurs 
premiers: 

«•X5«X11*X7* 

«*X5«X7« 

5»X2«X11X*3X17X7 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  2^XS*X''' 

En  effet,  il  divise  les  quatre  nombres,  et  s'il  contenait  d'autres 
facteurs ,  soit  égaux ,  soit  inégant ,  il  ne  les  diviserait  pas  tous. 

On  emploie  un  autre  procédé  pour  trouver  le  plus  grand  cornmun  di- 
viseur entre  plusieurs  nombres  ;  soit  par  exemple  à  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  nombres  360,  504  et  603. 

On  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  360  et  504  ,  puis  ou 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  ce  nombre  obtenu  et  603,  et 
le  plus  grand  commun  diviseur  obtenu  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
demandé.  En  effet  ce  nombre  divise  603  et  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre 504  et  360;  doDc  il  divise  lés  trois  nombres; mais  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  trois  nombres  doit  diviser  le  dernier  plus  grand 
commun  diviseur  obtenu  dans  ce  nombre  ,  il  est  bien  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  demandé  ,  car  ces  deux  plus  grands  communs  diviseurs  se 
divisent  l'un  lautre.  Ainsi  il  faut  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  les  deux  premiers^  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
ce  nombre  obtenu  et  le  troisième ,  puis  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  ce  nombre  obtenu  et  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite.    . 

DEUXIEME   PROBLàlCE. 

Trouver  le  plus  petit  nombre  exactement  diviiible  pat  phssiëun  nombres^ 
OU,  en  d'autres  termes,  trouver  le  plus  petit  mulUplé  de  phêsieun  nombres 
donnés.  '  '         v, 

Ce  plus  petit  multiple  doit  renfermer  tous  lés  facteurs  pfiemiers  e<Mitenns 
dans  les  nombres  donnés,  et  41  ne  doit  contenir  qtie  ces  facteurs  premlôt^ 
pour  être  le  plus  petit  possible,  d'où  cette  règle  .*        - 

Les  nombres  donnés  étant  décomposés  en  lenirs  fiictenrt  premiers  le 
plus  petit  multiple  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  contenus 
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dans  les  nombres,  chacun  d'eux  piisavec  le  plus  haut  exposant  avec  lequel 
îl  se  trouve  dans  les>nombres  donnés. 
Prenons  les  tnémes  nombres  que  ceux  du  problème  précédent.* 

2«X6«X7* 
5«X2*X"X13X1JX^ 

Le  plus  petit  multiple  est  2*X3*X5*X'^*X11'X13  +17. 

rions  voyons  par  làquil  est  ptile  de  savoir. décomposer  un  nombre 
en  ses  facteurs  premiers.  Mais  pour  cela  il  faut  conpattre  une  table  des 
nombres  premiers.  Voici  le  procédé  qu'où  emploie  pour  former  une  table 
de  nombres  premiers  compris  entre  i  et  iOOO  par  exemple:  (Crible 
d'Ératosthène)  on  écrit  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  aprér  3  car 
tous  les  nombres  pairs  sont  divisible  par  deux. 

De  cette  manière*  : 

1,  8,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  23,  25,  27,  29,  etc.,  997,  999 

On  compte  de  3  en  3  à  partir  de  3,  ainsi  on  trouve  9  que  Ton  souligpie, 
puis  15,  puis  21,  etc.,  tous  ces  nombres  sont  divisibles  par  3  .-  car  si  Ton 
tenait  compte  des  nombres  pairs,  c'est  comme  si  Ton  comptait  encore  de 
6  en  6  à  partir  de  3.  On  compte  ensuite  à  partir  de  5,  de  5  en  5,  puis 
à  partir  de  7,  de  7  en  7,  puis  de  11  en  11,  et  ainsi  de  suite  en  ne  tenant 
pas  compte  des  nombres  soulignés  ;  tons  les  nombres  qui  n'ont  pas  été 
soulignés  ainsi  «ont  des  nombres  premiei^  absolus;  car  d'après  les  sup- 
pressions faites^  aucun  des  nombres  qui  restent  ^e  peut  être  multiple 
des  nombres  premiers  qui  précèdent. 

Quand  on  h'i^pas  une  table  dés  ncmibres  premiers,  il  peut  être  utile 
de  savoir  coàiment  on  peut  reconnaître  si  un  nombre  est  premier  absolu 
ou  non.  ' 

Cherchons  par  exemple  si  le  nombre  Oil  est  pvemter  absolu. 

Il  est  naturel  de  penser  qu'il  faudra  essayer  toutes  les  divisions  de  641 
par  les  nombres  premiers  plus'peti^  que  641  ;  cependant  une  remarque 
prouvera  que  cela  n*est  pas  nécessaire. 

Quand  une  division  donne  pour  quotient  un  nombre  entier,  le  quotient 
est  aussi  bien  un  diviseur  du  dividende  que  le  diviseur  lui-même. 

Or,  admettons  que  cherdiant  les  diviseurs  de  641  sans  qu'on  ait  pu 
en  trouver  encore,  on  soit  parvenu  à  un  quotient  plus  petit  que  le  diviseur, 
et  qn*il  y  ait  un  reste;  je  dis  que  641  sera  premier;  en  effet  en  essayant 
les  nombres  plus  grands  que  le  diviseur,  on  trouvera  un  quotient  plus 
petit  que  le  précédent  ;  or  si  ce  quotient  était  obtenu  sans  reste,  il  serait 
diviseur  de  641,  il  serait  plus  petit  que  les  nombres  essayés  d'abord,  ce 
qui  est  contraire  à  la  supposition;  ainsi  641  $erait  premier. 
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On  trouve  en  effet  qa*en  divisant  641  par  i9  sans  avoir  encore  rencon- 
tré de  diviseurs,  le  cpiotient  est  23  avec  nn  reste  3. 

Ô41  \JQ^ 
61    "SÏT  6il=S9><S3+3 

3 

13.  Poar  terminer  les  proUèmes  relatif  à  cette  partie  de  Tarithméti- 
qae,  il  nous  en  reste  deux  à  résoudre  : 

1*  Décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers., 

9?  Trouver  tous  les  diviseurs  d*un  nombre  et  le  nombre  de  ce&  diviseurs. 

10  Soit  donné  le  àômb're  5040,  pour  mettre  de  Tordre  daiks  éette  opé- 
ration nous  prendrons  les  facteurs  premiers  siiccessi£i  9, 3, 5,  7,  été.,  sous 
lé  non^re  &040  nous  écrirons  le  premier  quotient  et  à  droite  le  pTèmil^ 
diviseur,  puis  nous  opérerons  sur  le  quotient  comme  sur  le  nombre 
donné  et  ainsi  de  suite.  On  écrit  d'abord  1. 


5040  . 

1 

26S0 

2 

1360 

S 

630 

S 

315 

2 

105 

3 

35 

5 

7 

7 

t 

5040  est  donc  égal  à  2*X3*X  5X7. 

2»  Tous  le^  diviseurs  de  5040  ne  pourront  se  Composer  4{ue  des  facteurs 
2,  a,  5,  7,  combinés  entre  eux  un  à  un,  deux  à  deux,  etc. 

Pour  trouver  tous  ces  diviseurs  on  dispose  les  facteurs  sur  plusieurs 
lignes  honaMMitales  en  comtaiençant  datais  diacune  de  «es  ^lignes  pat  1 , 
puis  par  le  facteur  ;  ensuite,  ce  facteur  élevé  à  la  puissance  2  s'il  y  a  lieu, 
puis  à  la  puissance  3,  etc.    . 

On  multqplie^  ensuite  tous  les  nombres  de  la  première  ligne  par  ceux  de 
la  seconde .  puis  les  produits  obtenus  par  les  nombres  de  la  troisième 
ligne,  et  ainsi  de  suite. 
Indiquons  ces  opérations  .-  • 

5p40=:2*X3»X5X7 
1,  2,  2«,  2»,  2* 
1»,3,  3« 
1,  5 

Ainsi,  on  multipliera  ï,  2,  2*,  2^,  2^  par  1,  ce  qui  donne  ces  nombres 
eux-m^es  ;  puis  on  multiplie  c^tte  première  ligne  par  3,  et  cette  pre- 
mière ligne  même  par  3<.  Ces  trois  séries  de  produits  étant  obtenues ,  on 
les  multiplie  par  1  et  par  5,  et  ainsi  de  suite. 
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On  a  de  cette  manière  : 

t,  2.  2«,  2«,  2*;  1X3,  iX3,  2«XS.  2»X3,  2*X3; 

1X3*,  2X3»,  2*X3«,  2»X3S  2*X3*; 

1X5,  2X5.  2«X5,  2»X5,  2^X5;  3X5,  2x3X5,  ctC. 

Tons  ces  produits  sont  différents,  parce  qu'ils  se  composent  de  facteurs 
premiers  différents ,  ou  des  mêmes  facteurs  premiers  élevés  à  des  puis- 
sances différentes. 

Au  moyen  de  cette  indication ,  on  peut  trouver  le  nombre  de  tous  les 
diviseurs,  en  y  comprenant  1  et  5040. 

Ce  nombre  est  égal  au  jproduit  qu*on  obtient ,  en  multipliant  entre  ettt 
les  exposants  des  fiictears  premiers ,  chacun  d'etix  étant  augmenté  d'une 
imité ,  ce  sera  alors  :  (4  + 1)  (i  + 1)  (1  +  1)  1  +  1). 

En  effet ,  la  première  ligne  donne  à  diviseurs  i  en  mnltipliaiit  par  cha- 
cnn  des  nombres  de  la  seconde  ligne ,  on  obtient  a  chaq[ne  fois  5  diviseurs  ; 
on  obtient  donc  3  fois  5  diviseurs,  c  est-à-dire  15.  Ces  diviseurs,  mul- 
tipliés par  diacun  des  nombres  de  la  troisième  ligne ,  donnent  autant  de 
fois  15  diviseurs  qu'il  y  a  de  nombres  dans  cette  troisième ,  c'est-à-dire 
8,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  Tnnité  placée  en  tête  de  chaque  ligne  horizontale  est  in- 
dispensable ;  car,  sans  cette  précaution ,  on  n'aurait  que  des  facteurs  com- 
posés, et  point  de  facteurs  simples. 
Ainsi,  5040  aura  60  diviseurs,  en  y  comprenant  1  et  5040. 
On  dispose  les  diviseurs  autrement ,  en  se  servant  de  la  décomposition 
eu  facteurs  premiers  : 

1 
2 
4 
B 
10 
3,  6,  12,  24,  4g 
9,  18,  36,  72,  144 
5,  10,  20,  40,  80,  15,  30,  60,  etc. 
7,  14,  28,  56,  112,  21,  42,  etc» 

14.  La  décomposition  d'unnombre  eti  ses  facteurs  premiers  conduità  cher- 
cher si  un  nombre  est  divisible  par  2,  par  3,  par  5 ,  par  7,  par  11,  etc. 

D'un  autre  côté  ,  il  est  utile  dans  bien  des  cas ,  par  exemple  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  par  le  procédé  de  la  division , 
de  reconnaître  si  un  nombre  est  divisible  par  les  nombres  simples  1,  2,  3, 
4, 5,  6,  jusqu'à  30.  On  cherche  ces  caractères  pour  tous  ces  nombres,  ex- 
cepté pour  13,  17, 19,  23  et  29. 

Nous  savons,  an  reste,  que  pour  qu'un  nombre  soit  ^divisible  par  un 
antre,  il  faut  qu'il  soit  divisible  par  les  facteurs  premiers  de  cet  autre. 

3 


5040 

1 

2520 

2 

1200 

2 

630 

2 

315 

2 

105 

3 

35 

3 

7 

5 

7 
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Nous  pouvons  démontrer  aussi  ce  nouveau  principe ,  que  si  un  nombre 
est  divisible  séparément  par  des  nombres  qui  sont  tous  premiers  entre  eux, 
il  est  divisible  par  le  produjt^  4e  ces  nombres. 

Si  un  nombre  5040  est  divisible  par  9,  par  3 ,  par  5  et  par  7 ,  je  dis 
qu'il  est  divisible  par  leur  produit  :  .8X  3  X5  X^. 

En  effet  : 

5040=8X315 

Mais  5040  est  diyisible  par  3,  donc  8  X  315  est  divisible  par  3  ;  or,  3  est 
premier  avec  8,  donc  3  doit  diviser  315;  ainsi  j  j'ai  315  =  3  Xl0^>  p^i' 
suite,  5040=8X3X105. 

On  trouverait  que  105  doit  être  divisible  par  5,  etc.,  donc  5040 
est  égal  à  (8X3XdX7)X3,  donc  5040  est  divisible  par  le  produit 
8X3X5X''-  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

CARACTBBES   DE   DIVISIBILITE. 

15.  Un  nombre  est  divisible  par  2  quand  son  dernier  chiffre  à  droite  est  0  ou 
vn  chiffre  pair. 

En  effet ,  10  est  égal  à  2X^*  Tout  nombre  de  dizaines  est  donc  divisible 
par  8  ;  mais  tout  nombre  de  plus  d'un  chiffre  est  décomposable  en  dizaines 
et  en  unités  ;  ce  nombre  de  dizaines  est  divisible  par  2  ;  donc ,  si^le  chif- 
fre des  unités  est  divisible  par  2,  le  nombre  lui-même  sera  divisible 
par  2. 

Un  nombre  est  divisible  par  A  quandle  nomb^ /orme par  ses  deux  demies 
chiffres  à  droite  est  divisible  par  4 ,  on  bien ,  quand  ces  deux  derniers  chif- 
fres sont  deux  0. 

En  effet,  100=4 X^^  ;  ainsi,  tout  nombre  de  centaines  est  divisible 
par  4.  Or,  tout  nombre  plus  grand  que  100  peut  se  décomposer  en  cen- 
taines et  en  un  nombre  formé  des  deux  derniers  chiffires  à  droite  ;  donc ,  si 
ce  nombre  est  divisible  par  4,  le  nombre  lui-même  sera  divisible  par  4. 

Exemple  :  5728=5700  +  28. 

En  remarquant  :   l*"  que  1000  est  divisible  par  8 , 
2»  que  10000  est  divisible  par  16, 
on  trouverait  le  caractère  de  divisibilité  par  8  et  par  10. 

Si  un  nombre  est  terminé  à  droite  par  0  ou  5,  il  est  divisible  par  5. 

En  effet,  10=5X2. 

Tout  nombre  de  dizaines  est  donc  divi^ble  par  5,  donc ,  etc. 

Si  un  nombre  est  terminé  à  drwte  par  deux  zérœ  ou  par  un  nombre  de 
deux  chiffres  divisible  par  25,  le  nombre  sera  divisible  par  25. 

En  effet ,  100  =  25  X  *,  etc. 

Faisons  d>8eryer  l'analogie  qui  existe  entre  les  caractères  de  divisibilité 
par  2  et  5,  4  et  25,  8  et  125,  10  et  025  -,  cela  tient  à  ce  que  : 
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100=  io«=a*x  5«=  i  X  25 

1000=:10>^2*X5>,=:  8X125 
10000=  10^=rS^X5^=iOX<)2& 

Il  serait  natarel  de  donner  le  caractère  de  divisibilité  d'un  nombre  par 
3.  On  déduit  ce  caractère  decekii  de  la  divisibilité  par  9.  Nous  commen- 
cerons doiicptir  trouver  le  caractère  de  divisibilité  par  0. 

10  est  un  midtiple  de  9  plus  1 ,  100  est  égal  à  99  plus  1  ;  100  est  donc 
on  multiple  de  9  plus  1 . 

En  général ,  si  de  l'unité ,  suivie  de  tant  de  zéros  qn  on  voudra ,  on  re- 
tranche 1,  on  trouve  pour  reste  autant  de  9  qu*il  y  avait  de  zéros  dans  le 
nombre;  donc,  en  général,  lunité,  suivie  d'un  certain  nombre  de  zéros, 
est  un  multiple  de  9  plus  1.  S  fois  10  ou  20  est  un  multiple  de  9 .(.  9;  3  fois 
10  on  30  est  un  multiple  de  9  +3. .. 

400  est  un  multiple  de  9  +  4 
5000  est  un  multiple  de  9  +  5 

En  général ,  tout  chiffire  suivi  d'un  certain  nombre  de  zéros  est  un 
multiple  de  9,  plus  ce  chiffre. 

Soit  à  reconnaître  si  le  nombre  5463  est  divisible  par  9,  ce  nombre  est 
décompesable  de  la  manière  suivante  : 

5000  est  un  multiple  de  0  plus  5 

400  id.                     id.    4 

60  id.                     id.    6 

3  *  id.                     id.    3 

En  faisant  la  somme  d'une  manière  convenable ,  on  trouve  que  5463  est 
égal  à  la  somme  de  4  multiples  de  9,  plus  la  somme  deschifires  significa- 
tif du  nombre,  c'est-à-dire  à  18.  Si  18  est  divisible  par  9,  le  nombre  sera 
divisible  par  9,  d'où  cette  règle  : 

Si  la  somme  des  chiffres  significatifs  est  9  ou  multiple  de  9,  le  membre, 
sera  divisible  par  9. 

Pour  l'application,  on  opère  sur  la  somme  des  chiffres  signifioati&eotnme 
sur  le  nombre  luirmême. 

Le  procédé  général  employé  pour  reccmnaître  les  caractères  de  divisibi- 
lité par  «L  nombre,  conôste  à  décomposer  les  nombres  en  multiples  du 
diviseur  essayé ,  puis  à  mettre  à  part  les  restes  successifs. 

Ainsi ,  nous  avons  dit  ; 

5000  =  Mede9+5 
400rsM«de9  +  4,  etc. 

Or,  on  conçoit  que  toutes  les  fois  qu'en  faisant  la  somme  des  parties 
non  divisibles,  on  trouve  un  multiple  de  9,  on  pourra  le  réunir  à  ceux 
déjà  considérés. 
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Mais  cette  manière  d*opërer  sera  très- simple,  car  en  faisant  la  somme 
des  chiffires  snccessifii  du  nombre,  on  trouvera  en  général  un  nombre  de 
deu  chiffires. 

Prenons  on  exemple  : 

5543752816 

I^ons  dirons  :  6  et  1  fout  7  et  8  font  15  ;  an  lieu  deretrandier  0  de  15, 
nous  dirons  :  1  et  5  font  6  ;  on  continuera  en  disant  :  6  et  2  font  8,  8  et 
5  font  13;  1  et  3  font  4,  4  et  7  font  11  ;  1  et  1  font  2,  2eta  font  4,  4  et  4 
font  8,  8  et  5  font  13;  1  et  3  font  4  et 5  font  0. 

Ce  nombre  est  donc  divisible  par  0. 

Quand  la  somme  des  chiffret  d'un  nombre  est  divisible  par  3,  ce  nombre 
est  divisible  par  3. 

Eu  effet ,  3  est  diyisear  de  0.  Or,  on  nombre  pent  se  décomposer  en 
deux  parties,  Tane  divisible  par  9,  Taatre  formée  delà  somme  des  chifl&es 
significatif ,  mais  la  partie  divisible  par  9  est  divisible  par  3  ;  donc ,  si  la 
somme  des  chiffres  significatifs  est  divisible  par  3,  le  nombre  donné  sera 
divisible  par  3. 

Prenons  pour  exemple  .-  5232 

On  dira ,  en  négligeant  le  chiffre  8  :  2  et  2  font  4,  si  on  retranche  3 , 
il  reste  1  ;  an  lien  de  dire  :  1  et  5  font  6,  on  retranche  3  de  5 ,  ce  qui 
donne  2;  2  et  1  font  3;  avec  un  peu  d'habitude,  cette  manière  d'appli- 
quer les  règles  ci-dessus  simplifie  beaucoup  les  calculs. 

16.  Le  caractère  de  divisibilité  par  11  est  un  peu  plus  compliqué  ;  cepen- 
dant encore ,  dans  ce  cas ,  une  remarque  permet  d'effectuer  les  calculs 
d'une  manière  rapide. 

Prenons  le  nombre  de  deux  chiffres,  37. 

Pour  trouver  le  reste  de  la  division  de  37  par  11 ,  je  retranche  3  de  7,  ce 
qui  donne  4. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  10  est  égal  à  If ,  diminué  de  1  ; 
20  est  un  multiple  de  11 ,  diminué  de  2  ;  30  est  un  multiple  de  11 ,  dimi- 
nué de  3  ;  en  un  mot ,  au  lieu  de  80 ,  je  puis  prendre  33,  diminué  de  3  ; 
mais  87  est  égal  à  30  plus  7,  c'est-à-dire  à  33  moins  3  plus  7,  ou  bien  à 
un  multiple  de  11  plus  7  moins  3,  c'est-à-dire  à  7  moins  3  ou  4. 

Prenons  un  autre  exemple  Voyons  quel  est  le  reste  de  la  division  de  02 
par  11  :  il  faudrait,  d'après  le  caractère  indiqué  ci-dessus,  retranther  6 
de  2,  ce  qui  n*est  pas  possible.  Mais  on  peut  opérer  autrement  :  60  est 
égal  à  5  fois  11  plus  une  fois  11  moins  6;  dbnc  le  reste  est  égal  à  11—6 
on  à  5. 

Ainsi,  62  est  un  multiple  de  11  plus  5  plus  2;  donc  le  reste  de  la  divi- 
sion de  62  par  11  est  7. 
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Faites  la  somme  des  chiffre*  de  rang  impair ,  faites  la  somme  des  chiffre* 
de  rang  pair ,  retraneheM  cette  dernière  somme  de  la  première ,  si  cela  est 
possible ,  si  le  reste  est  0,  ii  ou  un  multiple  de  11 ,  le  nombre  sera  un  mul- 
tiple de  H. 

Pour  le  démontier ,  posons  ces  principes  :  Fanité  suivie  d'un  nombre 
pair  de  zéros  est  un  multiple  de  11  plus  1 . 

Unnité  suivie  d'un  nombre  impair  de  zéros  est  un  multiple  de  11 
moins  1. 

Soit  pris  100,  si  j'en  retranche  1,  je  trouve  09,  qui  est  égal  à  0  fois  11. 

Ainsi,  lOOest  nn  multiple  de  11  plus  1. 

1000  est  égala  9900  plus  1  ;  or,  0999  =9900 plus  09;  1000  est  donc  un 
multiple  de  11  plus  1.    ' 

Et  en  général,  si,  de  l'unité  suivie  d'un  nombre  pair  de  0,  je  re- 
tranche 1,  j'obtiens  un  nombre  pair  de  9  ;  or,  une  série  de  couples  de  9 
écrits  à  k  suite  les  uns  des  autres,  donne  toujours  un  multiple  de  11  ; 
donc,  enfin,  lunité  suivie  d'un  nombre  pair  de  0  est  un  multiple  de  11 
plus  1. 

En  second  lieu,  si  de  l'unité  suivie  d'un  nombre  impair  de  zéros  je 
retranche  10,  j'obtiens  une  série  de  couples  de  9  suivie  d'un  zéro.  Or ,  l'u  • 
nité  suivi  i  d'un  nombre  impair  de  zéros  est  égal  à  10  plus  un  nombre/yoir 
deOsui^i   e  zéro. 

Ainsi:  1000  est  égal  à  990  plus  10 

100000        id.    99990  plus  10 
etc. 

Donc,  l'unité  suivie  d'un  nombre  impair  de  zéros  est  un  multiple  de  11 
plus  10 ,  ou  bien  est  un  multiple  de  11  moins  1. 
Soit  pris  le  nombre  573138. 
Il  peut  se  décomposer  comme  il  suit  : 


70000 

3000 

400 

20 

8 


plus 

moins 

est  un  multiple  de  11 

'7' 

5 

3 

4 

' 

2  ' 

8 

•  ^ 

.   . 

19 

10 

Le  nombre  573428  est  donc  un  multiple  de  11,  plus  la  somme  des  chif- 
fres de  rang  impair,  moins  la  somme  des  chiffres  de  rang  pair. 

Ainsi,  nous  avonsà retrancher  la  somme  des  chi£fre  de  la  seconde  colonne 
de  la  somme  des  chiffres  de  la  première,  c'est-à-dire,  10  de  19,  le  reste 
est  9,  donc  le  nombre  donné  n'est  pas  divisible  par  11,  et  le  reste  de  la 
division  de  ce  nombre  par  11  est  9. 
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On  qpére  ainsi  :  &7>4i>.  Encommwiçint  pt  U  dwite  de  dcax  en  den» , 
on  dit:  8  et i  foati%  8 moins  1  reste  1;  let7  font». 

En  commençant  an  second  cbiffie  à  droite»  et  en  powsnîyant  de  deux 
en  deux,  on  dit:  3  et  3  font  5,  5et5font  10. 

Je  ne  pois  retrancher  10  de  0,  mais  alôfs  je.  retranche  10  de  11,  ce  qui 
me  donne  1,  et  j'ajoute  1  à  8,  ce  qoi  me  donne  0. 

U  est  hien  érident  qoe  j'ai  pa  prendre  nne  fois  11  sur  les  mnltiples  de 
11 ,  pour  en  retrancher  la  somme  des  chiffires  de  rang  pair. 

Prenons  un  antre  exemple  : 

7S4S0904S 

3  et  6  font  0  et  8,  17,  1  de  7  reste  6;  6  et  4  font  10, 10  et  7  font  17, 
1  de?  nsTi  0,  je  mets  à  part  6. 

ietOfontlS,  1  de3restea;  Set  i  font  4«iet  3font7,  7  de  11  reste 
4;  4  et  0  font  j9;  le  reste  de  la  division  da  nombre  doni^  par  11  est 
donc  10. 

Les  caractères  de  divisibilité  par  0  et  par  11  sont  utiles  surtout  pour 
faire  une  preuve  de  la  multiplication  et  de  la  ^vision  dite  par  0  ou  par  11, 
nous  Fexpliquerons  bientôt. 

17.  Pour  avoir  le  caractère  de  divisibilité  d'un  nombre  par  7,  nous  pose- 
rons des  principes  analo£^es  aux  précédents. 

Ainsi,  nous  dirons  : 

1  est  égal  à  1 

10  est  égal  à  7  plus    3 

100  est  un  multiple  de  7  plus    3 

f^uis  maintenant ,        1000  est  un  multiple  de  7  plus    6 

Ou  plutôt,                  1000  est  un  multiple  de  7  moins  1 

10000                   id.  moins  3 

100000                    id.  moins  2 

£t  encore                1000000                  id.  plus  1 

Nou^  voyons  les  mêmes  restes  1  y  3, 2  se  présenter  périodiquement  de  3 
en  3  s  mais  les  premiers  sont  additif  et  les  seconds  sont  sonstractife  :  ainsi, 
nous  sommes  conduits  à  séparer  le  nombre  donné  en  tranches  de  3  chiffires , 
à  partir  de  la  droite. 

Nous  considérerons  d'abord  les  tranches  de  rang  impair,  puis  les  tran- 
ches de  rang  pair^  dans  chacune  des  tranches,  on  opère  comme  il  suit  : 

Le  premier  dii£&e  à  droite  est  multiplié  par  1 
Le  second  id.  3 

Le  troisième  id.  2 

On  fait  la  somme  de  ces  trob  produits. 
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On  fait  ensuite  la  tomme  des  sommes  partîdles  provenant  des  tranches 
de  rang  impair,  et  on  en  retranche  la  somme  provenant  de  celles  des  tran- 
ches de  rang  pair  ;  si  le  reste  est  0^  7  on  on  multiple  de  7,  le  nombre  est 
diyisi{>le  par  7. 

Mais  là  encore  nons  verrons  qn'on  peut  faire  de  grandes  simpliBcations. 

Soit  pris  pour  exemple  le  nombre  S3»648^&35. 

Opérons  comme  il  a  été  dit  d*abord  : 

5X1  5 

3X3  0 

5X2  2î 
Tranches  de  rân^impair.   |  34        24 

2X1    ^"    « 

3Xâ   •      9 

11        11  * 

V  somme  générale.  ...  35 

V 

^    (  8X1  a 

Tranche  de  rang  pair.        }    ^X^  12 

l  6X2         la 

'ai 

■    S*  somme  générale*  .  .  .  3S 

Je  retranche  la  deuxième  somme  de  la  première ,  et  j'obtiens  pour  reste 
3;  le  nombre  n'est  donc  pas  divisible  par  7,  et  le  reste  de  la  division, 
est  3. 

Mais  on  pourrait  simplifier  beaucoup  en  se  servant  de  cette  considéra- 
tion qn*il  faut  retrancher  7  à  mesure  qu'on  le  rencontre  dans  le  calcul  in- 
diqué; par  ezepaple ,  quand  je  trouve  9,  je  puis  en  retrancher  immédia- 
tement T,  et  il  me  restîè  2.  C'est  là,  même,  ce  qui  est  indiqué  par  la  méthode 
générale,  qui  consiste  à  mettre  à  part  tous  les  multiples  de  7  que  l'on 
rencontre  ;  je  dirai  donc  :  5  et  2  font  7 ,  que  j'ajoute  à  tous  les  multiples 
de  7  ;  puis  je  passe  à  10,  qui  donne  3 ,  car,  d'après  la  règle  ,  j'ai  : 

OX 1  ou  0  ;  1 X 3, ou  3  ;  3  et  S  font  5  ;  en  continuant.  Au  lieu  de  pren^ 
dre  0,  je  prends  2,  que  j'ajoute  à  6,  j'obtiens  7 ,  que  je  puis  ajouter  aux 
multiples  de  7. 

Maintenant,  je  passe  à  la  tranche  de  rang  pair,  et  je  dis  :  8  moins  7 
reste  1  ;  4X3  donne  IS,  c'est-à-dire,  2  et  3  donnent  5,  et  1  font  6;  j'ai 
encore  6X2  ou  12,  d'où  5,  5  et  6  Tout  11 ,  d'où  4;  donc  le  nombre  donné 
n'est  pas  divisible  par  7,  et  pour  avoir  le  reste ,  il  faut  retrancher  de  7,  ce 
qui  donne  3. 

Quand  un  nombre  n'est  pas  divisible  par  2,  4,  5,  9,  11,  le  reste  de  la 
division  s'obtient  d'une  manière  abrégée ,  comme  on  l'a  pu  remarquer , 
et  comme  il  est  toujours  utile  de  vérifier  le  produit  d'une  multiplication 
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oa  le  quotient  d'une  division;  on  fait  une  preuve  dite  par  9  ou  par  11. 

Bile  est  fondée  sur  ce  principe  : 

Si  deux  nombres  divisés  par  un  même  diviseur  donnent  deux  restes, 
et  si  Ton  multiplie  entre  eux  ces  deux  restes,  en  divisant  le  produit  des 
deux  nombres  donnés  par  le  même  diviseur,  on  devra  obtenir  le  même 
reste  que  celui  que  donnerait  la  division  du  produit  des  deux  premiers 
restes  par  le  même  diviseur. 

3457  sM^to  0  +  1 

Produit.  ...  2a38765=?=MPïe  9  +  6 
6=1X6 

En  effet ,  les  deux  fâc^nrs  du  produit  peuvent  être  considérés  comme 
des  multiples  du  diviseur  augmentés  de  leurs  restes  correspondants. 

Ainsi,  chaque  facteur  est  composé  de  deux  parties,  le  produit  se  com- 
posera donc  de  4  parties;  les  trois  premières  seront  des  multiples  du  di- 
viseur ;  par  suite ,  la  quatrième  seulement  pourra  donner  un  reste  qui 
sera  égal  an  reste  donné  par  le  produit  des  deui  premiers  restes  divisé 
par  9. 

Ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Si  Ton  remarque  que  le  dividende  est  égal  an  diviseur  multiplié  par 
loviquotient ,  on  verra  que  Ton  peut  vérifier  une  division  en  se  servant 
des  restes  4a  divid^de,  du  diviseur  et  du  quotient  divisés  par  9  on 
par  11. 

Si  une  division  donne  un  reste ,  on  retranche  ce  reste  du  dividende, 
et  Ton  obtient  trois  nombres  qui  permettent  d'appliquer  la  preuve  dite  par 
9  ou  par  11. 

Nous  avons  vu  que  si  un  nombre  admet  deux  diviseurs  premiers  en- 
tre eux,  il  est  divisible  par  leur  produit  et  réciproquement;  ainsi,  nous 
pouvons  dire  que  si  un  nombre  est  divisible  par  S  et  par  9,  il  est  divisible 
par  9XS  ou  18;  que  si  un  nombre  doit  être  divisible  par  6,  il  doit  être 
divible  par  3  et  par  â. 
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LIVRE  DEUXIÈME. 

FRACTIONS  ORDINAIRES,  FRACTIONS  DÉCIMALES, 
RAPPORTS  ET  PROPORTIONS. 


18.  Nous  savons  que  rnhité  est  le  sixième  de  6. 

Noos  poRYODS  coDceToir  que  runité  est  6  fois  plus  grande  qu'on 
antre  nombre ,  ce  nombre  sera  donc  le  sixième  de  1  ;  de  là  l'origine 
des  fractions. 

On  compte  par  sixièmes  comme  on  compte  par  unités,  on  dit  donc 
on  sixième»  deux  nxièmes,  trois  sixièmes,  etc.  ;  six  sixièmes  forment 
une  unité  d'après  la  définition. 

Une  fraction  est  une  ou  plusieurs  parties  égales  de  l'unité.  Deux 
termes  servant  à  désigner  une  fraction  >  l'un  indique  en  combien  de 
parties  égales  on  a  divisé  Tunité,  c'est  le  dénominateur ,  l'autre  in- 
dique cBmMen  on  prend  de  ces  parties,  c'est  le  numérateur.  On 
sépare  le  numérateur  du  dénominateur  par  un  trait  placé  sous  le 

nomérateor.  Ainsi  =  est  5  fois  la  7*  partie  de  l'onité ,  oo  plos  sim- 
plement les  cinq  septièmes  de  l'onité.  L'osage  a  consacré  les  expres- 
sions moitié  oo  demie  poor  un  deuxième  ;  tiers ,  pour  un  troisième; 
quart,  pour  un  quatrième. 

De  cette  définition  d'une  fraction ,  on  peut  conclure  que  si  une 
division  donne  un  reste,  on  peut  compléter  le  quotient  par  une 
fraction  dont  le  numérateur  serait  le  reste,  le  dénominateur  étant  le 
diviseur  de  la  division. 

Par  exemple  je  divise  31  par  7,  j'ai  pour  quotient  4  et  pour  reste 

3 ,  il  fallait  prendre  le  7*  de  31 ,  je  prendrai  donc  le  7*  de  3 ,  1a  quo* 

3 
tient  est  donc  4  plus  j. 

Comparaison  des  fractions  entre  elles. 

19.  Deux  fractions  ont  même  numérateur,  laquelleestla  plus  grande? 
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ËTidemment  c'est  la  fraction  dont  le  dénominateur  est  le  plus  petit  : 

3       3  11 

par  exemple,  pour  ^  et  7^ ,  il  suffit  de  comparer  .  et  ^  ;  or  il  faut 

11  onzièmes  pour  former  Funité,  tandis  qu*il  ne  faut  oue  7  septièmes 
pour  obtenir  cette  unité  >  ainsi  =  est  plus  grand  que  j?. 

Et,  en  général ,  on  peut  dire  que  si  dans  une  fraction  le  dénomina- 
teur augmente  (le  numérateur  restant  le  même),  la  fraction  diminue. 
La  réciproque  est  vraie ,  ainsi  quand  le  dénominateur  d*une  fraction 
diminue ,  la  fraction  augmente. 

Deux  fractions  ont  même  dénominateur,  la  plus  grande  est  éTidem- 

3  6 

ment  celle  qui  aie  plus  grand  numérateur.  Ainsi  ^estplus  petit  que  s; 

car  3  est  plus  petit  que  5.  Ainsi  quand  le  numérateur  d'une  fraction 
augmente  ou  diminue ,  la  fraction  augmente  ou  diminue  en  même 
temps  que  son  nsméri^eur. 

Il  est  naturel  de  chercher  ce  que  devient  une  fraction ,  quand  son 
numérateur  devient  2,  3,  4  fois  plus  grand,  en  général  quand  le 
numérateur  est  multiplié  fMr  mLnombre ,  et  aussi  ce  que  devient 
une  fraction  quand  le  dénominateur  est  multiplié  par  an  nombre. 

Ces  remarques  nous  permettront  de  composer  d%uji  fractions  qui 
n'ont  aucun  terme  eommun. 

3  »' 

Soit  prise  la  fhiction  s. 

Si  j'ajoute  s  et  s ,  j'aurai  évidemment  »  qui  sera  double  de  1^  ;  en 

un  mot,  puisque  Ton  compte  par  7^ ,  comme  on  compte  par  unités,  il 
en  résulte  qu*en  rendant  le  numérateur  un  certain  nimibre  defoisptns 
grand,,  la  fraction  est  rendue  ce  même  nombre  de  fois  plus  grande. 

Mnsi  en  multipliant  le  numérateur  par  un  nombre ,  la  fraction 
p$t  multipliée  par  ce  nombre. 

Inversement ,  si  l'on  divise  le  numérateur  par  un  nombre ,  la  frac- 

18 
lion  est  divisée  par  ce  nombre.  Prenons  pour  exemple  53*  ^  J®  divise 

9         **  18      '         18 

18  par  2  j'aurai  ^  qui  est  moitié  de  5^,  puisque  ^  est  double  de 

Supposons  maintenant  que  le  dénominateur  d'une  fraction  soit 

5 
rendu  2,3,4  fois  plus  grand  :  prenons  pour  exemple  5 ,  je  multiplie 

9  par  2 ,  et  je  trouve  la  fraction  jg. 
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Il  faut  comparer  ^  et  7^ ,  or  il  faut  deux  fois  plus  de  18^"»«'  pour 

V         10 

former  runitéqull  ne  faut  de  S^^^'^'ydonc  T^est  2  fols  plus  petit  que  x. 

5  i 

Je  multiplie  9  par  3 ,  j*obtieDS  la  firactioo  ^.  Mais  ^^  est  3  fois 

15  5 

plus  petit  que  ^  ^  donc  ^  est  trois  fois  plus  petit  que  g. 

Donc,  en  général ,  en  multipliant  le  dénominateur  d'une  firaction 
par  un  nombre  entier,  la  fraction  est  rendue  ce  même  nombre  de 
fois  plus  petite ,  et  par  suite  elle  est  divisée  par  ce  nombre  ;  donc 
alors  pour  diviser  une  fraetianpar  un  entier,  il  suffU  de  multiplier 
ton  dénominateur  par  cet  entier. 

Si  inversement  on  divise  le  dénoBÛnateur  d'une  fraction  par  un 
nombre,  la  fraction  est  rendue  ce  même  nombre  de  fois  plus  grande, 

12 

en  un  mot  elle  est  multipliée  par  ce  nombre.  Soit  prise  la  fraction  --, 

12 

je  divise  35  par  5,  j'obtiens  7  et  la  fraction  devient  ■—■, 

12  12  12 

La  fraction  --  çst  5  fois  plus  petite  que  ---,  donc  ^  est  5  fois  plus 

12 

grand  que  ~- ,  ce  qu'on  voulait  faire  voir. 
35 

Ainsi»  en  résumé,  nous  avons  deux  moyens  de  rendre  une  f^tion 
un  certain  nombre  de  fois  plus  grande. 

Nous  avons  aussî  deux  moyens  de  la  rendre  un  eertain  nombre  de 
fois  plus  petite. 

*^ 
Exemple  :  ^. 

30 
Si  je  multiplie  15  par  2 ,  j'obtiens  ^ ,  qui  est  deux  fois  plus  grand 

36 

15  15 

que  ^  ;  mais  si  je  divise  36  par  2 ,  j'obtiens  --,  qui  est  aussi  deux 

15 
fois  plus  grand  que  --.  On  peut  raisonner  de  la  même  manier» pour 
36 

les  autres  cas ,  il  faut  toutefois  observer  que  la  division  n'est  pas 

toujours  applicable. 

Il  résolte  des  principes  qui  précèdent ,  que  si  l'on  multiplie  les 

deux  termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre ,  la  fraction  ne 
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change  pas  de  valeur ,  ainsi  en  indiquant  sans  les  effectuer  les  opé- 

5X3  5 

rations  »  nous  trouTons  que  - — :-  est  égal  à  -  ;  car  en  multipliant  le 

numérateur  {Kir  3 ,  la  fraction  est  rendue  3  fois  plus  grande  ;  d*autre 
part,  en  multipliant  le  dénominateur  par  3,  la  fraction  est  rendue 
3  fois  i^us  petite ,  elle  n'a  donc  pas  changé  de  valeur. 

Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur ,  quand  on  divise  ses  deux 
termes  par  un  même  nombre  ,  ce  qui  conduit  à  simplifier  une  frac- 
tion quand  on  aperçoit  un  facteur  commun  aux  deux  termes  (voir  à 
la  fin  des  fractions  pour  toutes  les  simplifications  et  les  principes 
sur  les  fractions  irréductibles). 

Comparons  donc  entre  eHes  deux  fractions  qui  n'ont  point  de 

3      2  3 

terme  commue,  par  exemple  ;-  et  ^,  multiplions  les  deux  termes  de  ^ 

3X5  3 

par  5,  nous  obtenons  - — -,  fraction  égale  à  -  ;  multiplions  les  deux 
7X5  7 

2  2X7 

termes  de  -•  par  7 ,  nous  obtenons  - — - ,  fraction  égale  à  la  seconde  ; 

5  5X7  < 

3X5       2x7 
ainsi  nous  avons  les  deux  fractions  =^  et  ?—=  qui  ont  même  dé- 
nominateur; on  peut  donc  les  comparer,  et  par  suite  on  en  déduit 
que  : 

Pour  réduire  deux  frétions  au  même  dénon}inaieur ,  il  suffit 
de  multiplier  les  deux  termes  de  chacune  d'eUespar  le  dénomina- 
teur de  Vautre, 

20.  Voyons  comment  on  peut  réduire  3  fractions  au  même  déno- 
minateur ,  nous  nous  appuierons  sur  le  cas  précédent. 
Soient  les  3  fractions 

2    2.7 
8'  5  "^^  9- 

Je  réduis  au  même  dénominateur  les  deux  premières ,  j'obtiens 

3X5     2X8        ,.      ^     «         .,       ^      .         .        . 
alors  -— ^  et  — —  ;  au  heu  des  3  premières  fractions ,  je  pms  pren- 
8X5      5X8 

dre  les  trob  suivantes 

3X5     2X8        7 

8.5  '    5.8    ®^  9' 

Je  réduis  au  même  dénominateur,  la  première  et  la  trobième  Je 

3X5X9     7,X(8.5)    ^,  ,  ,      .  ,       .      ^ 
trouve  évidemment;: — - — ^et-i — hrrr*  dou  la  règle  suivante  : 
8X5X9      9X(8.5)  ^ 
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poor  réduire  trois  fractions  au  même  dénominateur ,  il  sugii  de  mul- 
Hplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  produit  des  déno- 
minateurs des  deux  autres. 

On  voit  ainsi  que  tous  les  dénominateurs  seront  formés  des  mêmes 
facteurs  :  ces  facteurs  ne  seront  pas  d*ailleurs  écrits  dans  le  même 
ordre. 

Il  est  naturel  d'étendre  cette  régie  à  un  nombre  quelconque  de 
fraction.  , 

Ainsi  pour  réduire  plusieurs  fractions  à  un  même  dénominateur,  il 
suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraction,  par  le  produit 
des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Nous  verrons  bientôt  que  Ton  peut  opérer  d'une  manière  plus 
simple. 

Addition  des  fractions, 

2i.  La  définition  est  la  même  que  la  définition  de  Fadditîon  des 
nombres  entiers. 

Il  y  a  trois  cas  à  considérer  : 

1»  Les  fractions  ont  le  même  dénominateur; 

2o  Les  fractions  ont  des  dénominateurs  différents. 

Enfin  3»  les  fractions  sont  unies  à  des  entiers.  En  un  mot  on  peut 

avoir  à  ajouter  entre  eux,  des  nombres  fractionnaires,  ou  bien  des 

fractions  à  des  nombres  fractionnaires. 

3    2    1 
1*  Pour  ajouter  les  fractions  =,  -,  =,  il  suffit  d*ajouter  entre  eux 

les  numérateurs ,  et  de  donner  pour  dénominateur  à  la  somme  obte- 
nue le  dénominateur  commun. 

Ainsi ,  nous  aurons         ^r       »  c'est-à-dire  ^, 

Prenons  un  autre  exemple  : 

On  trouve,  en  faisant  la  somme  des  numérateurs,  •^; mais  17 est 
phis  grand  que  9  ;  on  peut  donc  diviser  17  par  9  et  trouver  un  quo- 
tient entier;  on  trouve  1  pour  quotient  entier,  et  pour  le  compléter, 

on  trouve  ^  ;  ainsi ,  -^   est  égal  à  l+g. 

Cette  opération  est  nommée  extraction  de  rentier  d'une  fraction; 
pour  extraire  l'entier  d'un  nombre  fractionnaire ,  il  faut  diviser  le 
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numérateur  par  le  dénominateur,  le  quotient  sera  l'entier,  le  reste 

sera  le  num^teur  de  la  fraction  quitM>mpléte  rentier. 

34  7 

Par  exemple,  en  extrayant  l'entier  de  g"»  on  trouYeS  et  ^. 

Inversement ,  pour  réduire  un  entier  en  fraction ,  il  faut  nmltiplier 
rentier  par  le  dénominateur  de  la  fraction  à  obtenir ,  et  donner  pour 
dénominateur  à  ce  produit  le  dénominateur  donné. 

Ainsi ,  pour  réduire  7  en  5"",  j'écris  :  -^—  ou  bien  -^ 

2"  Si  les  dénominateurs  des  fractions  sont  différents,  on  réduit 
toutes  les  fractions  au  même  dénominateur ,  puis  on  opère  comme 
dans  le  premier  cas. 

3,4,5,2 

Exemple  :  -4.-+^+-. 

L'opération  terminée ,  il  est  toujours  utile  d'extraire  l'entier  de 
la  somme ,  quand  il  y  a  lieu. 

3<>  Pour  l'addition  des  nombres  fractionnaires ,  on  peut ,  d'après  la 

18  3 

remarque  que  -^^  nombre  fractionnaire  est  égal  à  3-]-= ,  faire  l'ad- 
dition des  nombres  fractionnaires  de  deux  manières,  soit  en  laissant 
les  entiers  ajoutés  aux  fractions;  soit  en  extrayant  les  entiers  parlout 
où  cela  est  possible;  cela  fait,  on  ajoute  entre  elles  les  fractions  pro- 
prement dites,  puis  on  extrait  l'entier  de  cette  sonune  s'il  y  a  lieu  ; 
on  ajoute  ensuite  cet  entier  à  la  somme  de  tous  les  entiers  obtenus. 

_,         ,  ,       37  ,  25  ,  48  ,  5 

Exemples  :  1".  "g +y+ y+g; 

2..    4+|.  2+|.  5+^+^ 


Soustraction  des  fractions. 

22.  La  soustraction  est  l'inverse  de  l'addition  ;  on  en  conclut  donc 
immédiatement  le  procédé  à  suivre  pour  faire  cette  opération. 

Si  les  deux  fractions  ont  même  dénominateur ,  on  soustrait  les  nu- 
mérateurs l'un  de  l'autre.  Si  les  deux  fractions  n'ont  pas  le  même  dé- 
nominateur, on  les  réduit  au  même  dénominateur ,  et  on  opère 
comme  dans  le  premier  cas. 
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Exemples  : 

15  3 

j5  moins  j^; 

,         .  "       15  moins  3      .    ,  x  a-       12 
le  reste  est  — ,  c  est-a-dire ,  -j-* 

3         4 
2*  Retrancher-  de  -.         Récluiss^t  au  même  dénomUiateur, 

i  o  .       ■ 

28     15     28—15     „    ,      ,  •       13 

nous    troQTons    5^ — ^= — s^ — ,  effectuant  on  trouve  ^. 

3*  Les  nombres  peuvent  être  formés  d^entiers  et  de  frictions. 
Alors ,  quand  cela  sera  nécessaire ,  on  empruntera  une  ou  plusieurs 
unités  sur  rentier  du  plus  grand  nombre. 

2  4 

Exemple  ^  retrancher  3  et  -  de  8  et  -,  le  reste  est  évidemment 

.    .  .7  7 

5  et?. 
7 

3  4 

2*  exemple  :  de  4^ t  ^^ retrancher  2  et  -,  je  ne  puis  retrancher 

A  Q  e  <  ■  ^  *!  8 

-  de  -,  j'emprunte  1  sur  4,  1  vaut  -,  je  dirai  donc  -  et  -  font  -  ; 
55  5  5      5  o 

8  •  4  4 

de  -  si  je  retranche  - ,  il  reste  - ,  et  alors  je  dis  :  2  de  4  moins  1 , 
5  5  5 

ou  de  3  reste  1«  On  pose  Topération  ainsi  : 

3  2 

4+Ê  3*  exemple:  7-f-Q 

4 
reste  .1-|-^ 

Les  fractions  n'ayant  pas  même  dénominateur ,  il  faRl  les  y  ré- 

22       72  22  75 

duire ,  ce  qui  donne  55  et  gg ,  j'ai  donc  alors  7+^  et  ^ +90»  ce 

79 
qui  ramène  au  cas  précédent.  Le  reste  est  3-{-ôq- 
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MultipliccUion  des  fractions. 

23.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre^  c'est  composer  un  nombre 
avec  le  premier  ^  comme  le  second  est  composé  avec  Vunité, 

Ainsi ,  le  produit  doit  être  composé  a^ec  le  multiplicande  comme 
le  mult^licateur  est  composé  avec  Funité. 

Dans  la  multiplication  des  fractions ,  trois  cas  principaux  peuvent 
se  présenter.  . 

On  peut  avoir  à  multiplier  1^  une  fraction  par  un  nombre  entier  ; 
2^  un  entier  par  une  fraction  ;  3®  une  fraction  par  une  fraction.  Ce 
dernier  cas  comprend  les  deux  autres. 

Un  autre  cas  doit  être  noté  aussi,  c-est celui  dans  lequel  le  multi- 
plicande et  le  multiplicateur,  ou  seulement  l'un  d'eux,  contiennent 
des  entiers  joints  à  des  fractions. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  dirons  encore  une  fois  pour  toutes  que 

le  produit  se  compose  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur 

se  compose  avec  Tunité. 

3  3 

1^  Soit  g  à  multiplier  par  4,  on  écrit  ^X^*. 

3 
Le  produit  doit  se  composer  avec  -  comme  4  est  composé  avec  Tu- 

o 

nité,  or  4  est  quatre  fois  plus  grand  que  Tunité,  donc  le  produit  doit  être 

3 

quatre  fois  plus  grand  que  -  ;  on  rend  une  fraction  quatre  fois  plus 
5 

grande  en  multipliant  son  numérateur  par  4,  ainsi  le  produit  sera 

3X4 

— — ,  d'où  la  règle  suivante  :  pour  multiplier  une  fraction  par  un 

nombre  entier,  il  suffit  de  multiplier  le  numérateur  par  rentier  et 
de  conserver  le  dénominateur  (1). 

2»    Un  entier  à  multiplier  par  une  fraction;  soit  3  X=. 

5 

f=  est  5  fois  le  7®  de  l'unité ,  il  faut  donc  prendre  5  fois  le  7*  de  3. 


(1)  Voyons  comment  on  a  été  condait  à  nommer  multiplication  une  pareille  opé- 
ration. Raisonnons  sur  un  exemple  : 

Le  prix  d'un  métré  de  drap  étant  28  fr.,  le  prix  de  3  métrés  sera  28  X  3.  Ainsi  H 
faut  multiplier  le  prix  de  Tunité  par  le  nombre  de  ces  unités  pour  avoir  le  prix 

demandé.  Par  analogie,  on  dira  qu'il  faut  multiplier  -^  par  L  si  -r  «•(  le  prix  de 
l'unité  et  -  la  quantité. 
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3  3        3X5 

Le  7« de  3  d'après  la  définition  est  -,  5  fois  -  est  — — -  d*après  la 

7  7  7 

5      3x5  ^ 

règle  précédente ,  ainsi  3  X  -  =  -=— •         * 

Donc  :  pour  muUiplier  uH  entier  par  une  fraeUàn^  il  êuffH  de 

multiplier  rentier  par  le  numérateur ,  et  de  donner  au  produit 

pour  dénominateur^  le  dénominateur  dé  la  fraction. 

5     3 
dp  Maltiplier  une  fraction  par  une  fraction,        7^0* 

3       5  5 

Il  faut  prendre  lesi-  de-  ,  c'est  à-dire  3  fois  le  huitième  de    -. 
o        7  ■  7 

.^6  5   • 

Mais  d'abord  le  8«  de  -  doit  être  8  fois  plus  petit  que  -,  on  obtient 

ce  8«  en  multipliant  7  par  8;  Ainsi  le  8"  de  -  çst  - — -,  il  faut  pren- 
dre 3  fois  ce  huitième,  ce  qu'on  obtient  en  multipliant  le  numérateur 
5  par  3.  Ainsi 

.       5      3^5X3 
7^8      7X8* 

Donc  pour  multiplier  une  fraction  par  une  fraction  j^  il  suffit  de 
multiplier  les  numérateurs  entre  eux  ^  et  les  dénominateurs  entre 
eux. 

Enfin,  si  des  entiers  sont  joints,  à  des  fractions,  il  est  naturel,  de 
ramener  ce  cas  aux  précédents ,  au  moyen  de  ce  principe  que  pour 
multiplier  une  somme  par  un  nombre ,  il  suffît  de  multiplier  ses  diffé- 
rentes parties  par  le  nombre ,  et  que ,  pour  multiplier  un  nombre 
par  une  somme,  il  suffit  de  multiplier  le  nombre  par  les  différentes 
parties  de  la  somme ,  et  d'ajouter  tes  produits  obtenus. 

2  5 

Exemple  :  soit3-|-  - ,  à  multiplier  par  4  +  - . 

On  obtiendra  ■        1»         3 X  *+^. 

^  '^9+7x9' 

pais  on  fera  la  somme  de  ces  quatre  nombres.  En  simplifiant  le  plos 

possiWe.on.troçye '•  i2,-(-l+- +1+-  +  — ,   . 

^^   ,  1  =  ,  rV'lb  •_^  ,.  ,  9+42VI-10 
puis  14+ -4-3  +  53  et  U+-X^, 
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enfin  **  +  ëô  »  produit  de  3  +  7  multiplié  par  44-  x- 

24.  Les  principes  relatifs  aux  facteurs  d*un  produit,  peuvent s*étendrc 
au  cas  où  les  facteurs  sont  des  fractions  on  des  nombres  fractionnaires. 
Ainii  on  peut  intcnrertir  Tordre  des  facteurs  dans  un  produit  de 

.      .        ^  ,         .    ,      .       5     8      11 

plusieurs  fractions.  Prenons  les  trois  fractions  ;=  X  r  X  j^^* 

11      5      3  .  ^ 

Je  dis  que  ce  produit  est  égal  à  tt  X  r  X  r  ;  en  effet,  si  nous  enéc- 

15     7     4 

^  .....     1  i.*  5X3X11    ,  11X5X3 

tuonslesdeux  produits  indiques,  nous  obtenons  ;; — 7 — tt  et  -- — - — -. 

7X4X10      15X7X4 

Or  les  numérateurs  de  ces  deux  fractions  sont  composés  des  mêmes 
acteurs ,  il  en  est  de  même  des  dénominateurs  ;  donc  ces  deux  frac- 
tions sont  égales;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  pouvons  Toir  aussi  que  pour  élever  une  fraction  à  une  puis- 
sance ,  il  suffit  d*éleTer  chaque  terme  de  la  firaction  à  cette  puissance. 

o  .  .  . .     ,  .  .    5         5      5      5X5        ,.     /5V       5« 

Swt  à  faire  le  carré  ^^  gî<>"^  *  g  X  g=  r— g  ou  bien  (  -  j  =  -^; 

demémeQ'==|-. 

NotiÂ  avons  dît  que  multiplier  un  nombre  par  -,  c^étaiten  prendre 

o 

5  5 

les  -  »  donc  inversement  prendre  les  ^  d'un  nombre,  c*est  multiplier  ce 

o  o 

5 
nombre  par^.  Ainsi  prendre  des  fractions  de  fractions,  c*est  faire 

o 

desmultiplicationade  fractions. 

3        5       4       14       6 

Exemple  :  prendre  les  ^  des  -  des  j  ^®*  TE  ^®  Ï7  »  ^'^^  ^**''®   ** 
7         o         «f         15       11 

C  Ah        A        '^        ^ 

multiplication  suivante  -TrXTrXrX-X-. 

On  commence  par  indiquer  les  calculs ,  et  on  simplifie  en  débarras- 
sant le  numérateur  et  le  dénominateur  de  leurs  facteurs  communs, 
puis  on  effectue,  quand  on  n'aperçoit  plus  de  simplification  à  faire. 

En  se  reportant  à  la  définition  de  la  multiplication ,  on  peut  savoir 
immédiatement  si  le  produit  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  mul- 
tiplicande ;  en  effet ,  ce  produit  se  compose  avec  le  multiplicande , 
comme  le  multiplicateur  se  compose  avec  Tunité  ;  donc,  si  le  multi- 
plicateur est  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tunité  «  le  piK)dttit  sera  plus 
grand 'OU  plus  petit  que  le  multiplicande. 
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25.  La  définition  dosnèe  pour  les  nombres  entiers  convient  aQssi 
pour  les  fractions*  Ainsi ,  diviser  un  nombre  par  un  autre ,  c'est  trou- 
ver on  troisième  nombre  qui,  multiplié  par  te  second,  reproduise 
le  premier. 

Ainsi,  le  dfit^^iule  se  compose  avec  le  quotient  comme  le  divi- 
*eur  se  compose  avec  Funité. 

II  y  a  aussi  trois  cas  à  considérer  dans  la  division  des  fractions. 

5 
l**  Diviser  me  fraction  par  un  nombre  entSer  »  =  :  3 

5 

fj  se  cmapOM  àtee  le  quotient  comme  S  6^  composé  avécf  TtinHé  ; 

or,  3  est  3  fois  plus  grand  que  Tunité  ,  donc  ^  est  3  fois  plus  grand 

que  le  quotient  ;  ce  quotient  doit  donc  être  3  fois  pl«fi^  petit  que 

5  5 

z;  pour  rendre  s  trois  pHiis  petit ,  il  suffit  de  mtiltipUer  le dénomi- 

Batem'  7  par  3;  ainsi , 

7"*"7X3' 

ce  que  «ioils  SavidM  déjà;  â*o6  là  rè|flè  ëitivâttite  :  pour  diWsev  ,une 

fraction  par  un  entier ,  il  suffit  de  multiplier  h  âéttcininateut  par 

Pentier. 

7 
2o  Diviser  un  nombre  entier  par  uùe  fraoiiofi,  4  :  x. 

7 
4  se  compose  avec  le  quotient  comme  -  est  composé  avec  rumte. 

7  7 

II  faut  donc  rappeler  comment  r  se  compose  avec  l'unité  ;  or ,  ^  est 

7  Ibîsle  9*»«  de  Vumté,  (AoBe^  ktsisefi  fois  le  9^  du  quotient 
Un$  (m  le  9^  du  quotient  !^a  donc  sept  fois  plu»  petit  qUe  4, 

c'est-è^dltë  Wira  i. 

4 
Ainsi)  une  fois  le  9^  du  quotient  est  é%^  ài  & ,-  le  quotient  est 

4x9 
égal  à  9  fois  le  neuvième  obtenu ,  il  est  donc  égal  à  ~s—  ;  en  résumé , 

4:Iestégalà^. 

Pour  simplifiet  renoncé  de  la  règk  à  suivre ,  on  fait  cette  obser^ 

4x9  9  7  9' 

valion  que  -y-  est  égal  à  4x«  ;  ainsi,  4  :  9=*X^. 
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Donc ,  pour  diviser  un  entier  par  une  fraction,  il  suffit  de  multi- 
plier Ventier  par  la  fraction  diviseur  renversée. 
3<^  Diviser  une  fraction  par  ane  fraction.  Il  est  inutile  d'examiner 

5     3 
le  cas  où  les  dénominateurs  sont  les  tnèmes.  Soit  ^  7  •'  ô- 

5  3 

=  se  compose  avec  le  quotient  comme  ^  est  composé  de  Tunité. 

=  est  donc  trois  fois  le  S*^  du  quotient. 

5 

Une  fois  le  8*^  du  quotient  sera  donc  trois  fois  plus  petit  que  -^^ , 

5  5 

c'est-à-dire ,  ^ttôî  ^  ^^s  le.8«»«  est  8  fois  plus  grand  que  =^ ,  on 

obtient  donc  ce  quotient  en  multipliant  le  numérateur  par  8,  ce  qui 

5X8 
donne  ^— ^. 

Or ,  ^—^  est  égal  «  7  X  3;  3  est  égal  à  g  renversé. 

Donc ,  pour  diviser  une  fraction  par  une  fraction ,  il  suffit  de 
multiplier  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Il  est  facile  de  voir  ce  qull  faut  faire  quand  le  diviseur  est  un  en- 
tier uni  à  une  fraction  :  on  ramène  aux  cas  précédents  en  formant  un 

n(»nbre  iTractionnaire. 

2  23 

Par  exemple ,  au  lieu  de  diviseï'  8  par  3  +  = ,  je  divise  8  par  -=•  ,    ce 

qui  ramène  au  deuxième  cas. 

Le  dividende  est  plus  grand  que  le  quotient  quand  le  diviseur  est 
plus  grand  que  Tunîté ,  et  réciproquement. 

En  effet,  le  dividende  se  compose  avec  le  quotient»  comme  le  divi- 
seur est  composé  avec  Funité. 

C'est  avec  intention  que  nous  avons  répété  souvent  les  définitions  ; 
c'est  en  général  le  seul  moyen  de  résoudre  les  questions  et  de  lever 
les  difficultés  qui  se  présentent ,  car  il  n*y  a,  en  inatbémaliques,  que 
des  définitions,  des  conventions  et  des  conséquences  plus  ou  moins 
inmiédiaies  de  ces  deux  ehoses. 


Principes  sur.  les  fiactions, 

26.  Nous  ponvons  maintenant  nous  arrêter  snr  des  observations  très- 
impdrtantes  à  faire  sur  Jes  fractions  ;  elles  ont  pour  bnt  de  simplifier  le 
plus  possible  les  fractions,  de  les  réduire  au  plus  petit  dénominateur 
commuii,  etc. 
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Commençons  par  voir  quel  changement  subit  une  fraction  quand  ses 
deux  termes  augmentent  ou  diminuent  d*nn  même  nombre  d'unités. 
Prenons  un  exemple  :  .  ^ 

Soit  la  fractioii  —  • 

Le  complément  de  ce^te  fraction  à  l'unité  est  -7.  Ce  nombre  6  s'ob- 
tient en  retranchant  le  numérateur  5  du  dénominateur  ïi. 
Ajoutons  2  unité$  au  numérateur  et  au  dénominateur,  la  fraction  devient 

7  ,7  6 

--;   le  complément  de  rr  à  l'unité  est  rr»  cette  fraction  a  même  nu- 

la  13  l3 

16 
mérateur  que  celui  du  complément  77  ;  car  le  reste  d'une  soustraction  n«t 

change  pas  quand  o^  ajoute   une  même  quantité  aUx  deux  nombres  de  la 

ioustractiott , 

6  0  7  5        • 

Or  --  est  plus  petit  que  --',  donc  --  est  plus  grand  que  —-.     Cette 

10  11  la  11 

démonstration  convient  à  toutes  les  fractions  dans  lesquelles  le  numé- 
rateur est  plus  petit  que  le  dénominateur  ;  ainsi  une  fraction  augmente 
quand  on  ajoute  le  même  nombre  à  se»  deux  termes. 

Inversement,  qiiand  on  retranche  un  même  nombre  aux  deux  termes 
d'one  fraction ,  elle  diminue. 

:  *        8 

Par  exemple,  s6it  la  fraction  rri  je   retranche*  3   unités  des   deux 

5 
termes ,  j*obtiens  --. 
l« 

Or,  si  j'ajoute  3  unités  aux  deux  termes  de  cette  nouvelle  fraction ,  je 

8  „       ,  8 

trouve  77.  Mais,  d  après  ce  que  nous  venons  de  prouver,  --  est  plus  grand 
15  15 

5  5  8 

que  —,   donc  —  est  plus  petit  que  -- ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quand  on  donne  un  nombre  fractionnaire ,  les  principes  contraires 

ont  Ueu. 

28 
Soit  pris  le  nombre  fractionnaire  -~. 

—  surpasse  1  mute  de  — *  (on  retranche  le  dénominateur  du  numera ^ 

^  .  ^^ 

teur). 

28  32      32 

Ajoutons  4  aux  deux  termes  de  — - ,  nous  trouvons  7^  ;    7-  surpasse 

0  13       13 

lanite    de  --  ;  or  7—  est  plus  petit  que  -— ,  donc,  en  ajoutant  le  même 
13  13  j 
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nombre  attx  4fiUX  terme*  d'9**  même  nombre  /r^fUipmnaire,  ce  nombre 
diminue» 

Si ,  comme  exercice ,  on  demaode  ce  que  devient  pue  fraction  dont  les 
deux  termes  sont  égaux ,  quand  on  ajoute  à  ces  deux  ternies  le  même 
nombre ,  il  est  évident  que  la  réponse  est  que  la  fraction  reste  toujours 
égale  à  l'unité ,  c*est-à-dire  qn  elle  ne  change  pas  de  valeur. 

On  peut  se  demander  maintenant  si  l'on  peut  simplifier  une  fraction 
autrement  qu^  ;siy^pnmw^  les  UcXoKm  f^mmtmm  a«*  d^nx  toroMS,  «t , 
par  sujLte,  si  une  fraction  dont  les  d«ux  termes  sont  pjremiers  entre  eux 
nest'pas  irréductible. 

Ainsi ,  on  demande  si  une  fraction  dont  les  4eitx  termes  sont  premiers 

entre  eux  peut  être  égale  à  une  fraction  dont  les  deux  termes  sèment  plus 

singes. 

15 
Soit  la  fraction  xr  ^^  1m  dfux  termes  sont  premiers  «ntre  anx»  smp- 

la 

pOjSOQs  qu'elle  soit  égale  à  -r  ;   pour  compare^r  ces  deux  fractions,  qui 

n'ont  ^S&  le  même  dénominateur,  réduisonç-Jes  au  niême  dénominateur; 

,   .      ,  15X26        12X88  ,     , 

nous  obtiendrons  et  .  Or,  ces  deux  fractions  sont  égales , 

elles  ont  le  même  dénominateur,  donc  leurs  numérateurs  sopt  é^aux, 
ainsi  15X56  est  égal  à  12X28. 

Cherchons  à  exprimer  que  15  et  28  sont  premiers  entre  eux ,  or  15  di- 
vise 15X26,  il  dpit  donc  diviser  le  prodmt  égal  12X^8;  Off  15  ost  pre- 
mier avec  28,  donc  15  doit  diviser  12,  ce  qui  est  absurde.  On  verrait  de 
même  que  28  doit  diyiser  20,  ce  qui  est  pareîllemciit  alMuide.  11  est 

15 
done  absurde  d^  aupposer  que  r-  est  égal  à  une  fraction  fl|is  simple 

I?  .  ^ 

-—  ;  on  ferait  le  même  raisonnement  pour  toute  autre  fraction  à  termes 
«o 

15  15 

plus  simples  que  ^ ,  ainsi  — -  est  irréduotifol^. 

Donc ,  après  avoir  divisé  les  deux  termes  d*iine  fraction  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  sont  les  deux  termes  de  la  fraction 
irréductible  égale  à  la  première. 

En  reprenant  les  indications  de  calculs  ci-defsus,  on  doit  conclure  que 
si  «ne  fraction  est  égale  a  une  fraction  irréductible,  ^acnn  des  termes 
de  la  première  doit  être  divisible  par  le  terme  correspondant  de  la  frac- 
tion irréductible  égale  ;  il  y  a  plus ,  on  peut  démontrer  que  : 

Si  une  fractioif.  est  égale  à  une  fraction  irréductible,  les  deux  termes  de  la 
première  sont  les  multiples  de  ceux  de  la  seconde  par  un  même  nombre. 

En  effet  ;  les  deux  termes  de  la  première  sont  des  multiples  des  termes 
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cprrespoacUnts  4ç  h  seconde ,  4pnc  ce  ^qn%  |^  mêmf$  malUj^ie^,  puisque 
les  deux  fractioi^  sont  égal^. 

De  là  ce  principe  :  si  dcfux  fractions  irf éductibl^  sont  égaleSr  ^les  sont 
identiques,  car  les  numérateurs  doivent  se  diviser  réciproquement ,  ce 
qui  ne  peut  se  faire  que  s  ils  sont  égaux  entre  eux.  Il  en  est  de  même 
des  dénominateurs. 

On  peut  conclure  .encore  de  là  que,  si  une  fraction  est  irréductible» 
tontes  les  puissances  de  cette  fraction  sont  irréductibles. 

Cela  est  vrai  aussi  pour  les  nombres  fractionnaires. 

Nous  avons  vu  en  effet  que  si  deux  nombres  sont  premiers,  entre  eux, 
toutes  leurs  puissances  ne  renfermant  d*autres  facteurs  premiers  que  ceux 
que  contiennent  Içs  nombres  eux-mêmes,  il  n* y  a  pas  de  facteur  commun 
aux  df  ax  piM^ances*  C^  deui:  pnissances  sont  4qp€  premières  entre 

37.  Nous  pouvons  reprendre  la  question  importante  de  la  réduction  des 
fractions  an  m^mè  dénominateur. 

Nous  avons  vu  qu  on  pouvait  le  faire  en  multipliant  les  deux  termes  de 
chaque  fraction  par  le  produit  des  dénominateurs  de  tontes  les  autres 
fractions  ;  mais  on  peut  presque  toujours  opérer  plus  simplement. 

Qnand  on  veut  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur.,  ces  frac- 
tions étant  supposées  irréductibles  ,  on  cherche  le  plus  petit  multiple  de 
tous  les  dénominateurs  des  fractions  données  ;  le  plus  petit  multiple  sera  le 
dénominateur  commun  le  plus  simple  qu'on  puisse  obtenir. 

Les  numérateurs  des  fractions  s'obtiendront  en  multipliant  chaque 
numérateur  par  le  quotient  du  plus  petit  multiple  trouvé ,  divisé  par  le 
dénominateur  correspondant.  ^ 

On  voit  en  effet  qu*ainsi  les  fractions  seront  transformées  en  dei  frac- 
tions égales  qui  auront  même  dénominateur  ;  ce  dénominateur  '  sera  le 
plna simple,  ear,  de  qutUpe  mai^ière  qu*on  réduise  les  fractions  au  mênie 
dénominateur,  il  faudra  qu'il  soit  diyMble  par  les  dénominateurs  de 
toutes  lies  Iraptîp9#  donnéos. 

8       5       t       i       6 
^jcemides:   ^,  j^,  j^,  55,5^. 

Par  la  première  méthode,  le  dénominateur  serait  28X18X^5X21X35  , 
par  notre  procédé,  le  dénominateur  est  2»X3'X'^X5. 

En  effectuant  on  trouve  pour  le  premier  produit,  le  dénominateur 
commun  15669800.  En  effectuant  le  second  produit ,  on  trouve  pour  dé- 
no  minsiteur  commun  1260. 

Les  fractions  données  deviennent 

3X^5        5X70        2X2$        4X^0        6X36 
28X45'    48X70  '    45X28*    21X00*    35X36* 
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Les  dénominateurs  sont  indiqués  sealemeiit ,  car  d'après  la  définition 
da  dénominateur  1260,  qui  est  le  dénominateur  commun,  tons  ces  pro- 
duits indiqués  sont  égaux  a  1200. 

Autre  exemple. 
Réduire  au  même  dénominateur  le  plus  simple  : 


5 

■  7 

8 

3 

4 

S 

27» 

48' 

75'. 

49' 

2Ï' 

15 

Fractions  décimales. 

28.  Les  fractions  dèciinale^  sont  celles  dont  les  dénominateors  sont 
des  puissances  entières  de  10 ,  c'est-à-dire  qui  ont  pour  dénominateur 

3       7         9 

runité  suivie  d'un  ou  de  plusieurs  zérps.  Ain§i  ^ ,  *--- ,  —--    sont 

JO    100     1000 

des  fractions  décimales,  on  peut  les  écrire  autrement  au  moyen  d'une 

conséquence  simple  de  la  numération  écrite. 

En  effet»  tout  chiffre  placé  à  la  gauche  d'un  autre ,  exprimant  des 
unités  de  Tordre  immédiatement  supérieur ,  inversement  tout  chiffre 
placé  à  la  droite  d'un  autre ,  exprime  des  uni^s  de  l'ordre  immédia- 
tement inférieur.  Ainsi  prenons  le  nombre  548;  5  exprimant  des 
centaines  >  4  exprime  des  unités  de  l'ordre  immédiatement  inférieur, 
c'està  dire  dçs dizaines»  8  expjrime  des  dixièmes  de  dizaines,  c'est- 
à-dire  des  unités  ;  or  prenons  le  nombre  648>S^2  (  la  virgule  placée 
à  droite  du  chiffre  8  sert  à  sépara  la  partie  entière  de  la  partie  frac- 
tionnaire), 3  exprime  des  dixièmes  d'unités,  c'est^-dirè  des  dixièmes, 
5  exprimé  des  dixièmes  de  dixièmes,  .c'e8Mi-4ire  des  centièmes, 
7  des  millièmes ,  2  des  dix-millièmes. 

Nous  pouvons  dire  immédiatement  que  pour  énoncer  un  nombre 
décimal  (c'est-à-dire  un  nombre  qui  contient  une  partie  entière  et  une 
partie  décimale),  on  fait  abstraction  delà  tirgule^  on  énoncé  le 
nombre  entier  qui  en  résulte ,  et  on  prend  pour  dénominateur  de  la 
fraction  dont  ce  nombre  serait  le  numérateur,  Vunité^  sufoted'*au' 
tant  de  zéros  quil  y  a  de  chiffres  à  droite  de  la  virgule. 

Pour  démontrer  que  cette  manière  d*énoncer  un  nombre  décimal 
est  exacte ,  et  pour  pouvoir  écrire  un  nombre  décimal  énoncé,  posons 
deux  principes. 

lo  Si  Von  recule  la  virgule  d*un  rang  vers  la  droite^  le  nombre 
décimal  est  multiplié  par  10;  en  effet  le  chiffre  des  unités  devient 
un  chiffre  de  dizaines ,  le  chiffre  des  dixièmes  devient  un  chiffre  d'u- 
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nités ,  en  un  mot  chaque  partie  -du  nombre  est  rendue  dix  fois  plus 
grande;  le  nontibre  est  donc  rendue  10  fois  plus  grand.  Et  en  général, 
si  Ton  recule  la  virgule  à  droite-  de  deux  y  trois  >  etc. ,  rangs ,  le 
■ooibre  sera  multiplie  pai"  Tunité ,  suivie  de  deux,  trois,  etc.,  zéros; 
donc  si  l'on  supprime  la  \irgule  dans  un  ncnoibre  décimal ,  il  sera 
multiplîé  par  Tunité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
le  nombre  ^lédmal. 

2p  Si  Von  avance  la  virgule  d\m  rang  vers  la  gauche,  le  nom- 
bre décimal  est  rendu  diœ  fois  plus  'petit. 

En  effet,,  chaque  partie  du  nombre  est  rendue  dix  fois  plus  petite  ; 
par  suite ,  si  dans  un  nombre  entier  on  sépare  sur  la  djroite  par  une 
vkgnle  1  »  2,  3,  etc., chiffres,  le  nombre  entier  sera  divisé  par  10 , 
100,  1000,  elc 

Et  en  glhèral,  si'dans  un  nombre  entier  on  sépare  sur  la- droite 
un  certain  nombre  de  chiffres,  le  nombre  sera  divisé  par  l'unité  sui- 
vie d'autant  de  zéros,  qu'on  a  séparé  de  chiffres  sur  la  droite  du 
nombre  entier. 

Donc  enfin,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  virgule,  il  flBnidra  par 
compensation  diviser  oe  nombre^ar  l'unttd  suivie  d'autant  de  zéros 
qu'il  y  a  de  chiffres  décimaux. 

On  énonce  aussi  un  nombre  décimal  d'une  autre  manière;  on 
énonce  d'abord  la  partie  entière ,  puis  la  partie  décimale. 

Exemple  :  54,367. 

On  dira  54367  millièmes,  ou  bien  54  unités ,  et  367  nlillièmes  ;  on 
pourrait  dire  aussi  54  unités ,  3  dixièmes,  6  centièmes ,  7 millièmes. 
Inversemefil,  pour  écrire  un  noHibre  décimal  énoncé ,  il  faut  suivre 
une  marche  contrairo  à  celle  qui  vient -d'être  indiquée ,  c'est*-à-dire 
écrire  le  nombre  comme  un  nombre  entier,  puis  séparer  par  une 
virgule  sut  la  droite^  autant  de  chiffres  qu'il  y  aurait  de.  zéros ,  à 
la  suite  de  Vunité  dans  le  dénominateur  de  la  fraction  décimale. 

Si  je  demande  d'écrire  307  cent  millièmes,  il  faudra  5  chiffres 
décimaux,  il  faudra  donc  faire  psécédei:  307  de  deux  zéros ,  écrire 
un  autre  zéro  en  avant ,  car,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  partie  entière,  il 
faut  faire  tenir  la  place  deS  unités  par  un  zéro,  et  le  séparer  des  deux 
autres  par  une  virgule ,  de  cette  manière  0>00307. 

En  plaçant  un  zéro  à  la  droite  d'un  nombre  décimal ,  ee  nombre 
ne  change  pas  de  valeur,  ce  qui  est  évident,  soit  que  l'on  énonce  le 
nombre  décimal  en  faisant  abstraction  de  la  virgule ,  soit  qu'on  l'é- 
nonce par  parties  successives. 

Ainsi  soit  5,37 ,  on  a  537  centièmes  ou  bien  5  unités,  3  dixièmes, 


Digitized  by 


Google 


58  mathAkàtiwbs  liuillBIfTAItS^. 

7  GeDtièmes  ;  écrivons  un  léro  à  la  droite  de  5,37  now  avons  5,370 
qui  est  égal  à5370  millièmes ,  ou ,  encore,  k 5  imités ,  3 dixièflies  et 
7  centièmes;  en  énonçant  de  la  première  manière ,  nous  voyons  qve  lo 
nombre  est  rendn  d*nne  {Mirt  dix  fois  plus  grand»  et  en  second  lies 
dix  fois  plus  petit ,  donc ,  etc. 

Par  on  raisonnement  analogue ,  oo  pent  conclure  qu'en  écrivant 
tant  de  zéros  qu*on  voudra  à  la  droite  d'un  nombre  déc&nal ,  on  ne 
cbange  pas  la  valeur  de  ce  nombre  décimal  (!)•    ' 

Pourécrire  un  nombre  décinu:!  énoneéroa  procède  d'après  les  prin- 
cipes qui  précèdent  On  écrit  la  partie  entière,  que  l'on,  fldt  enivre 
d'une  virgule^  puis  on  écrit  les  dixièmes,  les  cenUèmes,  etc.,  en  ayant 
coin  de  placer  plosieurs  zéros  quand  des  unités  de  certains  ordres 
ne  se  trouvent  pas  dans  le  nombre;  ou  bien,  si  le  nombre  4éeimal 
est  éooncé  comme  une  fràctioîi  ordinaire,  dkmt  ledénomin^ur 
serait  Tunité  suivie  d'un  certain  iM>mbre  de  zéros,  on  écrit  le  numé- 
rateur* et  sur  la  droite  on  sépare  on  sépare  autant  dé  ohiffires  qu*il  y 
a  de  zéros  au  dénominateur. 

(«es  quatre  opérations  à  faire  smr  les .  fractions  décinuJes ,  se  ra- 
mènent aux  mêmes  opérations  sur  des  nombres  entiers. 

ADDITION. 

29.  10  millièmes  Calent  un  centième  10  centi^nes»  valent  un 
dixième,  10  dixièmes  valent  une  unité  ;  donc  si  l'on  veut  ajouter  les 
uns  aux  autres ,  plusieurs  nombres  décimaux ,  on  peut  les  écrire 
les  uns  au^etiûus  des  autres ,  de  maniéré  que  les  unités  de  même 
ordre  se  correspondent  dam  une  mime  colûnne  eerticala ,  êottoir 
les  unités^  sous  les  unités^  leê  dixièmes^  sous  les  dixièmes*  les  eèn* 
Uéme»^  sous  les  eenUémeSy  etc.;puig^  en  tcmmenpsM  par  ladroUsp 
faire  Vaddiiion  en  faisant  abstraeUon  de  la  virgule:  la  somme 
obtenve^  im  plaee  la  virgule  jons  les  virgules  dans  lea  nombres 
donnés* 


(1)  Nous  répétons  ici  une  rtfmatrqae  déjà  faite.  Pour  énoneeri  rapidement  ua 
nomèrs  eaiier,  ii  faut  conpler  le  nonlîïe  d#s  ahiffrea,  diviser  par  i,  prendre  la 
quotieut,  rfiMranctier  3deç«quotieQt,et  faire  suivre  le' nombre  q«i  en  résulte 
de  la  terminaison  tUiou',  on  aura  ainsi  le  nom  de  la  première  tranche,  etc.; 
ou  plutôt,  il  faut  compter  le  nombre  des  tranches,  ôter  2  du  nombre  de  ees  tran- 
olies;  él  douter  au  n4Mn  du  nombre  <|ui  en  résulte  la  terminaison  UlUm  ;  exemple  : 

34  57S  342  700  342  908. 
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8,006 

o;9 

$9,6733 

SOU0T1UCT1ON. 

d^,  {4i4eail3r«etiaDétaiil  Tlnrerse  de  raddkion ,  on  doit  opérer  a«issi 
m  Ummi  ab9tracti(Hi  de  la  m^le.  Ainsi  on  écrit  lenonibre  à  re- 
trtmeker  ai^d^mms  de  l'autre  nombre ,  de  manière  que  le$  unités 
4m  m^me  ord/rt  se  eorrespondmt.  Puis  si  le  nombre  infMeur  a  plus 
de  chiffres  décmauœ  fue  le  nombre  supérieur,  on  écrit  autemi  de 
zéros  qu'il  en  faut  à  la  droiêe  de  ce  nombre,  pour  qn^U  y  ait  le 
même  nombre  de  chiffres  décimaux  dans  les  deux  nombres;  on  fait 
ensuite  abstraction  de  la  virgule,  et  on  opère  comme  sur  des  nom- 
bres  entiers ,  puis  enfin  on  place  la  virgule  au  rang  des  virgules , 
dans  les  deux  nombres  donnés. 

Si  le  plus  grand  nombre  n  a  pas  de  partie  décimale,  on  écrit  à  sa 
droite  autant  de  zéros  qu'il  en  faut  pour  qull  y  ait  le  même  nombre 
de  chiffres  décimaux  dans  les  deux  nombres  donnés. 

Exemples;:         347,053         28,5400         3,000 
89,468  16,0678         0,548 

257yâift5         lâ,47^         â,4dâ 

MULTil»I.ICATION« 

31^  NottSATMkSdèmMitié  pour  les  nombres  entiers  qu'en  multif^ant 
Hn^facteor  d'nn  prodoit  par  «a  nombre  entier ,  le  produit  est  multi- 
plié par  œ  nombre  entier  :  nous  savons  qu*on  pourrait  aussi  le  dé- 
moatrer  pour  des  nombres  fractionnaires ,  puisque  nous  avons  fait 
voir  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  dès  facteurs  dans  un  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  fractionnaires. 

€da  posé,  nous^allons  démontrer  que  pour  muUif  lier  des  nombres 
déeimamœ  enire  eux,  ou  des  nombres  décimaux  par  des  nombres 
entiers ,  U  fmt  faire  abstraction  des  virgules  dans  les  nombres 
décimaux,  effectuer  le  produit,  puis  séparer  d  la  droite  du  produit 
autant  déchiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  dans  le  facteur  décimal, 
ou  dans  les  facteurs  décimaux  donnés, 

i'^  Soit  5,847  à  multiplier  par  6. 

Si  je  prends  5847  J'aurai  un  nombre  mille  fois  trop  grand  ;  donc  le 
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produit  de  5847  par  6  sera  mille  fois  plus  grand  que  le  produit 
demaadé  ;  ce  produit  étant  effectué ,  il  faudra  donc  le  di?iser  par 
mille ,  c*est-à-dire  séparer  à  la  droite  du  produit  3  chiffres. 

Opération  :  5,847 

6 


35,082 


2«  Soit  3,246  à  multiplier  par  0,43. 

En  faisant  abstraction  de  la  virgule  dans  le  muliii^icande  >  il  est 
multiplié  p^r «mille ,  le  produit  sera  donc  niultiplié  par  mille;  en 
faisant  abstraction  de  la  virgule  dans  le  multiplicateur ,  le  produit 
sera  multiplié  par  100  ;  donc  le  produit  sera  multiplié  par  1000 ,  puis 
par  100,  c*est-à>dire  par  100000 ,  ce  qu'ij  fallait  démontrer. 
Opération;  3,248 

AS 

9744' 
12992^ 
1,39664  * 

3<>  Si  Ton  avait  plus  de  deux  facteurs ,  le  raisonnement  serait  le 
même. 

Les  régies  établies  pour  la  muUipUcation  des  fractions  ordi- 
naires ,  conduiraient  d'ailleurs  aux  mêmes  conséquences. 

Corollaire.  Si  Von  élève  un'nombre  décimal  au  carré  y  ce  carré 
renfermera  y,n  nombre  de  chiffres  décimaux  doxible  de  celui  du 
nombre  donné.  Ainsi ,  pour  qu'un  nombre  décimal  soit  un  carré ,  il 
doit  contenir  un  nombre  pair  de  chiff^res  décimaux.  Si  Ton  élève  un 
nombre  décimal  à  la  2p^  puissance ,  c*est-à^re  au  citbe  ,  le  nombre 
des  chiffres  décimaux  sera  triple  de  celui  du  nombre  doraié.  Donc 
Tune  des  conditions  nécessaires  pour,  qu'un  nombre  décimal  soit  le 
cube  d*un  autre  nombre  décimal  est  celle-ci  :  ïl  faut  que  le  nomère 
des  chiffres  décimaux  du  nombre  donné  soit  un  multiple  de  9- 

Ainsi,  en  résumé  le  nopibre  des  chiffres  décimaux  du  produit  est 
égal  à  la  somme  ,  des  nombres  de  chiffres  décimaux  des  facteurs  ; 
donc  si  Ton  a  un  produit  de  deux  facteurs  décimaux,  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  d'un  des  facteurs  est  égal  à  la  différence  de  ces 
nombres  décimaux  dans  le  produit  et  dafis  l'autre  Cacteur. 

Celte  remarque  suffirait  pour  poser  les  règles  de  la  division  des 
nombres  décimaux  dans  tous  les  cas.  Mais  il  convient  pour  la  pratî- 
que  d'examiner  les  différents  cas  qui  se  présentent  dans  la  division 
^es  pofnbres  décimaux. 
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DIVISION. 

32.  1^  Un  nombre  décimal  à  diviser  par  un  nombre  entier. 

Ce  premier  cas  se  subdivise  lui-mèm^  eh  plusieurs  autres ,  que 
nous  ferons  remarquer  seulement  sur  des  exemples. 

l«r  Exemple.  En  faisant  abstraction  de  la  virgule ,  la  division  se 
fait  sans  rçste  :  534,24  : 6.        . 

Il  faut  séparer  au  quotient  autant  de  chiffres  décimaux^  qu'il  y  en 
a  au  dividende  ;  car  si  Ton  multiplie  le  dividende  par  un  nombre ,  le 
quotient  est  multiplié  par  ce  nombre ,  donc  pour  lui  restituer  sa  va- 
leur,  il  faut  le  diviser  par  ce  nombre] 

2e  Exemple  î  45,803:21. 

Après  avoir  supprimé  k  virgule,  la  division  donne  un  re^te,  le 
quotient  est  trouvé  à  moins  d'une  unité,  et  par  suite,  en  plaçant  la 
virgule ,  le  quotient  sera  trouvé  à  moins  d'un  millième.  On  pourrait 
avoir  ce  quotient  à  une  approximation  plus  grande;  pour  cek  on 
écrirait  à  la  droite  du  dividende  autant  de  zéros  qu'on  voudrait, 
puis  après  avoi^  trouvé  ce  quotient  à  moins  d'une  unité ,  on  sépare- 
rait sur  la  droite  du  quotient  par  une  virgule ,  autant  de  chiffres 
décimaux  qu'il  serait  nécessaire. 


Opération  :  45,803 

3,8 
1,70 


21 


2,181 


3«  Exemple:  2,35:548. 

La  virgule  étant  enlevée,  le  dividende  est  plus  petit  que  le  diviseur; 
alors  on  écrit  des  zéros  à  la  droite  du  dividende ,  puis ,  après  avoir 
fait  la  division ,  on  sépare  à  la  droite,  par  une  virgule,  autant  de 
chiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  dans  le  dividende  donné ,  plus  celui 
du  nombre  de  zéros  ajoutés. 

2°  Le  dividende  est  entier  et  le  diviseur  a  des  chiffres  décimaux  ; 
dans  ce  cas,  on  écrit  à  la  droite  du  divideng,e  autant  de  zéros  qu'ail 
y  a  de  chiffres  décimaux  dans  le  diviseur  ;  on  fait  abstraction  de 
la  virgule  dans  ce  diviseur,  et  on  fait  la  division  des  nombres 
entiers  qui  en  résultent ,  le  quotient  trouvé  est  le  nombre  de- 
mandé ;  car  en  écrivant  des  zéros  à  la  droite  du  dividende ,  il  est 
multiplié  par  10,  100,  1000,  etc.,  donc  le  quotient  est|  multiplié 
par  10 ,  100  ou  1000  ;  en  supprimant  la  virgule  dans  le  diviseur ,  il 
est  multiplié  par  10  ,  100  ou  1000,  etc.  ,  donc  le  quotient  est 
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divisé  par  ce  nombre.  Ainsi  ce  quotient  ne  change  pas  de  valeur. 

Exemple:  548:8,53. 

Bans  ce  cas ,  on  peut  aroir  une  approximation  aussi  grande  que 
Ton  Teut ,  conmie  dans  le  premier  cas. 

3^  Le  diridende  et  le  dWbeur  ont  des  chiffres  décimfan  ;  alors  on 
ramène  ce  cas  à  Tun  des  deux  premiers ,  suivant  que  le  dividende  a 
plus  de  chiffres  décimaux  que  le  diviseur ,  ou  réciproquement. 

1^'  Exemple  :  584,7435  :  32,28. 

2*  Exemple:  *      47,362:5,64674. 

33.  La  facilité  avec  laquelle  se  font  les  calculs  sur  les  nombres  dé- 
cimaux ,  et  par  conséquent  ^r  les  fractions  décimales ,  conduit  à 
chercher  à  fransformer  les  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales, 
ce  qui  se  fait  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus. 

Soient  fes  trois  fractions  ordinaires  à  transformer  eti  fractions  dé- 
chiiales  : 

3     2     14 
8'   3'   15' 

n 

i^  - ,  on  écrit  3  1 ^;  on  dit  3  ne  contient  pas  8 ,  j'écri»  léro 

8  0,425 

au  quotient  ;  3  vaut  30  dixièmes ,  je  ditise  30^ par  8,  ce  qui  donne  4 
pour  quotient,  4  exprime  des  dixièmes.  A  la  droite  de  0;  on  place  une 
virgule ,  et  on  écrit  ensuite  4  à  la  place  des  dixièmes,  on  trouve  2 
dixièmes  pour  reste  ;  on  transforme  en  centièmes  ce  qui  donne  20 
centièmes ,  20  divisé  par  8,  donne  2  pour  quotient  et  4  pour  reste;  en 
continuant  ainsi],  on  trouve  enOn  5  millièmes  :  le  quotient  est  donc 

425  millièmes.  Ainû  g  est  égal  à  0,425. 

2 

■i'         - 

2«  Opération:  20    |  3 


20      0,6666.. 
20 
20 


On  trouve  un  quotient  indéfini  et  périodîqne. 
3-  14 


Opération  :  14Q  | 


15' 
15 


50    0,9333. 
50 
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Ce  quotient  est  aussi  périodique ,  mais  la  période  ne  commence 
pas  immédiatement  aprjès  là  virgule*  Pour  distinguer  les  différentes 
espèces  de  fractions  périodiques ,  les  unes  sont  dites  périodiques  sim- 
ples ,  les  autres  sotit  dites  périodiques  miettes.. 


THÉORIE   DBS   FAACTIOIIS   oiciMAIiES   FINIES  ,   PERIODIQUES    SUCPLIES 
ET   MIXTES.  , 

3i.  il  est  très-important  de  saroif  ààiiÉ  qael  cas  tiné  fraction  ordinaire 
donne  lien  à  une  fraction  décimale  d'un  notn^re  limité  de  chiffres ,  ou 
bien  à  des  fractions  décimales  périodiqties ,  soit  simples,  soit  mixtes. 
Avant  de  donner  cette  tiiéorie  des  fractions  décimales  , 
Nous  rappellerons  ces  deux  principes  : 
1<»  Deux  fractions  irréductibles  égales  sont  identiques  ; 
S"*  Deux  nombre^  égaux  sont  composés  des  mêmes  facteurs  premiers 
élevés  aux  mêmes  puissances. 

D'ailleurs,  nous  supposerons  tOQJoan  les  fractions  ordltiidres  irré- 
ductibles* 

AnalysicniS  le  procédé  an  moyen  duquel  on  transforme  une  fraction  or- 
dinaire en  fraction  décimale^ 

On  écrit  im  2ér0  à  la  droite  du  nninérateur  qttand  il  est  plus  petit  que 
le  dénmniiiatemr,  et  on  divise  le  nombre  obtenu  par  ce  dénominateur  ;  à 
la  droite  du  reste,  on  écrit  eacove<  un  «éro ,  puis  on  divise*  lé  nombre  qui 
en  résulte  par  le  dénominateur;  à  la  droite  du  reste,  s*il  y  en  a,  on  écrit 
encore  un  zéro ,  puis  on  divise  encore  par  le  dénominateur ,  et  l'on  con- 
tinue tant  qu  il  y  a  des  restes. 

Or  i  au  lieu  d'écrire  successiven^ent  un  zéro  à  la  droite  de  chaque  reste , 
on  peut  écrire  plusieurs  zéros  à  la  droite  du  numérateur,  puis  diviser  le 
dividende  qui  en  résulte  par  le  dénominateur  -de  la  fraction  donnée ,  en 
ayant  aoin  déplacer  au  quotient  la  virgule,  d'une  manière  convenable. 

Mais  écrire  des  zéros  à  la  droite  d'un  nombre  i  c'est  le  multiplief  par 
une  puissance  de  10.  On  introduit  donc  au  dividende  les  facteurs  8  et  5, 
et  seulement  ces  &cteurs  ;  de  là  on  eondut  : 

1«  Que  si  le  dénominateur  de  la  fraction  donnée  ne  contient  que  les /ac- 
teurs 2  et  b,  elle  peut  se  réduire  en  une  fraction  décimale  d'un  nombre  fini 
de  chiffifes. 

3*>  Que  si  h  dénomiHûtêur  contient  d'auttes  facteurs  premiers  y  que  2  e2  5, 
lé  dividende  ne  sera  jamais  divisible  par  le  dénominateur  de  Infraction 
donnée.  Or ,  les  restes  successifs  qu'on  obtient  sont  plus  petits  que  ce  dé- 
nominateur, qui  est  le  diviseur,  et  puisque  l'opération  ne  peut  se  termi- 
ner après  un  nombre  de  divisions  moindre  que  le  diviseur,  ondevrà  trou- 
ver un  des réstéif  déjà  obtenus  ;  par  suite,  les  quotients  partiels  seront  des 
chiffres  déjà  obtenus,  et  par  conséquent  le  quotient  sera  périodique. 
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Résumons  :  i^  si  une  fraction  ordinaire  irréductible  a  pour  dénomina- 
teur un  nombre  qui  ne  contient  que  les  facteurs  2  ou  5 ,  ou  bien  «  ces  fac- 
teurs combinés  et  élevés  à  certaines  puissances,  la  .fraction  ordinaire 
sera  réductible  en  fraction  décimale  d'un  nombre  fini  de  chiffres  ; 

t^  Si  le  dénominateur  de  la  fraction  ordinaire  renferme  d'autres  fac- 
teurs premiers  que  2  et  5,  la  fraction  décimale  équivalente  contiendra 
un  nombre  illimité  de  chiffres ,  et  elle  sera  périodique. 

Il  est  indispensable  de  savoir  re.cotmattre  si  cette  fraction  décimale  sera 
périodique ,  simple,  ou  périodique  mixte. 

Pour  cela,  voyons  si  l'on  peut  revenir  d'une  fraction  décimale  périodi- 
que simple  ou  d'une  frsTction  décimale  périodique  mixte  k  la  fraction  or- 
dinaire équivalente,  et  observons  attentivement  les  résultats  auxquels 
nous  parvenons. 

Soit  la  fraction  périodique  simple  .- 


0,35783W83578. 


La  période  3578 «e  continue  indéfiniment. 

Il  faut  chercher  à  obtenir  une  autre  fraction  ayant  même  partie  déci- 
male, en  sorte  que  par  une  soustraction  on  n*ait  plus  de  partie  décimale. 
Pour  cela ,  oii  transporte  la  virgule  après  la  première  période ,  mais  alors, 
on  a  IjOOQO  fois  la  fraction  périodique  égale  à  3578,35783578.....;  or, 
une  fois  .cette  fraction  égale  0,35783578...  ;  donc,  en  retranchant  ces  deux 
nombres ,  on  trouve  0090  fois  la  fraction  périodique  égale  3578;  ainsi,  la 

3678 
fi'action  périodique  est  égale  à  — --r  ,  ce  qu^on  traduit ,  en  langage  or- 
dinaire de  la  manière  suivante  (i)  : 

Pour  obtenir  la  vaieur  de  la  fraction  lyrdinaire  équivalente  à  unejraction 
périodique  simple^  il  faut  diviser  une  période  par  autant  de  0  quUl  y  a  de 
chiffres  dans  la  période,  puis  iimplifier  cette  fraction  autant  que  possible. 

Nous  pouvons  remarquer  que  cette  fraction,  simplifiée  autant  que  pos- 
sible, aura  pour  dénominateur  un  nombre  premier  avec  S  et  5;  dohc,  si  une 
fraction  ordinaire  irréductible  m  pour  dénominateur  un  nombre  qui  contient 
les  facteurs  i  ou  b  combinés  avec  d'autres  facteurs  ^  eUe  ne  pouftadanner  lieu 


(1)  Admettons  qu'on  s'arrête  à  la  troisième  période,  il  faut  concevoir  qu'un 
restQ  divisé  par  un  non^bre  complète  la  valeur  de  cette  fraction  périodique  :  le 
premier  chiffre  de  ce  reste  est  du  treizième  ordre  décimal;  transportons  la  virgule 
après  la  première  période,  la  fraction  est  multipliée  par  lOOOO;  le  reste  est  aussi 
multiplié  par  lOOOO,  en  sorte  qu'il  peut  fournir  une  nouvelle  période  3S78  et  un 
reste  du  même  ordre  que  le  reste  primitif;  en  soustrayant  la  flractipn  décimale 
donnée  du  nombre  obtenu  par  le  transport,  de  la  virgule,  les  deux  parties  déci- 
males disparaîtront,  ainsi  que  les  restes  qui  compréte^t;  cq  qui  prouve  que  les 
deux  parties  décim'ales  se  détruisent  par  la  soustraction. 
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«  u»€  fraction  décimale  périodique  siihfde^  cay  detix  fractions  irrédit<itibles 
égales  dmvent  être  identiques  ,  et  deux  nombres  égaux  doivent  être 
composés  des  mêmes  fkctears  premiers;  ce  .qui  narrirerait  pas  dans 
ce  cas  (1). 

35.  Trouvons  maintenant  la  valeur  de  la  ifraction  ordinaire  égale  à  une 
fraction  décimale  périodique  -mixte  :  nous  opér^erons  d'une  manière  analo- 
gue SLtL  cas. précédent ,  c'est-à-dire  que  nous,  chercherons  deux  nombres 
ayant  même  partie  décimale,  en  sorte  que  par  une  soustraction,  cette 
partie  décimale  disparaisse  ;  cela  se  fait  en  transportant  la  virgule  succes- 
sivement à  droite  et  à  gauche  d'une 'pédode,  deia  première,  pour  plus 
de  simplicité,  puis  en  retranchant  ensuite  les  résultats  obtenus. 

Prenons  un  exemple  :   soit  donnée   la  fraction  décimale  périodique 

mixte  0,3&78i78i784,  1^0  ibis  la  fraction  égale  35,78i7S4784 ,  100000 

fois   la  fraction  égale  35784^784784:  en  retranchant  le  prei^iier  résultat 

du  second,  ou  trouve  99900  fois  la  fraction   égale  35784  —  35,  donc  la 

35784  —  35 
fraction  est  égale  à  ■    ^^q^^'   *'  >  où  bien ,  eii  langage  ordinaire ,  on  peut 

dire  que  la  hfaleur  d'une /réaction  décimale  périodique  n^ixte  est  égale,  ft  une 
fraction  ordinaire  dont  le  numéroteur  t'obtient  en  retranchant  la  partie  non 
périodique  de  l'ensemble  de  cette  partie  non.  périodique  et  d'une  période.;  le 
dénominateur  étant  formé  d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie 
périodique  suivis  €^ autant  ^de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  partie  non 
périodique, 

lïons  ferons  une  remarque  sur  Ja  fraction  ordinaire  obtenue-  Son  nu- 
mérateur, après  la  soustraction  faite ,  ne  peut  être  terminé  par  un  zéro  , 
car  le  dernier  chiffre  de  la  partie  non  périodique  ne  peut  être  le  mêque  que 
le  dernier  chiffre  de  la  partie  périodique ,  car  alors  la  période  commence- 
rait au  second  chiffre ,  au  lieu  de  commencer  au  troisième. 

..   .         ,    r       .  3.     .      35784—36    ,  '       .    . 

Ainsi ,  en  réduisant  la  fraction  ordmaire  —         .        a  sa  plus  simple 

expression  ,  on  ne  peut,  diviser  le  dénoininateur  par  10 ,  on  ne  peut  le  di- 
viser que  par  2  élevé  à  la  deuxième  puissance  ^  ou  par  5  élevé  aussi  à  cette 
puissance.  Donc,  toute  réduction  faîte,  if  restera  toujours  au  dénomina- 
teur le  facteur- 2  ou  le  facteur  5  ,  ou  même 'tous  les  deux  élevés  à  la  puis- 
sance 9  «  cest'h-dire^  à^une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  chiffres  de 
la  partte  non  périodique.  Car  un  nombre  formé  d'une  suite  de  9  ne  c6n- 


V  35782578 

(1)  Si  l'on  prend  deux  périodes  an  lieu  d'une ,  on  a        '''  •  H  faut  démontrer 

5       55  •      ^ 

que  l'on  a  la  même  râleur.  Pour  simplifier,  prenons  -  et  -^  ;  ces  deux  fraptions 

'    5X11  '      '   .' 

sont  égales ,  car  la  seconde  ««^  «  j. . . .  .    -  j     : 
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tient  m  le  facteur  9,  ni  le  faetear  5;  par  suite ,  ces  facteurs  de  la  base  ne 
peuvent  résulter  que  du  facteur  10  élevé  à  la  puissance  marquée  par  le 
nombre  des  chiffres  de  la  partie  non  périodique* 

Nous  pouvons  donc  conclure  maintenant  que  si  une  fraction  ordinairo 
irréductible  a  pour  dénominateur  un  nombre  premier  avec  10,  en  rédui- 
sant cette  fvaction  ordinaire  en  fraction  décimale ,  eUe  «donnera  lieu  à  une 
fraction  périodique  simple,  car  autrement ,  deux  fractions  irréductibles 
égales  seraient  égales  sans  que  leurs  dénominatèiin  fassent  identiques. 
Prenons  ton  esemple  : 

8  ,'       ,*  " 

Soit  la  fractipn  7  ^  supposons  qu^elle  soit  égale  àO,H8l8i8.  La  Traction 

548  —  5  8      5i8  — 5 

ordinaire  équivluente  est  — rr— ,   on   aurait  donc  ~  sg  ■  ■<      '  ■   ;   mais 

quelque  réduction  qu*bn  opère  sur  la  seconde,  le  dénominateur  contien- 
dra toujours  le  facteur  2  ou  le  facteur  5  ;  le  dénominateur  7  de  la  fraction 
irréductible  serait  donc  égal  à  un  nombre  dans  lequel  entrerait  le  facteur 
2  ou  le  facteur  5  ;  ce  qui  est  absurde. 

Nous  savons  d^à  que  si  une  fraction  irréductible  a  pour  déno- 
minateur un  nombre  qui  contient  les  facteurs^  ou  5  combinés  avec  d*au- 
très  facteurs,  elle  est  égale  à  une  fraction  décimale  périodique  mixte.  Il 
faut  savoir  combien  cette  fraction  décimale  contiendra  de  chiffîres  à  la 
partie  non  périodique;  or,  la  remarque  précédente  prouve  qu'il  y  aura 
aufant  de  chiffres  à  cette  partie  non  périodique  qu'il  y  a  d'uiiités  dans  le 
plus  haut  composant  de  8  ou  de  5  du  dénominateur  de  la  fraction  ordi- 
naire donnée. 

Cela  est  presque  évident  ;  cependant ,  nous  allons ,  sur  un  exemple,  faire 
voir  qu'il  doit  en  être  ainsi  -. 

Soit  la  fracUon  ^,^^,^^  ; 

Je  dis  que  la  fraction  décimale  périoitique  mixte  aura  trois  chiffres  à  la 
partie  non  ]^ériodique  ;  en  effet,  supposons  quelle  en  ait  seulement  2 , 
alors  elle  aurait  pour  numérateur  un  certain  nombre,  et  pour  dénomi- 
nateur une -suite  de  0  suivis  de  8  zéros. 

11  3>^8 

On  aurait  donc,  par  exemple,  y>^^>^.y  =* sî^^âi^*'  ^®  ^"^  ®^*^- 

surde ,  car  la  fraction  li         est  irréductible;  la  seconde  peut  ne 

1  être,  pas ,  et  cependant,  son  dénominateur  contient,  le  fstcteur  S  à  .une 
puissance  moins  élevée  que  la  puissance  de  8  dans  le  dénominateur  de;  la 
première. 

Faisons  voir  maintenant  que  M  fraction  décimale  périodique  mixte  ne 
peut  pas  avoir  plus  de  trois  chiffres;  supposons,  eu  effet ,  qu'elle  en  ait 
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qMtre,  ta  ff action  ordinaire  é^mvatfnte  anrait  au  dénominateur  un 
certain  nombre  de  Osuifis  de  4  zéros,  c'e^t-àdire,  on  anrait  un  certi^in 
nombre  de  9  MMltifiié  par  ^  et  pajr  5^. 

Or,  en  simpli^ant  cette  fraction ^  on  ne  peut  faire  dis^rattre  en  même 
temps  un  faetew  2. et  un  fiidear  5  ;  donc,  il  restera  eu  S^  ou  5^,  ce  qui 
est  absurde ,  car  le  dénominateur  de  la  fraction  donnée  ne  contient  2 
qQ  a  la  puissance  3,  et  le  facteur  5  qu  a  la  puissance  8. 

Donc^  enfin»  la  fraction  décimale, périodique  miite  aura  trois  chif- 
fres non  périodiques. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

(Pour  les  calculs  d'approximation,  roir  les  notes  à  1^  fin). 


RAPPORTS  RT  PROPORTIONS-. 

3$.  11  y  adeuRBiMièrea  âiiiplesd«oo«|iai'ftrdemL  Rombr^s;  le  fé- 
sultat  de  cette  compai^aisoii  se  nomme  rapport.  Ainsi  il  y  a  deux 
espèeefl  de  rapporta.  QimnmI  en  prend  k  dÂffèrenee  entré  les  ée^x 
noflibres,  on  a  on  rapport  par  différence;  quand  on  prend  le  (foetient 
de  la  division  de  ces  deux  nombres  ^  te  rapport  est  dSt  par  quotient. 

Ces  scHTtes  de  rapports  sont  tr^-frèqnettimeiit  employés  en  géomé- 
trie et  sont  pour  c^,  nommés  rapport»  ^^om^lrt^é^;  par  opposition 
les  antres  rai^rts  sont  dits  ari^méHquei,  Ainsi  5  moins  3  est  un 
rapport  arttbmètiqRe.  2k  divisé  par  6  est  mt  rapport  géométrique. 

On  nomme  raison  le  nombre  résultant  du  rapport ,  ainsi  2  est  la 
raison  du  rapport  5  moins  3  ;  4  est  la  raison  du  rapport  24  divisé  par 
6  ;  5  et  3  sont  les  tbrmbs  du  rapport  arithmétique;  24  et  6  sont  les 
ternies  du  raj^ort  géométrique.  On  écrit  24  :^9  qti*on  énonce  24  est 
à  G;  ainsi  on  place  deux  peints  entre  les  deux  termes  du  rapport 
géométrique. 

Ptmr  un  rapport  ariUnBètique,  en  ne  met  qu'on  seul  point  entre 
les  detix  termes  (1).  Four  distingiier  l'un  de  Tatitre  les  termes  d*un 
rapport  «  on  nomme  le  preiaier  antécédent ,  le  second  est  dît  le 
conséquent. 

D'après  les  définitions  ^  il  est  évident  que  «t  «tu  conséquent  d'un 
rapport  par  éifférence  on  ajoute  la  raison»  on  offtiendra  Vantécé" 
ient;  en  second  tieu  :  si  ton  multiptie  le  conséquent  d'un  rapport 


(J)  Ce  qui  pourrait  faire  confondre  ua  rapport  ave&  nu  produit ,  mais  oooHiie  on 
se  sert  rarement  d'un  seul  rapport ,  il  y  a  moins  d'incomrément;  cependant  on 
devrait  changer  cette  notation  ;  si  on  ne  Ta  pas  fait ,  cela  tient  probablement  à  ce 
qu'on  emploie  irôs-rarement  ces  proportions  par  différence. 
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par  quotient  ;  par  ta  raison  du  Rapport  on  obtient  l'antécédent. 

Il  est  éYÎdent  aussi  que  si  Ton  ajoute  un  même  nombre  aux  deux 
termes  d'un  rapport  arithmétique ,  la  raison  ne  clnuiige  pas. 

Il  est  évident  que  si«l'on  multiplie  ou  si  Foa  divise  les  deux  termes 
d'an  rapport  géométrique  par  un  même  nombre ,  la  raison  ne  change 
pas,  car  un  rapport  géométrique  peut  être  considéré  comme  une 
fraction,  or  une  fraction  ne  change  pas  de. valeur ,  quand  on. multi- 
plie ou  qu'on  divise  ses  deux  termes  par  un  même  nombre. 

Posons  encore  un  principe  sur  les  rapports  par  quotient. 

Si  Von  ajoute  le  conséquent  d'un  rapport  géométrique  à  son  an- 
técédent y  la  raison  augmente  d'une  unité;  car  \e  quotient  d*une  divi- 
sion augmente  d'une  unité  quand  le  dividende  augmente  d'une  fois 
le  diviseur. 

La  réciproque  est  vraie  ,  c'est^-dire  que  si  Ton  retranche  le  con- 
séquent d'un  rapport  géoméirique  de  son  antécédent,  la  raison 
diminue  d'une  unité. 

Généralement  si  l'on  ajoute  à  l'antécédent  d'un  rapport  géomé- 
trique un  certain  nombre  de  fois  son  conséquent ,  la  raison  aug- 
mente de  ce  noimbre  de  fois  l'unité.  i   * 

£t  inversement  si  l'on  retrapche  d'un  antécédent  «on  conséquent , 
la  raison  diminue  de  ce  nombre  de  fois  l'unité.  Enfin  si  ron  multi- 
plie l'antécédent  d^un rapport  géométrique  par  unnombre^  la  raison 
est  multipliée  par  ce  n<Hnbre  ;et  si  Ion  divise  Vantécédent  par  un 
nombre,  la  raison  est  diviséepar  ce  nombre, 

PROPQflTIONS. 

37 .  On  nomme  proportion  V expression  de  Végaliié  de  deux  rapports, 
ou  bien  l'ensemble  de  deux  rapports  égaux.  Si  les  rapports  sont  par 
différence ,  la  proportion  est  dite  une  proportion  par  différence,  ou 
bien  une  proportion  arithmétique^  ou  biea  enfki  %me  éçuidifférence. 

Si  lés  rapports  sont  des  rapports  par  quotient,  la  proportion  est 
une  ^ropqra'on  par  quotient  ou  bien  une  proportion  géométrique  on 
simplement  une  proportion ,  parce  que  c'est  généralement  4e  ees 
proportions  qu'on  se  sert. 

Il  serait  convenable  de  traiter  en  même  temps  les  propriétés  des 
deux  espèces  de  proportions  ;  mais  nous  examinerons  successivement 
les  propriétés  des  équidifférences  et  celles  des  proportions  géomé- 
triques. 

Équidifférenee.  Une  équidiffèrence  est  l'égalité  de  deux  rapports 
par  différence.  On  les  écrit  à  la  suite  l'un  de  l'autre  et  on  les  sépare 
par  deux  points. 
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Au  lieo  de  dire  égale  OD  dit  comme ,  .ainsi  prenons  Véquidifférence 
i5.i2:  21.18. 
On  dit  :  15  est  à  12  comme  21  e&t  d  18. 

Il  y  a  quatre  termes  dans  une  équidiflerence  et  deux  rapports ,  il 
y  a  donc  un  premier  antécédent  et  un  premier  conséquent,  un  second 
antécédent  et  un  second  conséquent. 

On  écrit  toujours  ces  quatre  termes  sur  une  ligne  horizontale  ;  par 
suite  il  y  a  deux  termes  intermédiaires  et  deux  termes  extrêmes , 
c'est-rà-dire  qu'il  y  a  deux  moyens  ,  et  deux  extrêmes 

Dans  réqnidifférence  15.12  :  21.18 , 

12  et  21  sont  les  gioyens,  15  et  18  sont  les  extrêmes.  La  raison  de 
chaque  rapport  est  3. 

Principe  I.  Vans  une  équidifférence ,  la  somme  des  eoptrêmesest 
égale  à  la  somme  des  moyens. 

Il  est  utile  de  vérifier  la  vérité  de  ce  principe  sur  un  exemple ,  or 
nous  voyons  que  15  plus  18  est  égal  à  12  plus  21. 

Mais  c'est  là  une  preuve  par  le  fait,  H  faut  donner  une  démons- 
tration générale ,  prenons  donc  Téquidifférençe 
15.1^:21.18. 

Si  nous  ajoutons  la  raison  3  à  chacun  des  conséquents  des  deux 
rapports ,  nous  obtiendrons  les  antécédents ,  nous  aurons  donc 

15.15:21.21; 

dans  cette  équidifférence  on  a  évidemment 

Jl5+ 21  =15+21^. 

Nous  soulignons  chacun  des  conséquents  dans  ces  deux  sommes  ; 
alors  nous  observons,  que  le  moyen  12  a  été  augmenté  de  3  unités , 
c'est-à-dire  de  la  raison,  le  moyen  18  a  aussi  été  augmenté  de 
la  raison.  Ainsi  la  sonmie  des  nouveaux  moyens  est  égale  à  la 
somme  des  moyens  priinilifs  augmentée  de  la  raison ,  de  même  la 
somme  des  nouveaux  extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  extrêmes 
prfinitifs  augmentée  de  la  raison.  Or  ces  deux  nouvelles  sommes 
sont  égales ,  c'est  donc  qu'elles  étaient  d'abord  égales  ;  ce  qu'il  fallait 
démontrer.  Cette  démonstration  peut  se  faire  sans  qu'on  raisonne  sur 
un  exemple  particulier. 

Principe  11.  Quand  deux  rapports  inégaux  sont  écrits  à  la  suite 
Vun  âe  Vautre ,  ou  plus  simplement ,  quand  quatr^e  nombres  ne 
forment  pas  une  équidifférence ,  la  somme  des  extrêmes  n'est  pas 
égale  à  la  somme  des  moyens. 
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Employons  une  démonstratioo  analogue  à  la  prècédeale. 

Dans  chaque  rapport  ajoutons  la  raison  au  conséquent ,  nous  ob- 
tiendrons l'antécédent  correspondant ,  et  alors  nous  aurons  quatre 
nombres  dont  les  deux  premiers  seront  égaux  au  premier  antécédent, 
les  deux  derniers  seront  égaux  au  second  antécédent,  et  alors  la 
somme  des  extrêmes  sera  égale  à  la  somme  des  moyens.  La  première 
somme  est  égale  à  celle  des  extrêmes  primitifs  augmentée  de  la  rai- 
son du  second  rapport,  la  seconde  somme  est  égale  a  celle  des  moyens 
primitifs  augmentée  de  la  raison  du  premier  rapport;  mais  ces  deux 
raisons  sont  différentes ,  donc  la  sommé  des  moyens  n*est  pas  égale  à 
la  sopme  des  extrêmes,  ce  qu'il  /allait  démontrer. 

G^ti^Kçut  appliquer  ce  raisonnement  à  l'exemple  suivant  12.8  et  7.2,  i 

la  raison  du  [premier  rapport  est  4,  la  raison  du  second  rapport  est  5. 

Ôfi  a  «n  aj<!iuiant  à  chaque  conséquent  la  raison  du  rapport  cor- 
respondant 12.12  et  7.7  par  suite  : 

12+7—12+7. 

Mais  ta  première  somme  est  égale  à  (12+2)  +5 ,  la  seconde  est  égale  ^ 

à  (8+7)  +4 ,  donc  12+2 ,  n'est  pas  égal  à  8+7.  « 

Principe  III.  Si  quatre  nombres  sont  écrits  à  la  suite ,  et  sont  ^ 

tels ,  que  la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  moyens ,  ^ 

les  quatre  nombres  forment  une  équidifférence.  ^ 

Car  si  les  quatre  nombres  ne  formaient  pas  une  équidifférence ,  la 
somme  des  extrêmes  ne  serait  pas  égale  à  la  somme  des  moyens,  ce 
qui  est  contraire  à  Thypottièse ,  donc  (1)  les  quatre  aombrtsforBeDt  i 

uqe  équidifférence.  ' 

Corollaire.  1  Dans  une  équidifférence ,  si  Von  fait  des  chan- 
gements sur  les  termes,  sans  altérer  légalitéde  la  somme  des  moyens  \ 
et  de  la  somme  des  extrêmes ,  les  nombres  obtenus  forment  encore           ^ 
une  équidifférence.  Gela  résulte  du  principe  III.                                          ^ 

On  en  conclut  qu'on  peut  dans  une  équidifférence ,  changer  Tordre  | 

des  moyens,  sans  que  les  nombres  cessent  de^ former  une  proportion 
arithmétique.  , 

On  verra  de  même  qu  on  peut  changer  Tordre  des  extrêmes*,  et  , 

enfin  qu'on  pourra  mettre  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes ,  et 
inversement.  Pour  mettre  de  Tordre  dans  ces  changements»  nous 
laisserons  d'abord  les  moyens  moyens,  puis  nous  mettrons^  les  moyens 


(1)  Si  deax  équidifférences  ont  un  rapjiprt  commun,  les  autres  rapports  forment 
une  équidifférence;  car  C€S  deui  autres  rapports  étant  égaux  A  un  (rotsiéroe.,  sont 
égaui  entre  eux. 
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à  Ifl  place  des  extrêmes  et  inversement.  Pour  le  premier  cas ,  il  en 
résultera  trois  nouTelles  éqnidiflérences  ;  pour  le  second  il  y  en  aura 
quatre  nouTelles,  en  tout  ^«pf  nouveHeS  ;  et  par  suite  on  roit  qu'avec 
quatre  nombres  convenables ,  on  peut  former  huit  équidifférences. 

Exemple  7.3:12.8. 

i^  Les  moyens  restent  moyens ,  et  lea  extrêmes  restent  extrêmes: 

7,  3  :  12.8     , 
7.12:   3.8 

8.  3  :  12.7 
8.12:   3.7. 

^  Les  moyens  deviennent  extf^êmes  et  réciproqi^ement  : 
12.8:7.3 
12.7  : 8.3 
3.8  : 7.12 

3.7 : 8.12  (1). 

GoROLLAiRB  2.  Si  Tou  ajoute  un  même  nombre  à  un  ejEtrême 
quelconque  et  à  un  moyen  quelconque,  il  y  a  toujours  équtdiffôrence 
entre  les  deux  nouveaux  nombres  obtenus ,  ei  les  deux  nombres  qui 
sont  restés  kft  mènes. 

Par  exemple,  soit  12.8:7.3,      "^ 

on  aura  12  -f  2.8  +  2 :  7.3 . 

ou  bien  12  +  5.8:7  +  5.3. 

Ce  aéra  vrai  eacore  si  Tpn  retranche  m  même  nombre  d'un  moyen 
et  d*an  ex,trême  cpielcpnques.  .  , 

D'ailleura  on^urraii  donner  de  ces  corollaires  des  démonstrations 
directes;  mais  assurément  ces  principos  ne  soDt  pas  assez  importants, 
pour  qu'on  s'y  arrête  plus  longtemps. 

Une  remarque  doit  être  faite  encore. 

Dans  notre  définition  du  rapport  arithmétique ,  nous  avon^  supposé 
l'antécédent  plus  grand  que  le  conséquent.  Il  est  évident. que  si  le 
contraire  a  lieu ,  il  suffira  de  dire  que  la  raison  est  le  reste  de  la 
soustraction  du  premier  qu^on  a  rétranché  du  second ,  et  alors  de 


(1)  Si  deax  équidifférences  ûDt  les  aatôcédemségiuix,  les^  conaéquenU  peuv/m^ 
former  one  éqi^idifféreiice.  En  effet,  en  changeant  les  moyens  de  place  dans  ces 
deux  éqoidMIéi'encês,  on  trouve  debx  équidMIèrenees  qui  ont  un-  rapport  commun , 
donc ,  etc. 

Si  l'on  a  deux  équidi4lférences,«t  si  Ton  ajoute  les  termes  de  même  ordre,  les 
quatre  sommes  qu'on  obtient  forment  encore  une  équidifférence. 
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modifier  d'une  sumière  convenable  les  démonstrations  données  plus 
haut  dans  la  première  hypothèse.  Ainsi  réquidiffërence  7.12: 3.8  est 
dans  ce  cas,  on  doit  dire  qu*«a  retranchant  7  de  12,  on  obtient  le 
même  reste  qu*en  retranchant  .3  de  8. 

Pour  les  rapports  géométriques ,  une  remarque  analogue  doit  être 
faite  :  cependant  dans  ce  cas ,  on  peut  conserver  la  même  définition  ; 
car  un  quotient  peut  être  plus  petit  qué'runité. 

Expliquons  cette  remarque  sur  un  exemple.  Le  rapport  de  15  à  3 
est  5 ,  si  j'écris  15  : 3 ,  la  raison  est  5  ;  mais  si  j*écris  3:15,  faudrait- 
il  dire  qu'on  divise  encore  15,  c'est-à-diire  le  conséquent  par  la  raison? 

3        1 

cela  «st  inutile.  En  effet ,  en  divisant  3  par  15  on  obtient  ^  ou  ? . 

1  1 

Ainsi  la  raison  du  rapport  3  :  15  est  =,  et  en  multipliant  15  par  -^ ,  on 

15 

obtient  -^  ou  3.  Ce  qu'on  devait  prévoir. 

Quand  oq  donne  trois  nombres  et  qu'on  en  veut  trouver  un  qua- 
trième qui  puisse  former  une  équidifi^renoe  avec  les  tvois  premiers , 
on  SQ  sert  du  principe  h 

Supposons  qu'on  cherche  le  quatrième  terme  d'âne  équidiffàreiice, 
pour  l'obtenir  on  fera  la  somme  des  deux  moyens»  et  de  cette  somme 
on  retranchera  le  premier  terme  ,^'est-^-dire  l'extrême  connu.  Car 
la  somme  des  moyens  est  ègaSe  à  la  somme  des  extrêmes,  et  Ton 
sait  que  le  but  de  la  soustraction  est  de  trouver  une  partie  d'une 
somme  cormue,  qoand  on  connaît  l'autre  partie  de  cette  somme. 

Certaines  équidifférences  sont  très-fréquemment  employées,  ce 
sont  celles  dans  lesquelles  les  deux  moyens  sont  égâfux,  soit  par 
exemple  15.12  :  12.9. 

12  est  dit  une  moyenne  différentielle  ou  une  moyenne  arithmétique , 
on  a  15-1-9  égale  12-|rl2  ou  2  fois  12;  par  suite,  12  est  égal  à 

(15  +  9)  :  2,  ce  qu'on  écrit  ainsi  12  =  ^^^^. 

On  dit  alors  qu'une  moyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  est 
égale  à  la  demi-somme  de  ces  nombres. 

Si  l'on  veut  avoir  la  moyenne  arithmétique  entre  7  et  12,  on 
pourra  écrire  en  désignant  l'inconnue  par  ^  : 

7.07  :  ar.l2 ,  2  fois  la  moyenne  x  égale  7  plus  12,  c'est-à-rdire 

7  +  12      19  1 

que  0?=--^ —  =  ^  =  94-2»  ou  bien  a?  =  9,5.  On  aqri^  ainsi: 
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7.9,5:9,5.12(1). 

PEOPOETIONS  GÉOMÉTRIQVHS  OU  PAR  QUOTIENT  OU  SIMPLEMENT 
PROPORTIONS. 

38.  £d  remplaçant  les  mots  ajouter  et  retrancher  pw  les  mots  mu/- 
tiplier  et  diviser  ^les  mots  reste  et  somme  par  les  mots  quotient  et 
produit  ^  on  obtient  pour  les-  proportions  des  principes  analogues  à 
ceux  des  équidifférences. 

Assuit^ment  les  principes  relatifs  aux  proportions  sont  simples; 
mais  comme  tous  ces  principes  servent  à  résoudre  un  grand  nombre 
de  questions  arithmétiques ,  et  comme  ces  principes  servent  à  simpli- 

',8,  nous  nous  étendrons  longue- 
itales  et  sur  les  conséquences 
ons  observer  seulement  que  le 
se  réduit  aux  deux  suivants  : 
le  produit  des  extrêmes  est 

iVoir  qu'en  multipliant  un  çon- 
on  obtient  Vantécédent.  Ainsi 
nous  avons: 

1«  antécédent  i  !«'  conséquent  :  :  2*  antécédent  :  2«  conséquent. 
Si  nous  multiplions  cbacjue  conséquent  par  la  raison  de  chaque 
rapport  -(cette  raison  est  là  même) ,  nous  obtenons  : 
1"  Antécédent  l'I^  Antécédent  ::  2*  Antécédent  :  2»  Antécédent . 
Et  alors  il  est  évident  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  pro- 
duit des  moyens.  Mais  ce  produit  des  moyens  est  égal  au  produit  des 
moyens  primitifs  multiplié  par  la  raison ,  puisqu'un  des  facteurs  a 
été  multiplié  par  la  raison ,  il  en  est  de  même  du  produit  des  ex- 
trêmes, donc  dans  la  proportion  donnée,  Iç  produit  des  moyens  est 
égal  au  produit  des  extrêmes  (2). 


(1)  Prendre  une  moyenne  entre  plusieurs  nombres,  c'est  faire  la  somme  de  tous 
ces  nombres,  et  diviser  cette  somme  par  le  nombre  des  parties  employées  pour 
trouver  cette  somme.  Ainsi  la*  moyemieeDire  les  cinq  nombres  7  ;  3;  4;  8  et  it  est 

7+3+4H-8+U       33 

i  T"'*'- 

(2)  On  donne  |inssi  cette  seconde  démonstration  : 

Un  rapport  géométrique  peut  être  considéré  comme  une  fraction;  une  propor- 
tion géométrique  est  donc  l'égalité  de  deux  fractmns.  Si  nous  les  réduisons  au 
même  dénominateur;  les  numérateurs  des  transformées  seront égauj.  Mais  ils  se- 
ront,  d'une  part,  le  produit  du  premier  antécédent  par  le  second  conséquent  ; 
d'autre  part,  le  produit  du  sécotid  antécédent  par  le  premier  conséquent,  donc  le 
produit  des  moyens  est  égal  au  produit  des  extrêmes.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Digitized  by 


Google 


74  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMSfCTAlMS* 

Preooos  on  exemple  : 

18: 6::  45: 15; 

multiplions  les  conséquents  par  la  raison ,  noas  obtenons 

18:6X3  ou  18::45:15X3  ou  45. 
Ainsi  nous  avons  18  X  (15.3)  :«*  6.3  X  45 , 

oubîeo  (18xt5).3«(^X45).3» 

donc  18X15»=6X45. 

PamciPE  II.  Si  '  quatre  nombres  ne  sont  pas  en  proportion ,  le 
produit  des  extrêmes  n'est  pas  égal  au  produit  des  moyens.  Ainsi 
les  deux  rapports  sont  différents. 

Multiplions  chaque  conséquent  par  la  raison  correspondante ,  nous 
obtenons  les  deux  antécédents  correspondants ,  et  dans  ces  quatre 
nombres  nous  voyons  que  le  produit  des  moyens  est  égal  au  produit 
des  extrêmes.  Or  le  produit  des  nouveaux  moyeiis ,  est  égal  au  pro- 
duit des  moyens  primitifs  multiplié  par  la  raison  du  premier 
rapport,  le  produit  des  nouveaux  extrêmes  est  égal  au  pro(fuit  des 
extrêmes  primitifs  multiplié  par  la  raison  du  second  rapport ,  or 
ces  deux  raisons  sont  différentes,  donc  le  produit  des  moyens  prinûtifs 
n^est  pas  égal  au  produit  des  extrêmes.  Ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Exemple:  15:3    et    18:9. 

La  raison  du  premier  rapport  est  5 ,  celle  du  sacoed  est  2. 

Nous  aurons  15:3x5  et  18:9X^>  oal»en  15:15::18:18,  or 
15  X 18  est  égal  à  15  X 18.  Mais  cela  est  (3.18).5  et  <15.9).9.  Or  si 
deux  produits  de  deux  facteurs  sont  é^ox,  si  les  deux  demiefs  fi&- 
teurs  ne  sont  pas  égaux,  il  en  résulte  que  les  premiers  sont  aussi 
différents,  donc  3.18  n*est  pas  égal  à  15.9.  €e  qull  fallait  ^mon- 
trer (1). 

Paufcii^B  m.  (ou  corollaire  des  deux  premiers  principes). 

^t  le  produit  de  deux  nombres  est  égal  au  produit  de  deux 
autres  nombres,  avec  les  quatre  nombres  on  p^t  former  u»^ pro- 
portion. 

En  effet,  si  les  deux  premiers  nombres  sont  les  extrêmes,  et  les 
deux  ai)tres  les  moyens ,  il  y  aura  proportion  ;  car  si  les  quatre  nom- 
bres ne  formaient  pas  proportion,  h  produit  des  extrêmes  ne  serait 


(1)  En  employant  les  fracUi^s  égales  aux  rapports  donnés,  on  peut  voir  qu'en 
le9  rédirisaat  au  même  dénominateur,  les  fraetious  ^tant  différentes,  les  u«inéra- 
teurs  seront  différents,  donc  le  produit  des  extrêmes  n'est  pas  égal  au  produit  des 
moyens.  \       . 
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m^ égal  au  proéût  des  «loyess,  ce  qui  ert  contraire  à  l'hypothèse. 

Par  suite ,  on  yoit  qu'avec  les  quatre  nombres  d'une  proportion  on 
en  peut  former  sept  nouvelles.  D'abord  en  changeant  les  moyens  de 
place,  puis  les  extr^es ,  et  ei^  en  mettant  les  eitrèmes  à  la  place 
des  moyens  et  en  changeant  ensuite  l'ordre  des  moyens  et  des 
extrêmes^  sur  la  proportion  qu'on  obtient.  Ces  transformations  sont 
permises ,  car  on  aura  toujours  le  produit  des  extrêmes  égal  au  pro- 
duit des  moyens.  * 

Soit  prise  pour  exemple  la  proportion  30:S::42:7 ,  on  aura 


Les  moyens  restent  moyens ,  et  les  extrêmes 
extrêmes. 


Les  moyens  sont  mis  à  la  place  des  extrêmes 
et  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens. 


Ainsi  avec  quatre  nombres  en  proportion,  on  peut  former  sept 
nouvelles  proportions ,  en  tout  huit  proportions. 

Corollaire  1.  Dans  une  proportion,  si  l'on  multiplie  ou  si  l'on  di- 
vise en  même  temps  un  moyen  et  un  extrême  par  un  même  nombre, 
il  y  aura  eocore  proportion  entre  les  termes  transformés  et  ceux  qui 
n'ont  pas  été  altérés;  en  effet,  on  aura  toujours  le  produit  des  ex- 
trêmes égal  au  produit  des  moyens,  puisqu'en  multipliant  un  des 
Bioyens  par  un  nombre ,  le  produit  des  moyens  aura  été  multiplié 
par  ce  nombre ,  et  puisqu'en  multipliant  un  extrême  par  ee  nombre, 
le  produit  des  extrêmes  aura  été  multiplié  par  ce  nombre.  Soit  pour 
exemple  la  proportion 

45:9::180:36,  on  îmra  45X2:9::  180X2:36, 

oubien  45:9)<4::18Q:36X4} 

ou  bien  encore  -5-  :  ^  : I  -5-  :  96» 

le  plus  fréquemment ,  on  divise  un  antécédent  et  son  conséquent  par 
un  même  nombre ,  quand  on  aperçoit  un  factepr  cpmmun  à  ces 
deux  termes.  Ainsi  on  diviserait  45  et  9  par  3 ,  ce  qui  donnerait 

15:3::  180 :36î- 

Nous  engageons  le  lecteur  à  foire  sur  les  termes  d'unç.  proportion  , 
toutes  les  modifications  possibles ,  parce  qu'on  a  très*souvent  besoin 
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de  proportions  dans  les  mathématiques,  et  qull  faat  savoir' les  sim- 
pliûer. 

Ainsi  quand  il  entre  une  fraction  dans  une  proportion ,  on  peut 
multiplier  deux  termes  de  la  proportion  par  le  dénominateur  de  la 
fraction,  et  Ton  n*a  plus  qu'à  opérer  sur  de^S  nombres  entiers;  car 
alors  le  dénominateur  disparait. 

Corollaire  2.  Quand  on  eonnàit  les  trois  premiers  termes  d'une 

proportion,  le  quatrième  s'obtient  en  divisant  le  produit  des  moyens 

par  Vextréme  connu.  Nous  savons  que  le  produit  des  moyens  est  égal 

au  produit  des  extrêmes,  donc  Textrème  inconnu  ouiltîplié  par  Tex- 

trème  connu  est  égal  au  produit  des  moyens,  nous  avons  donc  un 

produit  de  deux  facteurs  et  Tun  de  ses  facteurs ,  ce  qui  conduit  à  une 

division.  Désignons  le  quatrième  terme  par  x^  dans  la  proportion 

suivante  38:24::19:a;.  On  aura  24x19  égal  à  38x^;  et  par  suite  x 

24x19 
égal  à     Qg    ,  ce  qu'on  écrit  d*une  manière  abrégée.  24xl9^«=38X«2r, 

24x19  456 

d'où  a?=  — ^ — ;  en  effectuant  les  calculs,  on  a  a?  =^  -sq-»^*"  divi- 
sant on  trouve  pour  quotient  12.  Mais  on  pouvait  simplifier  en  divi- 
sant le  numérateur  et  le  dénominateur  par  2,  de  cette  manière 

12x19 
X  =  — ^r^ — ,  et  par  suite  on  voyait  que  x  était  égal  à  12 ,  puisque  le 

facteur  19  était  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

Corollaire  3.  Quand  deux  proportions  sont  écrites  l'une  sous 
l'autre,  terme  pour  terme,  si  l'on  multiplie  par  ordre  les  termes 
de  ces  deux  proportions,  les  quatre  produits  p^'on  obtient  forment 
encore  une  proportion.  Car  on  peut  vériûer  encoïc®  l'égalité  du  pro- 
duit des  nouveaux  moyens  et  des  nouveaux  extrêmes,  en  indiquant 
ces  deux  produits  et  en  groupant  les  facteurs  d'une  manière  con- 
venable. Soient  les  deux  proportions 

18  *  6  *  *  42  *  14  ^ 

;  o  '. '.  Ao  '.  4o  1  »  ^"  multipliant  terme  par  terme,  on  obtient 

18X24,6X3,42X48    et    14x12. 
Indiquons  les  produits  des  moyens  et  des  extrêmes,  nous  avons 

(18X24)  (14X12)    et    (6  X  3)  (42  X  48) , 

que  nous  pouvons  disposer  dans  un  autre  ordre  18.14  X  24  X 12  et 
6.42  X  3  X48,  or  à  causT  de  la  première  proportion ,  on  a  6  X  ^•2 
égal  à  18  X 14  ;  à  cause  de  4a  seconde ,  on  a  3  X  48=24  X  12 ,  donc 
enfin  le  produit  des  nouveaux  moyens  est  égal  au  produit  des  nou- 
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veaux  exlrèmes,  et  par  suite  on  a  18  X  ^:6X  3::42x4a:  14X  t2; 
ce  qa'il  fallait  démontrer. 

Le  raisonnement  serait  le^  même  pour  trois  proportions ,  ou  même 
pour  un  plus  grand  nombre  de  proportions. 

Ainsi ,  quand  plusieurs  proportions  sont  écrites  les  unes  au-des- 
sous des  autres ,  si  on  multiplie  les  termes  entre  eux  par  ordre ,  les 
quatre  produits  généraux  qu'on  obtiendra  forment  une  pro- 
portion. 

Exemple  :  3:t5::7:35 

8:2::24:6 
18:6::45:15 

on  aura:    ax8Xt8: 15x2x6  ::  7  X2ix  45  :  35x6x15. 

Prenons  une  proportion ,  et  écriyons-la  une  autre  fois  sous  la  pre- 
mière; en  multipliant  entre  eux  les  termes  de  ces  deux  proportions , 
on  a  une  nouvelle  proportion.  Mais  alors  les  quatre  produits  sont  les 
carrés  des  termes  correspondants  de  la  proportion  donnée.  Donc,  les 
carrés  des  termes  d'une  proportion  forment  une  nouvelle  pro- 
portion. 

Et  encore  :  les  mêmes  puissances  des  quatre  termes  d'une  pro- 
portion forment  une  proportion. 

Ainsi,  ron  aâl«  :  3«  :  :  W  :  2«  et  21»  :  3»  :  :  14»  :  2» ,  parce  que  les 
quatre  nombres  21,  3,  14  et  2  sont  en  proportion. 

En  général ,  ébaque  opération  de  Varithmétique  a  une  opération 
contraire  ;  ainsi ,  la  soustraction  est  Finverse  de  l'addition ,  la  division 
est  rinverse  de  la  multiplication.  L'élévation  à  une  puissance  doit 
avoir  aussi  son  opération  inverse.  Cette  opération  se  nomme  extrac- 
tion de  racines.  Ainsi ,  on  nomme  racine  quarrée  ou  racine  carrée 
d'un  nombre ,  un  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-même ,  donne  pour 
produit  le  nombre  proposé;  ainsi,  4  est  la  racine  carrée  de  16,  5  est 
la  racine  carrée  de  25, 10  est  la  racine  carrée  de  100. 

Gela  posé,  il  est  naturel  de  penser  que  les  racines  carrées  des  qua- 
tre termes  d'une  proportion  sont  en  proportion,  nous  le  démontrerons 
bientôt  après  les  procédés  et  la  théorie  de  la  racine  carrée  et  cu- 
bique. 

Il  est  évident  que  si  deux  proportions  ont  un  rapport  commun  y 
les  autres  rapports  forment  une  proportion.  Car  deux  quantités 
égales  à  une  troisième  sont  égales  entre  elles.  Ce  principe  est  très- 
souvent,  appliqué. 

Exemple:  !<>  21  :  3  ::14:^, 

2«  2i:3::4â:6 , 

il  en  résulte  la  proportion  :  14  : 2  :  :  42  : 6. 
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De  même  ;  H  deux  proportions  ont  les  antécédents  égaux^  hs 
conséquents  forment  une  nouvelle  proportion ,  car  pn  peut  changer 
les  moyens  de  place  dafis  ehacâne  des  deux  proportions ,  et  alorâ  on 
trouve  deux  proportions  qui  ont  le  premier  rapport  commun,  d*oà  il 
résulte  que  las  deux  autres  rapports  sont  en  proportion  ;  mais  ces^deux 
derniers  rapports  sont  formés  des  conséquents  des  deux  proportions  ; 
donc  ces  conséquents  sont  en  proportion. 

Exemple:  3:15::7:35  )  ^„  ^  i  3:7::15:35 

donc  enfin ,  15  :  35  :  :  18  ;  42.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Par  un  semblable  raisonnement ,  on  ferait  voir  que  si  deux  propor^ 
tions  ont  les  conséquents  égaux ,  les  antécédents  forment  ime  pro- 
portion. 

Principe  IV.  Si  dans  une  proportion ,  on  fait  la  somme  des  deux 
premiers  termes  et  la  somme  des  deux  dernieirs^  il  en  rémlteui^e 
nouvelle  proportion  entre  la  somme  des  deux  prevmrs  et  U  second 
et  la  somme  des  deux  derniers  et  le  troisième  ;  ou  plus  simplement, 
la  somme  des  deux  premiers  termes  est  au  second  comme  la  somme 
des  deux  derniers  est  au  quatrième. 

Soit  prise  pour  exemple  la  proportion  18  : 6  ::  45  :  15.  Bn  lyc^utAnt 
6  à  18,  la  raison  du  premier  rapport  augmente  d'une  umlè;  en  ajou- 
tant 15  à  45 ,  la  raison  dn  second  rapport  augmente  aussi  d'une  u wlè  ; 
or,  ces  deux  raisons  étaient  égales  d'abord,  donc  elka  sontenoope 
égales  maintenaijtt,  donc  les  quatre  nonces  forment  une  nouveMe 
proportion ,  et  l'on  a 

18+6: 6;:  45+15: 15. 

On  arriverait  aux  mêmes  conséquences  si  Ton  retranchait  chaque 
conséquent  de  son  antécédent.  Ainsi ,  la  différence  des  deux  premiers 
termes  est  au  second  comme  la  différence  des  deux  derniers  termes 
est  au  quatrième.  On  énonce  ces  deux  principes  de  cette  manière  : 

La  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  termes  est  au  se- 
cond comme  la  somme  ou  ht  différence  des  deux  derniers  est  au  qua- 
trième. Ainsi,  l'on  dira  :  18^:6:6  ::  45i!zl5: 15;  changeant  les 
moyens  de  pkce  dans  cette  proportion ,  nous  obtiendrons  : 

18±6:45±:15::6:15. 

D'où  cette  nouTclle  conséquence  :  la  somme  ou  la  di£l^nGe  deftdevx 
premiers  termes  est  à  la  somme  ou  à  la  dittèrence  des  deux  derniers 
comme  le  second  est  au  quatrième ,  ou  bl<m  comme  le  premier  est  au 
troisième  ,  puisque  l'on  a  18  :  45  :  :  6  'Ab. 


Digitized  by 


Google 


ARITHIIBT109B.  LIVRE  II.  PROPORTION».  79 

Corollaire  1.  Dans  une  proportion ,  la  somme  des  antécédents  est  à 
la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  d  son  con^ 
séquent. 

En  «ffet  :  chaDgeons  les  moyeas  de  place  dans  la  proportion  don- 
née, le  premier  rapport  devient  celui  des  antécédents,  et  le  second 
rapport  est  celai  des  conséquents;  or,  d'après  le  principe  IV,  on 
trouve  que  la  somme  des  deux  antécédents  est  au  second  antécédent 
comme  la  somme  des  conséquents  est  au  second  conséquent,  ou  bien, 
en  changeant  les  moyens  de  place ,  on  trouve  enfin  le  principe  énoncé 
dans  ce  corollaire. 

Le  même  principe  est  vrai  si  Ton  prend  la  différence  des  antécé- 
dents et  la  différence  des  conséquents  ;  il  en  résulte  cette  conséquence  : 

La  somme  des  antécédents  est  à  la  somme  des  conséquents  comme 
la  diflfêrence  des  antécédents  est  à  la  différence  des  conséquents.  Ou 
bien  encore ,  en  changeant  les  moyens  de  place  dans  cette  nouvelle 
proportion ,  on  trouve  enfin  cet  énoncé  :  La  sonmie  des  antécédents 
est  à  leur  différence  comme  la  somme  des  conséquents  est  à  leur  diffé- 
rence. 

Nous  répétons  ici  que  les  énoncés  ^e  ces  différents  principes  et  de 
ces  corollaires  doivent  être  continuellement  présents  à  la  mémoire  des 
élèves. 

Au  lieu  d'ajouter  une  fois  un  con^uent  à  son  antécédent,  on 
pourrait  l'ajouter  deux,  trois...,*  dix  lois,  etc.  Par  suite,  on  a  ce 
nouvel  énoncé  :  La  somme  du  premier  terme  plus  m  fois  le  second 
(m  est  mis  pour  un  nombre  quelconque)  est  au  ^ond ,  comme  le 
troisième  plus  m  fois  le  quatrième  est  au  quatrième. 

On  nomme  proporlkii  continue  use  proportion  dans  laquelle  les 
deux  majemt  sont  égaux.  Ce  moyen  est  dit  alors  moyen  proportion* 
nel  entre  les  deux  extrêmes.  Ce  qui  correspond  à  la  mo^nne  arith- 
métique entre  les  deux  nombres  pour  les  équidifTèrences. 

16  : 8  :  :  8 : 4  est  une  proportion  continue ,  8  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  16  et  4.  Dans  une  pareille  proportion ,  le  produit  des 
extrêmes  est  encore  égal  au  produit  des  moyens;  ces  moyens  étant 
égaux,  leur  produit  est  le  carré  de  ce  moyen.  Donc,  dans  une  pro- 
portion continue,  le  carré  du  moyen  est  égal  au  produit  des  ex- 
trêmes. Et  par  suite ,  on  toit  qu'une  moyewne  proportionnelle  entre 
deux  nomlûres  est  égale  à  ta  radne  carrée  du  produit  de  ces  deux 
nenères ,  la  racine  carrée  est  désignée  par  ce  signe  (|/  )  qui  précède 
le  nombre  ;  ainsi ,  |/âf7  est  prononcé  racine  carrée  de  â7;  cela  posé , 
soit  à  prendre  une  moyenne  prefNMrtionneUe  entre  48  et  8,  on  aura , 
en  désignant  lar  moyenne  par  a;,  48  ta?:  la;:  3;  et  par  suite,  48x3=^=^, 
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et  enfin,  ir=V^4Sx3.  En  effectuant  on  tronve  12,  et  on  a  p;ir 
suite  48: 12::  12:4. 

Nous  ferons  voir  bientôt  que  la  moyenne  géométrique  entre  deux 
nombres  est  plus  petite  que  la  moyenne  arithmétique  entre  les  mêmes 
nombres. 

39.  Pour  simplifier  les  solutions  de  certains  problënMs  où  Ton  consi- 
dère des  rapports  égaux ,  on  pose  le  principe  suivant  : 

Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  la  êomtne  des  antéeédeniM  est 
à  la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  son  con- 
séquent. 

Prenons  un  exemple  : 

24:6::16:4::28:7::32:8. 

Les  rapports  24  : 6,  16  : 4,  28  : 7  ont  pour  raison  4;  ils  sont  donc 
égaux.  On  énonce  ainsi  une  pareille  suite  :  24  est  à  6  comme  16  est  à 
4,  comme  28  est  à  7,  comme  32  est  à  8. 

Avec  cette  suite,  on  peut  former  autant  de  proportions  réellement 
distinctes  qu'on  peut  disposer  4  nombres  deux  ^  deux  de  toutes  les 
manières  différentes. 

Or,  prenons  les  deux  premiers  rapports,  ils  donnent  la  pro- 
portion : 

24:6::16:4. 

Dans  cette  proportion ,  Yom  a  24^16  : 6+4  :  :  16  : 4.  Or,  le  rap- 
port de  16  à  4  est  égal  au  rapport  de  28  à  7  ;  on  aura  donc  en  rempla- 
çant par  ce  dernier  rapport  le  rapport  égal  16  : 4  ; 

24+i6:6+4::28:7. 

Mais  dans  cette  dernière  proportion  ,  la  somme  des  antécédents  est 
à  la  somme  des  conséquents,  comme  un  antécédent  esta  soneonséquent; 
par  suite  on  aura  : 

24+ 16+28:  6+4+7::  28: 7. 

Remplaçant  encore  le  rapport  de  28  à  7  par  le  rapport  égal  28  : 8 , 
on  obtient  : 

24+16+38  :*6  +  4+7::32:8,  et  enfin  on  trouve: 
24+16  +  28+32: 6+4+7+8::  32: 8. 

Ce  qu*il  fallait  démontrer. 

Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'on  peut  remplacer  le  rapport  3Q:S 
par  un  quelconque  des  rapports  égaux.  Le  raisonnement  que  nous  ve- 
nons de  faire  convient  à  un  nombre  quelconque  de  rapports  égaux. . 

Soient  prises  des  proportions  coimne  exemples,  nous  verrons  qu'on 
en  peut  faire  dans  certains  cas  une  suite  de  rapports  égaux. 
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Désignons  des  inconnaes^  par  âr,  y  e(  z,  et  prenons  les  trois  pro- 
portions : 

i?:îr::3:5 
y:z::5:7 
x:z::3:7 

Es  changeant  lés  moyens  de  places ,  nous'^trouyons  : 

*  .  a?:3::y:5 
y:5::«:7 
x:Z::z:i 

la  dernière  est  une  conséquence  des  deux  premières;  pn.peut  écrire 
la  suite  des.  rapports  égaux 

x:Z::y:b::z:7; 

d*où  résulte  la  proportion 

^ + y+z  :  3+5+7  :  :  a?  :  3  :  :  y  :  5  :  :  z  :  7. 

Nous  emjploierons  bientôt  cette  proportion ,  ou  des  proportions  ana- 
logues ,  dans  les  problèmes  nommés  règles  dé  société. 

On  écrit  quelquefois  une  suite  de  rapports  égaUt  de  cette  ma- 
nière : 

a?:y:2::3:5:7. 

Cette  manjère  d'écrire  est  considérée  comme  une  convention ,  elle 
peut  conduire  à  dc^  inexactitudes  ;  aussi  ne  TaTons^nous  notée  que 
pour  ^'cp  en  comprenne  la  sign^cation ,  si  oh  la  rencontre  daâscer- 
taiatavtemau 


Nous  croyons  encore  devoir  avertir  les  lecteurs  que  les  énoncés  de 
tous  les  principes  de  la  théorie  des  proportions  doivent  être  conti- 
nuellement présents  à  leur  mémoire,  et  nous  ferons  remarquer  encore 
que  les  principes  véritablement  fondamentaux  sont  les  suivants  qui 
résument  la  théorie  des  proportions  par  quotient. 

Principe  I.  Dans  une  proportion,  le  proénit  de$  extrêmes  est 
égal  eu  produit  des  moyens.  -      - 

Principe. U.  Si  Quatre  notnbr^  ne  sont  pas  en  proportion^  h 
produit  des  extrêmes  n'est  pa^  égal  uu  produit  des  moyens. 

Principe  III.  L'nfi^n  y  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  au 
second  comme  la  somme  des  deux  derniers  est  a^  quatriétne. 
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LIVRE  TROISIÈME. 

PUISSANCES  ET  RACINES. 

EXTRACTION  DE  LA  RACDCB  CARBiS  DES  NOMBRES  ENTIERS 

ET  DBS  FRACTIONS. 

EXTRACTION  DE  LA  RACINB  CURfûUE. 


Le  carré  d'un  nombre  ou  la  deuxième  pnManee  de  ce  BomiM*e  est 
le  produit  qu'on  obtient  en  multipliant  ce  nombre  {for  lui-même. 
Ainsi ,  4  est  le  carré  de  %  9  est  le  carré  de  3. 

Extraire  la  racine  carrée  d^un  fwmbrey  c'est  irower  un  nomtre^ 
qui,  multiplié  par  lut-méme,  produise  le  nombre  donné.  En  «n 
mot,  la  racine  carrée  d'un  nombre  est  un  nombre  dont  (e^tr^est 
le  nombre  donné. 

Ainsi ,  3  est  la  racine  carrée  de  9,  car  le  carré  de  3  est  9.  L'extrac- 
tion d'une  racine  est  une  opération  inverse  de  l'éléyation  à  la  puis- 
sance oorro^pondante»  et  de  même  que  pour  la  dirlsioû,  qtA  est  Topé- 
ratioB  iR?erse  de  la  multiptiealian ,  nous  a?«BS  «berclié  à  4êdKiire  le 
procédé  de  reanarquet  laôtes  av  la  miiltiplietÉofi  ;  nous  fernerm» 
d'abord  les  carrés  4es  nombres  d'un  seul  chiilre ,  pw  PôW4Jièifào«\ 
rons  conmient  se  forme  le  carré  é'un  nombre  de  deux  cMCfres. 

Nous  en  déduirons  le  procédé  d'extraction  de  la  racine  carrée,d*un 
nombre  de  plus  de  deux  chiffres,  et  noys  verrons  qu'on  peut  gêné- 
rediser ,  pour  un  nombre  entier  quelconque ,  la  méthode  à  laquelle 
on  est  parvenu  pour  fextraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  de  3 
ou  de '4  chiffres. 

tescarréf  de  i,  2,  3,    4,    S,    6,    7,    «,    9.    tO, 
sont  1,  4,  9,  16,  25»  ^  49,41,  ^UiWk 

Nous  yof^Bs  réciproquement  que  les  racines  carrées  des  nondn'es 
de  la  seconde  ligne  sont  les  nonces  Correspondants  de  la  première. 

Hais  panai  les  nombres  ontiers  de  deux  cbiffires ,  quatre-Tîiigt-dix 
ne  sonf'pas  les  carrés  de  nombre  entiers.  Par  exemple,  38  ne  peut 
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pas  ftToir  ée  râehie  entière ,   puisc^e  38  edi  eoAipfl»  enWk  9^,  qui 
est  le  cMrré  de  6,  et  49,  qm  esl,le  earré  de  7. 

Il  est  nattord  de  chercha'  si  le  nembre  38  pettt  être  obtenu  par  le 
prodait  d^nn  nombre  frtetionBaire  nraKiplié  par  hii-mèrae.  En  un 
mot,  Tojons  si  38  edt  le  carré  d'nn  nombre  fractionnaire. 

Supposons  que  le  nombre  fractionnaire  64^=,  élevé  au  carré,  soit 

égal  à  38,  il  est  {dos  simple  de  transformer  8  en  l'^,  nons  obtenons 

*     42'  3  45 

^s  y,  .eu  ajoutant  s,  nous  obtenons  y;  formons  le  carré  de 

y, il  eu  résuie  Çxy,c«^-direy^,  cequiestégal  k  ^; 

45 

or»  teimmbre  fractionnaire  y  ét^t  irréductible ,  donc  45'  et  7'  sont 

45* 
preiBiers  «ntre  eux,  donc  y|-  est  encore  un  nombre  fractionnaire  ir- 

réductible  (b9  26)  ;  il  est  dtm  impossible  qjue  38  soit  égal  à  -s^,  donc  ' 

45        ■  ' 

y  Qepeutétrel9r94^ueç^éede3^ 

Ainsi ,  en  génélrat ,  un  nombre  qui  n'est  pas  le  carré  d*un  nombre 
entier,  ne  peut  être  non  plus  le  carré  d'un  nombre  fractionnaire,  et 
par  suite ,  là  racine  est  incommensurable  ^î). 

Qu'est-ce  donc  alors  qu'extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre 
ooimne  67,  puisqu'on  ne  peut  trouver  aucun  nombre  qui ,  muU^lié 
par  luinoséme ,  donne  67  ? 

De  même  qu'on  ne  trouve  le  plus  souvent  le  quotient  d'une  divi- 
àon  qu'avec  une  approximation ,  en  général ,  on  ne  trouve  tes  ra- 
cines des  nombres  qu'avec  des  approximations. 

Ainsi  par  exemple,  67  étant  compris  entre  64  et  81 ,  sa  racine  sera 
comprise  entre  8  et  9  ;  8  serait  donc  la  racine  de  67,  à  moins  d'une 
Ufiitéy  c'est-à-dire  à  nne  uniU  prés. 


(0  En  général  soU  A  un  nombre  entier,  qui  n'a  pas  pour  racine  un  nombre  en- 
tier.  SoppoçaiBS  ^a'il  ait  pour  racine  un  nombre  —,  on  aura  donc  A«=^- )  =  — j  i 

Oiosi  A=s  j-,  in  et  ft  sant  premiers  entre  e^x,  on  aurait  A  xn' ==»»»',  par  suite 

A  K^m>L^ ,  0»  n  est  premier  «v«c  m,  donc  i\  devrait  diviser  m;  ce  qut  est 
abtnrde. 
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N0119  verrons  intaaiàt  qii'tm  peut  toajours  trouyer  deox  nombres 
très-peu  dififérents  Ton  de  Fantre ,  et  qui  élevés  tu  carré  eçmpren- 
nent  le  nombre  donné.  L*un  des  deux  nombres  est  dit  la  racine  du 
nombre  donné  avec  une  cerUdne  approximation»  et  c'est  p<mr  cela 
que  Ton  dit  que  Ton  peut  approcher  d*une  racine  d'une  quantité  aussi 
petite  qu'on  le  veut  (1). 

Nous  devons  dire  même  que  les  extractions  par  approximation  sont 
la  partie  la  plus  importante  de  ce  troisième  livre  de  notre  arithmé- 
tique. 

D'après  la  définition  pour  avoir  la  racine  carrée  de  79B^  par 
exemple ,  il  faudrait  faire  les  carrés  des  nombres  entiers  consécutif 
jusqu^j^  ce  qu'on  trouvât  729  ;  mais  ce  procédé  cpii  résulte  de  la  défi- 
nition même  de  la  racine  carrée  est  impraticable  pour  des  nonibres 
considérables  à  cause  de  la  longueur  des  calculs,  '<m  emiMe  alors 
un  procédé  d'extraction ,  qui  est  fondé  sur  des  considérations  très- 
simples. 

Quand  le  nombre  donné  est  de  deux  chififreSi  la  racine  n'ayant 
qu'un  seul  chiffre ,  on  la  trouve  de  mémoire. 

Quand  ce  nombre  donné.est  plus  grand  que  100  comme  le  carré  de 
10  est  100,  la  racine  du  nombre  donné  sera  plus  grande  que  10,  elle 
devra  donc  contenir  des  dizaines,  et  elle  contiendra  en  général  des 
unités ,  voyons  donc  conmient  se  forme  le  carré  d'un  nombre  qui 
contient  des  dizaines  et  des  unités.  Faisons  le  carré  de  57. 

57 
Opération  57 


Carré  des  unités  49 

Produit  des  dizaines  par  les  unités  350 

Produit  des  unités  par  les  dizaines  350 

Carré  des  dizaines  2500 


C'est-àMiire,  en  procédant  par  l'ordre  des  nombres  les  plus  élevés, 
ce  carré  d'un  nombre  formé  de  dizaines  et  d'unités  contient  :  1^  le 


(1)  Ainsi  on  admet  qu'il  y  a  un  nombre  à  la  vérité  incommensurable,  c'esl-à-dire 
qui  n'est  ni  entier  ni  fractionnaire,  qui,  élevé  au  carré ,  donne  38. 

C'est  ce  nombre  qu'on  appelle  par  analogie  la  racine  carrée  de  S8,  et  on  est  au- 
torisé à  admettre,  qu'il  y  a  en  effet  un  nombre  pareil,  puisqu'on  élevant  deux 
nombres  extrêmement  peu  différents  l'un  de  l'autre,  on  trouve  deux  nombres  qui 
comprennent  38.  / 
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canrè  des  dizaines;  2^  deux  fois  le  produit  des  dizaines  par  les  uùités 
et  enfin  le  carré  des  unités  (i);  le  carré  de  57  est  3249. 

Cherchons  la  racine  carrée  dç  3249. 

Ce  nombre  est  plus  grand  que  100,  sa  racine  est  donc  plus  grande 
que  10 ,  cette  racine  étant  composée  de  dizaines  et  d'unités ,  son  carré 
contiendra:  1^  le  carré  des^ dizaines,  2^  le  double  du  produit  des 
dizaines  par  les  unités  et  le  carré  des  unités  ;  mais  le  carré  de  dix  est 
cent,  et  le  carré  des  dizaines  ne  peut  être  qu*un  nombre  de  centaines; 
ce  carré  des  dizaines  ne  peut  donc  être  que  dans  les  centaines  du 
nombre  3â49. 

Je  sois  donc  owiduit  à  séparer  les  centaines  de  ce  nombre*  Ainsi 
je  sépare  sur  la  gauche  les  centaines  de  3249  par  une  virgule ,  et  je 
/suis  conduit  à  extraire  la  racine  carrée  des  32  centaines  obtenues. 

La  racine  carrée  de  32  est  5 ,  car  32  est  compris  eiitre  25  et  36,  25 
1  pour  racine  5  ^  et  36  a  pour  racine  6 ,  donc  5  est  la  racine  é\iplu$ 
gran^^  carré  contenu  dans  32.  Il  est  donc  naturel  de  dire  que  5  est 
le  diiffre  des  dizaines  de  la  racine;  mais  une  question  se  présente, 
32  ne  contenait  pa^ seulement  le  carré  des  dizaines»  il  pouvait  con- 
tenir encore  les  retenues  provenant  de  la  somme  des  deux  autres 
pirties ,  il  est  donc  nécessaire  de  voir  si  ,5  est  le  chiilre  des  dizaines 
de  la  racine.  Nous  allons  le  démontrer. 

32  est  compris  entre  25  et  36 ,  32  et  36  diffèrent  au  moins  d'une 
unité  ;  en  multipliant  ces  trois  nombres  par  100,  nous  avons  encore 
3200  compris  entre  2500  et  3600;  mais  3200  et  3600  diffèrent  au 
moins  d'Une  centaine,  par  suite  en  ajoutant  à  3200  un  nombre 
moindre  que  cent,  c'est-à-dire  49,  on  obtient  encore  3249  pins  petit 
que  3600;  donc  ce  nombre  donné  est  comprît  entre  2500  qui  est  le 
carré  de  50,  et  3600,  qui  est  le  carré  de  .60.  Ainsi  la  racine  de  3249 


(t)  Désignons  les  dizaines  par  d  et  les  unités  par  u ,  le  nombre  sera  d-h  u ,  donc 
le  carré  s'obtiendra  en  multipliant  d+  u  par  d-f  u;  en  multipliant  par  ordre  et  en 
rassemblant  les  termes  égaux^  on  trouve  (d+u)«— d2+2dtt+«2.  Dans  l'opération, 
on  commence  parmultiplier  par  les  dizaines,  puis  par  les  unités , 

d+ù 
d+tt 


+  d«+«« 
d8+2dv  +  uî 
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est  coinprife  en4re-50  et  6Q,6'e^-à^ire  entre  5  dizdiieset  Gdizaiïieg, 
donc  5  est  le  chiffre  àeÈ  difainet  de  la  racine  (i). 

n  est  naturel  de  retrancher  le  carré  dQ  5*de  32 ,  on  obtient  pour 
reste  7,  et  à  la  droite  de 7,  on  abaisse  la  tranche  de  deus  chiffre» 
qui  àuit ,  on  obtient  alors  749.  Ce  nombre  contient  les  deuï  autre» 
parties  dii  carré  de  la  racine  de  3249,  t'est-^à-dire  deut  fois  le  ptt>- 
duit  des  dizaines  par  les  unités  et  le  carré  deâ  unités.  Mais  ce  doubla 
produit  des  dizaines  par  les  unités,  étant  uii  nombre  de  dizaines,  ne 
pourra  se  trouver  que  dans  les  dizaines  de  749 ,  je  suis  donc  conduit 
à  séparer  les  dizaines  de  749;  j'obtiens  ainsi  74  qui  doit  Contenir  te 
double  de  5  multiplié  par  le  chiffre  des  unités;  donc  en  ditdisànt  ^ 
par  2  fois  5  ou  10 ,  je  pourrai  aToir  te  chiffre  dei  unités  y  10^  M  een- 
tenu  7  fois  dans  74 ,  je  puis  donc  essayet  7. 

Car  on  ne  peut  pas  assurer  que  le  chiffre  7  soit  le  cMiïte  dés  ilititèà 
puisque  74  contient  non^seidement  le  double  produit  4^1  dizaitie^ 
par  les  unités ,  mais  encore  leé  dizaine»  provenant  du  carré  des  unif- 
iés. Mais  cet  essai  se  fait  en  écrifanl^7,  à  droite  du  double  des  dîr 
zaines  (ce  qui  fait  prendre  à  ce  double  det  dizaines  sa  i^aleorrèlàtiveX 
et  en  multipliant  par  7 ,  le  produit  se  compose  :  i»  dâ  carré  des^dî* 
zaines  ;  2»  deux  Ms  le  produit  des  dizaines  par  les  unités:  ces  dciit 
parties  sont  ce  qui  complet^  le  carré  de  57*  Or  en  muRi{^aat  107  pur 
7 ,  on  obtient  749 ,  donc  7  est  le  chiffre  de  la  radne.  On  pose  Yi^*^ 
ration  de  la  manière  suivante  : 


carré  de  51  ' 

reste  suivi  de  la  tratiche 


reste        nul. 

Appliquons  le  même  raisonnement  au  nombre  5467. 
Ce  nombre  est  phis  grand  que  100,  la  racine,  plus  grande  que  10^ 
contient  des  dizaines,et  peut-être  des  unités;  dans  ce  cas  5467  contient 


(1)  On  écrit  ainsi  en  abrégé  le  raisonnement  précédent  (le'stghe  <'  signifie  p/»# 
petit  que^  ainsi  3<7  s'énonce  3  plus  pe(H  que  7)^ 

25<  32  <  36       multipliailt  parioo,  après  avoir 
remarqué  que  32  et  36  différent 
au  moins  de  i ,  25  x  iOO<32QO<36oo     puis  en  observant  que  3200  et  HW 

diffèrent  au  moins  de  100,  25  x  1^00 <3249< 3600     et  enfin 

5x  10  <J^32l9<èx  10  donc  5  est  le  chiffre  des  dizaine». 


32,49 

5 

25 

iW 

~Tm 

7 

749 

7i9 
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le  carré  4ed  divines  ^«la  Tkckm  H  dèox  àulrM  i^titos  ;  nftii  le  carré 
^tes  dkainés  est  iiii  nombre  de  eentakiês  q^  ne  pe^t  être  eontentt 
<Ioe  dama  les  3*  certaines  èft  tiômlWe  dèMié.  Jesvh  donc  conduit  à 
«épater  dcnx  ditffres  sur  la  droite  dans  te  nombre  de  gauche ,  et  à 
extraire  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans  54,  7  est  la 
racine  de  54,  je  retranche  49  de  54  il  reste  5,  j'abaisse  la  tranche 
««▼ânte  ♦  67  il  en  résuRë  le  nombre  567,  Je  s^re  les  ditaines  de 
ce  nombre,  ce  qui  donne  56,  et  je  dirise  par  deiïx  léîs  7,  c'est-à- 
dire  14 ,  56  contient  14  3  fois,  j'éerts  3  à  la  ^fte  de  14,  et  je  mtdti- 
plie  par  4  ;  144  X  4  çst  égal  à  576  qui  est  plus  grand  que  567 ,  4  est 
<fonc  trop  grand ,  je  prends  3  et  j'écris  143  X  3 ,  j'obtiens  429  que  je 
puis  retrancher  de  567  sur  le  chiffre  des,  unités  : 


S467 

73 

49 
567 

i44 
4 

4â9 

676 

1% 

143 

3 

429 

Pour  fairela  preuve»  il  fout  multiplier  la  racine  carrée  par  elle-même^ 
le  produit  doit  être  le  carré  dont  on  l'a  eitraite ,  s'il  y  a  un  reste ,  on 
l'ajoute  au  produit  de  la  multiplication  de  la  racine  carrée  par  elle- 
même  ,  et  on  doit  retrouver  le  carré. 

Les  raisonnements  qui  précédent  suffisent  pour  qu'on  puisse  ex- 
traire, la  racine  carrée  d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra. 
Soit  par  exemple  à  extraire  la  racine  carrée  de  3647868,  nous  aurons 
d'abord  à  séparer  deux  chiffres  sur  la  droite,  puis  à  extraire  la  racine 
carrée  du  plus  grand  carré  contenu  dans  36478  centaines ,  nous  se- 
rons donc  conduits  encore  à  séparer  deux  chiffres  sur  la  droite  de  ce 
nombre ,  ce  qui  nous  conduira  à  extraire  la  racine  carrée  de  364  et 
en  continuant  ainsi  on  verra  que  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un 
nombre  plus  grand  que  100,  il  faut  employer  le  procédé  suivant. 

Règle  eéN^aAlB  ns  l'extraction  de  là  racine  carrée  d'un  nombre 

ENTIER. 

On  écrit  le  iMmbre,  et  à  sa  droite  on  place  un  trait  pour  écrire 
les  chiffres  de  la  racine  à  mesure  qu'on  les  trouve.  On  sépare  le 
nombre  en  tranches  de  deux  chiffres  en  commençant  par  la  droite 
la  première  tranche  de  gauche  peut  n'avoir  qu*un  seul  chiffre;  il 
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y  a  autant  àe  chiffrés  à  la  racin»  qu'il  y  a  de  iranekeê  de  deux 
chiffres  dans  le  nombre  donné.  On  extrait  la  racine  dupl^s  grand 
carré  contenu  dans  la  première  tranchée  gauche;  cette  racine^ 
qui  ne  peut  avoir  qu'un  seul  chiffre,  est  le  chiffre  des  plus  hautes 
unités  de  la  racine  cherchée.  On  récrit  d  la  place  réservée  à  la 
droite  du  nombre  donné. 

On  fait  le  carré  de  ce  chiffre  et  on  le  soustrait  de  la  première 
tranche  à  gauche. 

,  A  la  droite  du  reste  on  abaisse  la  tranche  suivante,  et  on  sé- 
pare dans  ce  reste  le  premier  chiffre  d  droite ,  le  nombre  de  gauche 
qui  en  résulte  sera  divisé  par  le  double  de  la  racine  obtenue.  Si 
ce  double  de  la  racine  est  contenu  dans  le  dividende  indiqué ,  il 
est  possible  que  le  quotient  obtenu  soit  le  chiffre  de  la  racine  qui 
suit  celui  que  Von  a  trouvé, etpour  l  essayer,  on  V écrit  d  la  droite 
du  douhle  de  la  racine  trouvée,  et  on  multiplie  le  nombre  qui  en 
résulte  par  le  quotient  trouvé;  si  le  produit  n'est  pas  plus  grand 
que  le  reste  complet ,  trouvé  le  quotient  est  le  second  chiffre  de  la 
racine ,  et  on  récrit  d  cette  racine.  Si  le  produit  formé  est  plus 
grand  'que  le  reste  complet ,  on  essaye  ce  chiffre  diminué  de  une 
ou  deux  unités  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  chiffre  convenable  ;  si  le 
double  de  la  racine  n'est  pas  contenu  dans  les  dizaines  du  reste 
complet  y  on  écrit  zéro  à  la  droite  du  chiffre  trouvé  de  la  racine , 
et  on  opère  comme  il  va  être  indiqué  pour  le  cas  oii  Von  a  obtenu 
les  deux  premiers  phi ffres  de  la  racine. 

A  la  droite  du  second  reste  on  écrit  la  tranche  suivante,  on  se' 
pare  les  dizaines  de  ce  reste  et  on  divise  ces  dizaines ,  par  le  double 
de  la  racine  écrite:  pour  essayer  le  quotient  trouvé ,  on  Vécrit  à  la 
droite  du  double  obtenu ,  et  on  multiplie  le  nombre  qui  en  résulte 
par  ce  quotient  y  on  retranche  le  produit  du  dernier  restée  suivi 
de  la  seconde  tranche,  puis  on  écrit  ce  quotient  (s'il  y  a  lieu),  à  la 
droite  des  chiffres  de  la  racine,  puis  on  continue  de  la  même  ma-' 
niére  jusqu'à  ce  qu'on  ait  abaissé  la  dernière  tranche  à  droite. 


Exemple                                   30,6  7,9  7 

553 

25 
l*"^  reste  suiri  de  la  2e  tranche    5  6,7 

105 
5 

1103 

525 

2«  reste  suivi  de  la  3®  tranche       4  2  9,7 

3309 

525 

3309 

3e  reste 


988 
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Vérification" 

S53 

553 

1659 

27658 

27658 

• 

9 

306797, 

égal  au  nombre  donné. 

Avec  rhabitude  de  ces  calculs,  on  évite  d*écrire  les  produits  deaK< 
fois ,  et  on  retranche  immédiatement  les  produits  partiels  à  mesure 
qa'on  les  trouve  ;  alors  l'opération  s'écrit  ainsi  : 


30,6  7,9  7 
5  6.7 
4  2  9.7 
988 


553 


105  1  1103 


mais  il  vaut  mieux  opérer  comme  dans  les  premiers  cas,  de  peur  de 
commettre  des  erreurs. 

Première  remarque.  Quelquefois  en  cherchant  le  chiffre  des  uni- 
tés, on  diminue  ce  chiffre  des  unités  de  deux  ou  de  trois  unités.  Il 
fàui  avoir  un  moyen  de  reconnaître  si  le  chiffre  des  unités  ainsi  mo- 
difié n'est  pas  trop  petit.  On  pourrait  le  vérifier  au  moyen  de  cette 
remarque ,  que  It  difiérence  entre  les  carrés  de  deux  nombres  entiers 
consécutif,  égale  le  double  du  plus  petit  nombre  +i. 

Bn  effet,  soit  a  et  a^-l  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Les 
carrés  de  ces  nombres  sont  a*  et  a*-{-2a-f-l  >  en  retranchant  dû  se- 
cond carré  le  premier ,  on  trouve  pour  reste  2a  + 1  »  ce  qu'il  fallait 
trouver.  Donc ,  quand  en  extrayant  la  racine  carrée  d'un  nombre 
cDtfer,  on  trouve  pour  reste  un  nombre  plus  grand  que  le  double  de 
la  racine  trouvée  +1-  C'est  que  cette  racine  sera  trop  petite. 

Deuxième  remarque.  En  élevant  un  nombre  entier  au  carré ,  le 
chiffre  des  unités  de  ce  carré  ne  peut  provenir  que  du  carré  des 
unités;  mais  les  carrés  des  neufs  premiers  nombres  ne  sont  jamais 
terminés  par  les  chiffres  2 , 3,  7, 8. 

Quand  un  npmbfe  entier  est  terminé  par  les  chifires  2,  3, 7,  8«  la 
racine  du  non^re  donné  est  incommensurable.  Par  conséquent,  alors 
la  racine  ne  peut  être  trouvée  qu'avec  une  .certaine  approximation. 

Quand  on  veut  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  frac- 
tionnaire, on  ne  peut  avoir  en  général  qu'une  approximation;  voyons 
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comment  on  peut  trouver  la  racine  carrée  à  une  unflè  p^ès  ;  soit  par 

3457  12 

exemple  -g^-  qui  est  égal^à  53  et  g^. 

Le  nombre  53  a  pour  racine  carrée  7  ;  je  dis  que  7  est  la  racine  car- 
rée du  nombre  fractionnaire  à  moins  d'une  unité  près.  En  effet  53  est 
compris  entre  49  et  64,  mais  53  et 64  diffèrent  au  moins  d'une  unité; 

donc  en  ajoutant  ^^  à  53 ,  nous,  aurons  encore  des  nombres  par  ordre 

de  grandeur.  Donc  7  est  la  racine  carrée  du  nombre  donné  à  moins 
d'une  unité  près. 

Racine  carrée  des  fraciiom. 

Nous  savons  que  pour  élever  une  fraction  au  carré ,  on  fait  le  carré 
du  numérateur  et  cehii  du  dénominateur.  En  raisonnant  par  ana- 
logie ,  on  verrait  que  pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  fraction,  on 
devrait  extraire  la  racine  carrée  du  numérateur,  et  oeUe  du  dénonii- 
nateur.  Mais  quand  les  deux  termes  ne  sont  pas  des  carrés  parfaits , 
l'opération  ne  peut  avoir  de  sens  que  quand  on  demande  une  approxi- 
mation. 

On  peut  avoir  la  racine  carrée  d^dne  fraction  avéc  une  approxima- 
tion connue ,  quand  le  dénominateur  de  la  fraction  est  un  carré , 
dans  les  autres  cas  on  peut  ramener  les  fractions  à  avoir  pour  déno- 

23     • 
midatour  des  carrés.  Soit  ii  extraire  la  radne  cMrrée  d»  ^,  ûA 

A  4 

extraira  la  racine  carrée  de  49  qui  «st  7 ,  et  oq  a  i^;  mais  il  ûiut 

maintenant  juger  du  degré  d'approximation.  —  23  est  compris 

entre  4  au  carré  et  5  au  carré ,  en  divisant  pat  49 ,  on  atira  donc 

4*      23      5»  23  4     5 

i={-  <  I»  •<  c|-.  La  racine  carrée  de  jg  est  donc  compriseenitre  ^  et|i, 

4  1 

elle  diffère  donc  de  =  de  moins  de  ^. 

On  ramène  l'extraetionde  la  rMinécarrédd'une  fr«(àUottqitlilcoAqtte 
au  cas  précédent,  en  multipliant  les  deux  termes  de  là  fractkm  par 
Je  dénominateur  de  cette  fraction.  La  ffàction  ^ue  V(m  obtient  a 
pour  ^énoânoateur ,  tm  earré  «xact.  Soit  donnée,  par  exemple, 

la  fraction  u  vj^  multiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  Jl  » 

55' 

et  j'obtiens  55  divisés  paf  11  âii  carré'  ou  lî*,  c'est-à-dire  ru-  ÏJ  «st 
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iontUe  de  faire  le  carré  de  4 ,  on  l'indlfiiie  seliknenl  «n  diflont  ipie 

55        5 
la  fraction)  7|-,=jj-  ^  question  est  donc  ramenée  à  extraire  la 

56 
rackie  carrée  d0  rr^ ,  On  ne  pourra  le  faire  exactement»  puisque  55 

n'est  pas  un  carré  parfait,  mais  on  pourra  apprécier  le  degré  d'ap** 
proximation.  On  extmirala  racine  carrée  du  numérateur  et  celle  du 
dénominateur ,  la  racine  carrée  de  55  est  7 ,  et  celle  de  11'  est  11  ; 

7      ■      . 
d(mc  la  racine  carrée  obtenue  est  x?  à  moins  de  un  onzième  près 

f  ou  pour  abréger  à77  près  j . 

Eietr action  de  la  racine  carrée  de$  nombres  décimaux, 

H  faut  d'abord  dire  que  pour  faire  he  carré  d'un  nombre  décimal^ 
OA  néglige  la  virgule ,  ensuite  on  multiplie  ce  nombre  par  Ini-mème, 
et  on  sépare  au  produit  obtenu  autant  de  chiif^efl  qu'il  y  en  arait 
dan»  les  deux  facteurs ,  c*est-à-^ire  le  dotale  de^ce  qu'il  y  avait  dans 
le  nombre  élevé  au  carré. 

Ainsi  quand  un  nombre  déeimal  est  un  carré  0xact,  i>  y  a  toujours 
un  nombre  pair  de  cbiffi*es  décimaux,  et  ce  nombre  répétons-le,  est 
double  du  nombre  des  chiffres  de  la  racine. 

Il  y  a  donc  un  m^yen  très^simple  d'extraire  la  racine  carrée  d'un 
nombre  décimal ,  lorsque  le  nombre  des  chiffres  décimaux  est  pair. 
On  fait  abstraction  de  la  virgnle,on  extrait  la  racine  carrée  du  nombre 
entier  obtenu  à  une  unité  près,  et  on  sépare  à  la  droite  de  la  racine , 
un  nombre  de  chiffres  décimaux,  moitié  de  celui  du  nombre  donné. 

Soit  par  exemple  \/54,37te» 


543782 

537 
429 
10882 
10269 


737 


143 
3 


1467 

7 


10269 


613 

La  racine  carrée  de  54S782  est  737  à  mtoins  d'une  unité  près; 
Maintenant  pour  tenir  compte  des  chiffres  décimaux ,  il  faut  séparer 
deux  chiffres  sur  la  droite,  ce  qui  donne  7,37.  La  racine  carrée  est 
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^OBC  trouvée  à  moins  d*iinr  eefttièiiie  près  »  car  la  partie  négligée  est 
plus  petit  que  0,01. 

Si  le  DOQd)re  décimal  donné  renferme  on  nombre  impair  de  chiffres 
détcimaux,  on  jyoutera  nn  xéro  à  la  droite  pour  avoir  un  nombre 
pair  de  chiffres  décimaux,  puis  on  opérera  comme  dans  la  cas  pré- 
oédent. 


Soit  par  exemple  V/2,345« 


23  450 

13,4 

125_ 

950 

909 

41 


1MI_ 
23 


125 


303 
3 


La  racine  du  nombre  entier  est  153,  et  par  conséqueni  ht  Facioa 
du  décimal  donné  est  1,53  à  un  centième  près ,  c'est-à-dire  153  cen- 
tièmes* Si  Ton  voulait  avoir  une  approximation  décimale ,  on  igoa- 
terait  à  la  droite  du  nombre  autant  de  zéros  qu*il  en  faudrait  pour 
que  le  nombre  des  chiffres  décimaux  devint  double  du  nombre  des 
chiffres  décimaux  qu'on  voudrait  dans  la  raeîae ,  car  alors  la  partie 
qu'on  négligerait  serait  plus  petite  que  Funité  de  Tordre  décimal  da 
dernier  chiffre  obtenu. 

Soit  à  trouver,  par  exemple  1^5,73  à  0,001  près. 


5730000 

2393 

♦ 

43 

469 

4783 

173 

3 

9 

3 

129 
*I00 
4321 

129 

4221 

14349 

1790O 
143«9 

3551 

La  racine  carrée  est  2393 ,  et  en  tenant  compte  des  décimales,  oo 
trouve  2,393  à  un  millième  près. 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  fraction  ordinaire  avec  une 
approximation  décimale,  oi|  transforme  la  fraction  ordinaire  en  frac- 
tion décimale ,  et  on  a  soin  de  pousser  la  division  jusqu'à  ce  qu*oit 
trouve  un  nombre  convenable  de  chiffres  décimaux  au  quotient ,  puis 
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OD  ^estnit  la  racine  carrée  du  <{iioâeiit  ot»toii ,  cooime  dans  les 
exemples  précédents. 

Cette  i:éduction  d'une  fraetton  ordinaire  en  fraction  décîblale» 
conduit  à  une  théorie  dite  des  fractions  périodiqœs,  simples  ou 
mixtes»  que  nous  avons  examinée. 

Prenons  pour  eiemple  ^ ,  dont  nous  voulons  extraire  la  rai^e 

carrée  à  un  centième  près  ;  je  divise  5  par  7  et  j'obtiens  zéro  au 
quotient,  je  translonne  5  en  dixièmes ,  ce  qui.  me  donne  50  dixièmes, 
je  divise  50  par  7 ,  et  j'obtiens  7  pour  quotient ,  que  je  me^  à  la  droite 
de  la  virgule,  j'ai  obtenu  1  pour  reste  que  je  transforme  en  cen* 
tièmes.  En  prenant  le  quotient,  nous  obtenons  1  et  pour  reste  3;  om 
continuera  ainsi  l'opération ,  et  en  plaçant  des  zéros  à  la  droite  des 
restes  successifs ,  on  trouve  enfin  0,7142  dix-millièmes  en  s'arrétant 
aux  dix-millièmes  ;  extrayons  maintenant  la  racine  carrée  du  nombre 
obtenu.  On  fait  abstraction  de  la  virgule ,  on  obtient  pour  racine  carrée 
84  et  en  tenant  compte  des  chiffres  décimaux,  on  obtient  84  cen- 
tièmes pour  la  racine  à  moins  d'un  centième  près. 

Eœtraciiçns  par  approximaUan. 

En  cherchant  la  racine  de  73,  on  trouve  8  à  moins  d^une  unité  près, 
car  73  est  compris  entre  64  et81,  dont  les  racines  sont  8  et  9.  Or,  nous 
avons  vu  qu'on  peut  extraire  la  racine  d'une  fraction  avec  une  ap- 
proximation marquée  par  Funité  divisée  par  le  dénominuteur  de  cette 

5     1 

fraction.  Ainsi  on  peut  avoir  la  racine  dog  à  g  d'unité. près. 

n  est  naturel  de  chercher  si  l'on  ne  .peut  pas  extraire  la  racine 
d'un  nombre  entier,  73  par  exemple ,  à  une  approximation  marquée 
j  73  ^  8 

par  5.Noospouvonstoansformer73en8»^»«»decetteniaMère — ^, 

73  X  8 
a]<m  nous  opérerons  sur  le  nombre  — g —  comme  sur  une  fraction; 

mais  nous  avons  tu  qu'il  faut  multiplier  le  numérateur  par  le  déno- 
ninateur  peur  avoir  une  appre;ximation  marquée  par  l'unité  divisée 
par  ce  dénopûnateur.  Multipliant  73  X  8  par  8,  on  trouve  73  X  8  X  8 

73  ^  8* 
ou  73  X  8^,  le  nombre  73  est  donc  égal  à  ■  ^    .  jipréê  avoir  ex- 
trait la  racine  carrée  de  73  X  8%  à  mnni  ^une  unité/ on  divisera 

1 
par  %  et  l'on  aiara  la  racine  de  73  à  moine  de  g . 
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73  X  B*  est  égal  à  4  WQ}  la  ra^ê  barrée  de  4  im,  ikune  tutité 

1        6S« 
près ,  est  68,  (Jonc  la  racial  djB  73»  ji  moini  de  ^  t  est  -^r. 

Oh  <M«iir  d«  «#  {tfl  préeéde  fue  peur  extraire  ht  radne  carrée 
d'un  nombre  entier  avec  une  approx^ation  marquée  par  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  est  runité ,  U  iufpt  de  mûu^ier  le  nombre 
entier  par  le  carré  du  déndmùmteur  de  la  fraction  d'approximch 
ii&n  f  extraire  la  racine  carrée  du  produit ,  à  moine  d*une  unité ,  et 
dMêer  kt  rdcîne  obtenue  par  le  élénominateur  de  la  fraction  d* ap- 
proximation (i).    ' 

Noos  savons  extraire  la  racine  carrée  dHin  nombre  fractionnaire,  à 
nioins  dSme  niiité ,  nous  saurons  done  extraire  aussi  la  racine'  d'un 
nomlyre  fractionnaire  à  moins  d'une  fVaction  dont  lé  numérateur  se- 
rait Fnnitè  ;  pour  cela  il  faut  multiplier  le  nombre  fractionnaire 
par  le  carré  du  dénominateur  de  la  fraetion  d'approximation, 
extraire  Ventier  de  ce  produit ,  puis ,  ce  nombre  entier  obtetm ,  ex- 
traire'sa  racine  carrée' à  moins  d^une  unité  i  enfin  diviser  cette 
racine  par  le  dénominateur  de  la  fraction  d'approximation. 


Exemple  :  \/  y ,  à  moins  de  s 


B 
23      23X3V    23X3,,  1         207  ^  1 

207  4 

.f^  =±:  29  +  3  ;  la  racine  carrée  de  29  est  5  ;  donc  ta  radne  carrée 

de  -=-9  à  moins  de  ô  »  ^^;  démontrons-le  maintenant. 

'39^CQIiiprÎ99Atre  ^  ot  6*i9im.39  «jt  96diflfèreiit  an  moinad'mie 

4  4        2(y7 

unité,  4Q9e  ^  mfA^  i^429„ceqii{,4ann989+i^  <Mi r^,  je 


M>ii'H    iniK    'im 


Cl)  On  peui  painreoir  à  ce  riés«llat^  râi«<mn«nt  «omme  il  snil  :  ex(rair(B  9» racine 
«Mféedefièp^ii^dejil'vBité,  ^im  tnwnr  le  fins  ^cêodrmmb^^é^mm 

«onienas  dans  la  racine  de  n|  or,  soit  w  te  nombre  de  Smn,  on  aura  \/^ 

*  1      âp+i 

comprise  entre»  M  ^  et  «—,  ou,  eli  iteviot  avearré,  en  aata  T8  compris  eol»e 

~  et ^ — ^ ;  multipliant  lont  par  81,  on  verra  qne  73K89  est  compris  eniee  «•  et 

uv+i)*,  donc  0?  est  la  racine  carrée  du  plus  grand.carré  eonienii  dans  nxjfl^.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 
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207 
trouve  --=-  coKipris  entre  5^  et  6S  flivisaBt  Içs  troi3  nombres  par  3^ 

je  trouve  „      ^^  ou  bien  y  compris  entre  -^  et--^;  Akisi  |  et  g  com- 

pr^oneot  1^  ntim  oarrée  de  y  ;  inais  ô  H  s ,  iie^ffèrent  entre  enx 

i  83  Si 

qœ  de  - ,  donc  in  raeine  de  y  est  bien  ^  »  à  moins  de.^  d*unitë ,  6u  à 

I  d'nnité  près. 


% 

Soife  à  cstraire  la  traeine  de  M  à  moins  de  --. 

2     '  ^  1  1  1 

^«•t  égal  a  ^,  ou  bien  7TTZ>  oa  bien  77T7 •  D'après  oc  qui  précède 

il  fiiadraît  mvh^lier  i8  par  7*,  oa  bien  par  (  -^  )  •  Pais  extrayant  la 

Eacîne  du  prQ^^»  à  nioii^  d'une  unité,  il  &iidsaîl  dirâer  la-vaeinè  ebte- 

nue  par  7,'  on  bien  par  --*,  c  est-à-dire  multiplier  par  7--.    On  est  ooiv*^ 

doit  par  analogie  à  opérer  ainsi  quand  on  rent  extraire  la  racine  d'jtml 
noid^  en^W  fm  fraetionnairt  quelconque  à  nne  approximation  mar- 
f^é»  par  nne  hm^tm  qnckonque. 

5 

Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  72  à  moins  de  rr ,-  ye  multiplia  1l% 

5  /11\* 

par  U  carré  de  Iq  frqçtion  — •  renvertée ,  c*ast-â-dife  par  (  -7"  )  îfobtienr 

72X11* 

— -- — ,  /extrais  la  racine  de  ce  nombre  à  moins^d'unft  unif^,  puitje  Jw/- 

5  5 

tipUe  cette  racine  par  77  ,  fmttai  oi^m*  M  remtm.  à  moins  dif  ^  d'miHé,OtÈ 
11  11 

a  la  même  démonstration  que  drdessns. 

72  X 11'  ,     ,    ,    72  X  121  ,     ,  ,  8712        •      . 

Effectuons   ■  '  , est  égal  a  ^r'^  ®S**  »"  Ag"  >  *»  faisant  la 

o  ^  25  25 

division  ,    on  trouve   348^  pour   quotient,  et    12    pour    reste  ,   ainsi 

=  348  +  -- ,  la  racine  carrée  de  348  est  18,  à  nnité  près.  Multiplions 

25  25 

5  00  2  .  5 

18  par  —  ,  on  trouve  •— ,  c  est-a-dire  8  et  -—  pour  la  racine 'de  72,  à  -^ 

près* 
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Prenops  pour  exemple  \/  -r->*wP'^« 

Je  multiplie  —-  par  jr,  jV)btieiu-r-— r-  ou  bien  -tt-;  «ttfayant  1  en- 

tier  je  troore  50  pour  quotient,  7  pour  reste;  j'extrais  U  racine  càttée 

8 
de  50 ,  je  trouve  7,  à  une  unité  prêt.  Multipliant  7  par  ^  je  trouve  enfin  8 

pour  racine  oe  -r-,  a  moins  de  -r  (1)^ 

Pour  les  aj^roximations  de  fractions  décimales,  nous  avons  déjà  vu 
comment  nous  pouvons  les  obtenir  ;  on  peut  d'ailleurs  appfiquer  à  ces 
fractions  tout  ce  que  nous  avons  démontré  pour  les  autreà> 

FiMSons  remarquer  que  pour  élever  5*  à  la  'seconde  puissance  ^  il  faut 
écrire  5*  X  5*  ou  bien  5  pris  4  fois  comme  facteur,  c  est-à>dire  5^,  donc , 
pour  élever  &  à  la  puissance  4  il  suffit  <i*élever  5  au  carré ,  puis  jttisiiite 
d'élever  au  carré  85.  . 

Réciproquement  pour  extraire  la  raâne  quatrième^  d*un  n<mibre ,  j*en 
extrairai  la  racine  carrée,  puis  j'extrairai  la  racine  carrée  de  1^  racine 
carrée  obtenue. 

Par  la  même  raison  si  j'ai  k  extraire  la  racine  8^,  cotfmne  -9  est  égal  à 
9X^X2  ou  bien  S*.  J'extrairai  la  racine  2«  ou  la  racine  carrée  du  nombre 
donné ,  puis  la  racine  carrée  de  cette  racine  carrée ,  puis  enfin  la  racine 
carrée  de  cette  dervière  racine  carrée. 

Ônpeutgénéifali$er;  pour  extraire  la  racine  d'un  nombre,  Tii^dicede 
cette  racine  étant  une  puissance  de  2,  il  faudra  ^extraire  autant  de  tacines 
carrées  succesisives  du  nombre  donné  qu'il  y  a  d'unités  dans  Texposapt 
de  3. 


(i)  Soit  à  extraire  la  ractné  carrée  de  N  à  -  près,  x  étant  entier»^etle  plus  grand 
■ombre  de  fois  ^e  -^  est  oemanu  éttûs  la  racine  carrée  de  N,  en  aura 
«X  -<  l^N  <  (of+i)  X  - ,  élevant  au  carré,  on  troare 

^x  (^)  <N<(aH-i)«x  f  ~)  ;  en  divisant  tout  par  (-)  onobUent 

N 
A^<  ~~r7^<(^i)*>  SI  est  donc  la  racine  du  plus  grand  carré  contenu  dans 

\q) 


^-^ ,  ou  bien  ^lans  M  x  f  -  j  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
\q) 
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Si  je  veux  élever  7«  à  la  8«  pmssance  j*aiirai7'  X  ï*  X  7' ou  bien  7*+«+t, 
car  7  est  pris  alors  six  fois  comme  facteur,  ainsi  j'ai  (7*)*  égal  à  7*  ;  donc , 
lédproqaement ,  pour  avoir  la  6*  puissance  de  7,  i^  snffit  d*élever  7  à  la 
S«  puissance  »  pois  d'élever  7'  à  la  3*  puissance. 

De  cette  remarque  nous  déduirons  un  moyen  d'extraire  la  racine  sixième 
d'un  nombre,  et,  en  généralisant,  nous  saurons  comment  on  extrait  la 
racine  d'un  nombre  qnaxiâti' indice  de  la  racine  est  un  nombre  entier  qui 
n'a  d'antres  facteurs  X[ue  S  et  9. 

Ce  serait  ici  le  Ueu  de  démontrer  qu  un  nombre  entier  a  autant  de  divi- 
seurs ao-dessous  de  sa  racine  carrée  qu'au-dessus,  et  par  suite  que  si  un 
nombre  entier  est  un  carré  il  a  un  nombre  impair  de  diviseurs,  et  que  si 
sa  racine  est  incommensurable»  il  k  un  nombre  pair  de  diviseurs.  On 
peut  déduire  les  réciproques.  Ces  principes  sont  d'ailleurs  évidents ,  on 
peut  les  démontrer  en  considérant  un  nombre  décomposé  en  ses  fiicteurs 
premiers,  en  se  rappelant  que  pour  élever  un  produit  à  une  puissance,  il 
suffit  d'élever  chacun  de  ces  facteurs  à  cette  puissance  (i)» 


BACINB  CUBIQVB. 

41.  Le.  cube  d'un  oombreest  le  produit  deirois  facteurs  égaux 
à  ce  uoidive  ;  c'est  la  troisième  puissance  de  ce  nombre.  Formons  les 
cubes  des  dix  premiers  npmbres 

1,2,    3,    4,      5,      6,      7,      8,      9,      10, 
1»  8,  27,  64,  125,  216,  343,  512,  729,  1000. 

Tout  nombre  entier  qui  n^e^t  pas  un  eube  exact ,  a  pour  racine 
un  nombre  incommensurable  {voyez  la  racine  carrée),  ou  plutôt 
sachei  que  le  cube  d'une  fraction  irréductible  est  une  fraction  Irré- 
ductible. 

Parmi  les  nombres  entiers  de  1  jusqu*^  1000,  il  n*y  a  que  10  cubes 
exacts  ;  ainsi  on  préToit  qu'on  ne  pourra  demander  en  général 
qu'une  approximation  dans  la  racine  cubique.  Quand  le  nombre  en- 


(1)  Obê^rvatUm.  Pout  élever  un  produit  de  plusieurs  facteurs  au  carré ,  il  suffli 
d'élever  cbacpn  des  facteurs  au  carré.  Donc  si  un  produit  renferme  un  facteur 
premier,  il  doit  le  renfermer  au  carré,  donc  si  un  nombre  est  pair  et  s'il  n'est  pas 
divisible  par  4,  il  n'est  pas  un  carré  eiaot;  si  un  nombre  est  divisible  psr  s, 
pour  qu'il  soit  un  carré  exact ,  il  faut  qu'il  soit  divisible  par  9. 

Quand  II  est  divisible  par  s ,  il  faut  en  même  temps  qu'il  soit  divisible  par  25  ;  on 
a  donc  ainsi  le  moyen  de  reoonnattre,  dans  quelques  cas  particuliers,  qu'un  nom- 
bre entier  n'est  pas  un  carré  parfait,  car  c'est  seulement  une  méthode  d'exclusion. 
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lier  sera  pla$  grand  que  ioàillef  »  sa  neine  ccMiendrades  dîÉaiiies  et 
des  imités;  voyons  ^nc  comment  se  forme  le  cube  d'un  nôtnbre 
formé  de  dizaines  et  d*iinités. 

(Pour  multiplier  un  nombre  par  une  «Omnke  de'  plusieurs  parties  ^ 
ïlfàvit  multiplier  ce  nombre  par  chacune  de  ceis  parties,  et  faire  la 
somme  des  produits  obtenus.) 

d+u 
d+u 

.     +  du+u* 
carré  (d+u)««4*+2dl*+u« 

i+u 


d«4.2d«i#+2du« 


cube  ou  troisième  puissance        (d + u )*  »  d* + 3dV+  3dtf *-{*  ^* 

En  langage  ordinaire ,  le  cube  d'un  nombre  formé  de  dizaine» 
etd^unitésest  égal  au  cube  des  dizaines,  plus  le  triple  prodnitdu  carré 
des  dizaines  multiplié  par  les  unités,  plus  le  triple  des  dizaine» 
mnllipliées  par  le  ntnë  des  mutés ,  plus  le  cobe  des  unilés. 

Sott-deoc  à  extraire  la  redne  oibique  de  ^S7d3.  La  racine  contient 
des  dizaines  et  des  unités.| 

Le  cube  des  dizaines  donne  des  mille  ;  le  cube  des  dizaines  ne  peut 
donc  se  trouver  que  dans  les  Iâ8  mille  àa  nombre  ;  nous  sommes 
donc  conduits  à  séparer  3  chilTres  à  la  droite  du  nombre ,  puis  à 
extraire  la  racine  cubique  du  pkn  grand  cube  centeiMi  ibns  4â8. 

tSB  est  compris  entre  7'  et  8',  ainsi  j*ia  7'  fins  petit  que  4âB  qui 
luinaoème  «st  plus  petit  qtte8>;  en  un  net  ces  trois  nombres  eoBt^ar 
ordre  de  grandeur;  je  dis  que  7  est  le  cbiflf^  des  dizaines  de  la  racine; 
en  titki  438  et  8'  diffèrent  au  moins  d'une  umté;  je  multfplie  les 
3  nombres  par  108D  c'est-è-dàre  par  le  cabe  de  dix ,  j'obtiens  T'  X 10^, 
4âB00O,  8'X  i03,  les  8  nombres  «erent encore  par  ordre  de grandev 
et  les 2 derniers  produits  diffèrent  au  moins  d'un  mille;  si  j*2Joute  au 
plus  petit  des  deux  derniers  nombres ,  un  nombre  plus  petit  que 
mine,  isoit  732 ,  les  B  nombres  -seront  encore  par  ordre  de  grandeur. 

Donc  C38732  est  compris  entre  7>  X  iO^  et  8^  X  tO^  :  ainsi  Ton  a 

70»X10»<*28752<8»XW. 
La  racine  dciMBdée  est  donc  comprise  entre  7  <lîzakies  tt  8  di- 
zaines,  7  est  donc  le  nombre  dé  dizaines  de  ia  rafdne. 
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Il  f«iit  retfttddier  de  m  le  c«be  ik7,qiiiMt343,  ilreiieS5, 
j*ftbaifie  la  tr^iehe  swvaôte  733}  mais  dea  qàa(re  parties  4oot  ae 
formait  le  cid)e  •  il  ne  reste  plus  qae  les  3  derRî^res,  c'ett-^-^dîre 
h  triple  du  earrè des  diiaioes  mnltipUées  par  les  «mîtes,  ele*  ;  mais 
le  carré  desdisaines  doooe  descentaiaes^  à  plus  forte  rmoii  le  triple 
da  earré  des  dizaines  maltipliées  par  les  omtés  donpera  des  centaines. 

Ce  prodoitne  peut  donc  se  trouver  que  dans  les  centaines  deSSTSS; 
nous  sommes  donc  conduits  à  séparer  9  chiffres  sur  la  droite  ;  il  ne 
resteqne  857  qalcontiendracette  première  partie,  lecarré  des  dizaines 
est  49 ,  3  fois  ce  earré  est  147;  nous  connaissons  un  produit  et  Tun  de 
ses  facteurs,  pour  trouver  Tautre  facteur  il  faut  diviser  le  pçbduit  par 
le  facteor  connu ,  il  faut  diviser  857  par  147, 147  est  contenu  5  fois 
^ns  857;  mais  857  eootieBl  des  retenues  provenant  des  3  dernières 
parties  dn  cube  de  la  iraeine,  il  liut  donc  essayer  le  chiffre  5 ,  le 
moyen  le  plus  simple  assurément  consiste  à  faire  le  cube  de  la  racine 
trouvée  75^  nous  avons  431875 ,  que  nous  retrancherons  de  498732  : 


cube  de  7 

r«ste  svtvî  de  la  tranche  à  droite 

reste  de  la  soustraction  du  cube  de  75, 
retranché  du  nombre  donné 


421875 

Donc  pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier^  il 
faut  partager  le  nombre  en  tranehesde  Zchiffree,  àparUr  de  la 
drotie  {il  y  a  autant  déchiffres  à  la  racine  que  de  tranches  de  3 
chiffres).  La  dernière  tranche  à  gauche  peut  n'avoir  qu*un  chiffire. 

On  extrait  la  racine  cubique  du  plus  grand  eube  contenu  dans 
la  première  tranche  à  gauche  et  on  l'écrit  à  la  racine;  ce  premier 
chiffre  trouvé  on  en  fait  le  cubs  et  on  le  retr^nehe  de  \a  première 
tranêbe  4  gauche  y  et  à  la  droite  4u  reste  oj^t^iu  on^crif  lairwMhe 
suivante. 

Pour  avoir  le  ^ond  chiffre  de  la  rçcine  on  élève  au  carré  la 
racine  trouvée^  et  on  multiplie  ce  carré  par  3 ,  puis  on  sépare  par 
une  virgule  deux  Chiffres  sur  la  droite  du  nombre  formé  petr  la 


4a8»728 

75       75 

§43 

1*7       75_ 

8619» 

875 

491675 

595 

«857 

5595 

75 

f»i^ 

39375 
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secondé  traneh€,préeéâée'dufremierre$tê;  eâltepréparaiiùn  ftHte^ 
en  diviiê  to>arlt>  à  gmuehe  4e  la  wryule  par  le  triple  carré  dm 
chiffre  déjà  obtettu ,  le  quotient  qu'on  trouve,  peut  être  trop  grand 
para  que  le  reete  obtenu  coffttient  en  général  des  retenues  provenant 
des  deux  atOres  parties  du  cube  »  en  supposant  que  la  Yacins  ûit  été 
décomposée  en  deux  autres  parties.  Four  essayer  le  quotient 
o^enUf  il  y  adeuxméthodeeà  employer;  la  plue  simple  consiste 
à  écrire  ce  chiffre  à  la  droite  du.  chiffe  obtenu^  puis  d  faire  le 
diibe  du  fHmbre  ainsi  formé;  on^etranchera  ce  c4be  de  VensemM 
des  deux  premières  tranchée  du  nombre  donné;  si  la  soustraction 
est  possMe  le  deuxième  ckiffte  est  convenable;  si  là  soustraction 
n^est  pas  possible,  H  faut  diminuer  ce  quotient  de  un ,  deux,  trois 
w^itéSy  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  nombufi  dont  W cube. puisse 
ee  retrancher  du  nombre  formé  par  les  deu:p  premières  tranchn  é 
gauche.  .•--♦ 

Ce  second  dniffre  obtenu^  on  décrit  à  Itt  droite  du  premier  chiffi^ 
de  la  racine ,  et  on  en  fait  le  carré  que  ronjtMtiplie  par  Z;  àla 
droùe  du  second  rèete  on  écrit  la  troisième  tranché  sHl  y  a  lieu  »  et 
on  sépare,  par  une  virgule  ou  un  point ,  deux  chifftes  tur  la  droite 
du  nàékbre  obtenu;  on  divise  le  nombre  à  gmu^  de^le^virgute  par 
le  triplé  carré  de  la  raeins  et  on  peut  obtenir  un  quotient  trop  grand 
(il  ne  peut  aseurément  être  trop  petit);  po^V^Myer^on  gérera 
comme  nous  venons  de  le  dire^  on  continuera  de  la  même  manière 
jusqu'4  ce  qu'on  ait  abaissé  à  la  suite  des  restes  la  dernière 
tranche. 

La  seconde  méthode  d'essai  consiste  à  former  tes  trois  parties  du 
cube  d'une  somme  de  deux  parties;  le  cube  du  premier  chiffre  ayant 
été  retranché  de  la  première  tranche  à  gauche ,  on  peut  se  servir 
de  cette  première  opération. 

Ainsi  on  fait  le  triple  carré  des^  dizaines  jnuUipliéet  parle«-iiiiltés«  ^ 

le  triple  des  dizaines,  multipliées  par  le  cane  dei  iinité^-% 
et  enfin  le  cube  des  uùités. 
Le  pjremier  est  snivide  deux  zéros,  car  il  exprime  des  centaines,  f 
Le  second  est  snivi  d'un  zéro,  car  il  exprime  des  dizaines. 

Raisonnons  encore  sur  deux  çxemples.  ^ 

Premier  exemple.  Soit  à  extraire  la  racine  cabique  de  186246 ,  si 
cela  est  possible  ;  et  si  ce  nombre  n*est  pas  le  cube  d'an  nombre  en- 
tier» extrayons  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu  dans  ce 
nombre. 

186236  est  plus  grand  que  mille ,  donc  sa  racine  est  plus  grande  que 
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dix  ;  elle  se  compose  doiic  de  éilsataes  et  probablement  d-'unités;  or  le 
cube  d'oD  nombre  formé  de  deux  parties,  c*est4-é&e,4aiis  ce  cas;  de 
dixaines  et  d'unies  contient  :  1«  le  lenbe  des  diKinetf ,  S»  le  triple^pro* 
doit  da  carré  des  dixained  mnltîpli4 par  les  unités,  3®*dn  triple prô- 
doit  des  dixaines  pa»  le  carré  des  ànttés;  ¥  énfia  dn  cnbe  des  nnités. 
'  La  première  partie- étant  nn  nondiire  de  mille,  ne  pourra  être  coih 
ienne  que  dans  le  nombre  dé  mille  du  nombre  donné  ;  elle  nepent  done 
se  tronver  que  dans  les  186900  de  ce  nombre  »  noutsetontdimcwn-' 
âuitêàêéparer  h»  miUeSu  nombre  donné ,  ou  pjtt«  simplement  à^é- 
parer  trois  ehiff^es^gur  la  dr^ktôM  nombre  donné.  Gela  feii,  nous 
extrayons  la  racine  du  pins  g^nd<ube  contenu  dams  186, 186  est  com- 
pris entre  Iâ5etâl6,  la  raeine  cubique  de  186^  est  donc  5.  En  effet  186 
est  c<Hnpris  entre  125  et  âl6,d'aitlem's  186  et  216  diffèrent  au  moine 
de  tm;  je  multiplie  ces  trots  nombres  par  miHe ,  j'obtiens  alors  trois 
nombres  de  mille  qui  sont  encore  parordre  de  grandeur,  ainsi  186000 
est  compris  entre  125000  et-216600 ,  ou  bien  entre  te  cube  de  50  et  le 
cube  de  60,  mais  216000  et  186000- difféi^nt  au  moins  dHm  mille , 
donc  si  au  plus  petit  186000  j'ajoute  236  moindre  que  mâle  ,'le  nom- 
bre 186236  sera  encore  plus  petit  que  216000 ,  et ,  par  conséquent,  ce 
nombre  sera  encoi^  comprb  entr.e-50  éle^é  au  ciû)e  et  60  élevé  au 
cube.  La  racine  du  nombre  donné  est  donc  coB|prise  entre  50  cit  60 , 
donc  le  chiffre  de  ses  dî^nc&^t  5;  je  récris  à  la  racine  (!)• 

Ce  chiffre  trouvé,  je  fais  le  cube  de  5v  j'obtiens  125  que  je  retrandie 
de  186,  je  trouve  pour  reste  ^  ;  à  la  droite  j'écris  la  seconde  tranche 
de  trois  chiffres ,  j'obtiens  alors  le  nombre  61236, 

Ce  nombre  contient  encore  les  trois  autres  parties  du  cube  de  la  ra- 
cine; la  première  de  ces  .trois  parties  e<l  trois  fois  le  carré  du 
dizaines  multip^liées  paries  unités  »  m^sje  carré  des  dixaânes  est  un 
nombre  de  centaines ,  le  triple  carré  des  dizaines  par  les  unités  ne 


(L)  On  a  m<i86<.2i6 

les  deox  derniers  nombres  différent  an  moins  de  Tunité.  Multipliant  par  HMM)  ees 
trois  nombres,  on  a 

13SXl«ee<l86X1000<316X  1000, 

ou  bien  en  éerirant  plus  simplement 

5»  X  10'<186000<«S  X  ^08 
les  deux  derniers  nombres  sont  deux  nombres  de  mille  et  différent  au  moins  d'un 
mille ,  donc  si  à  18S000  j'ajoute  236 ,  qui  est  plus  petit  que  mille,  j'aurai  eneore 
des  nombres  par  ordre  de  grandeur,  ainsi  j'aurai 

5«X.10»<.t8«236<«»X  108 

s  est  donc  le  ehifl^  des  dicaines  ;  ee  qu'il  fallait  démontrer. 
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peat  être  eodtenii'qve  dâii»  les  ««iliiuiei  de  61386,  jjb  tob  4oiio  con- 
duit à  sépare rdenx.chiffirM  w  4a  droite  de  61836;  je  éèpare  36et  j*otH 
tieiii»612  crBtaîDes*  CTesl  dans  ce  nombre^lS  q«e  se  trouve  le  triple 
produit  dtt  eavré  des  disaines  par  let  miitéf  de  la  raciae;  or  je  con- 
nais 3  fois  le  carré  de  5»  c'est  25  X  8  on  75  •  je  connais  donc  un  pro- 
dliiiet  l'nndeses  iMteors,  je  dois  donc  dirâer'6iâi^r  75,  jetroirre 
pour  quotient  8. 

Speut  être  trop  grand;  pour  l'essayer  Je  Dhi  le  cube  de  58,  je  trouve 
18511S^  qui  est  plus  grand  que  186836 ,  ainsi  S8  est  trop  grand ,  ainsi 
le  chiffre  des  unités  est  plu»  petit  que  8« 

Essayons?,  fiiisons -alors  le  cube  de 57».  ce  cube  est  égal  à  185688 
plus  petit  que  le  nombre  donné,  donc  57  est  la  racine  ^cubique 
de  186236,  à  meiiis  d'une  unité  ;  puisque  186236  est  compris  entre57^ 
et58». 

Fermons  ci-desMus  le  tableau  de  l'opération .  i 

V  Avec  explication. 
5 


125 
^2361 


25  X  S  ou  75  triple  carré  des  dizaiuea. 


612  ;  75,  donne  pour  quotient  8. 


Cube  de  5. 
!•'  rdite  suivi  de  la  |  ' 
seconde  tranche.  ) 
Kssai  du  chiffre  8  : 

1"^  Méthode.  583  est  égal  à  195112. 
2e  Méthode.  75X  100 X 8  »  60000 
5X8»X3    *=   9600 
8»  =     512 

Somme  des  trois  dernières  parties  701 IST 
Ce  nombre  est  plus  grand  que  61236 
8  est  donc  trop  gtand. 
•  2*  Sans  explication. 

18(336*  1^5 

61236     75.  8 


58 
5» 
464 
290 

57 
57 
399 
285 

3364 
58 

3249 
57 

96912 
16820 

22643 
16245 

195112 

185093 
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Second  exm/ple.  Bxtiam  b  rade*  c«bk|ne  de  3)150288.  Ce 
nombre^  est  ploa  grand  que  1000»  m  racine  esl  fiai  grande  ipie  10 , 
donc  eette  racine  contient  des  diuines  et  des  «aités;  mais  le  cube 
des  dizaines  est  un- nombre  de  mille  qoi  ne  pent  lûre  partie  qne  des 
milk  du  nombre  donné.  Je  sépare  ainsi  les  trois  pr^viiers  ddffres  à 
droite  et  je  sois  conduit  à  extraire  la  racine  da  plut,  grand  cube  con- 
tenu dans  23450;  or,  ce  nombre  est  loi-même  plos  grand  qoe  mUe, 
je  suis  donc  encore  condoit  à  séparer  les  trou  premiers  chiffres  à 
droite  et,  par  suite ,  à  extraire  la  ràdne  du  plus  grand  cube  contenu 
dans  23. 

Ainsi  j'ai  partagé  le  nombre  en  tranches  de  trois  chères  à  partir  de 
la  droite,  et  j'extrais  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu 
dans  23»  le  reste  comme  dans  la  règle  ci-dessus;  après  ayoir  trouré 
la  racine  de  23456  ,.je  to>ai  le  carré  de  cette  racine»  puis ,  après  f  avoir 
multiplié  par  3,  je  me  servirai  de  ce  triple  carré  obtenu  pour  ^oji|fer 
le  chiffre  des  unités . 

Opération^ 


23.450.2381 267 
8 


1«  reste  suivi  de  la  1 777"^ 
première  tranche.    )**>*'*>^  . 
21932      . 

2»  reste  suivi  de  la    i  252  42  38 
troisième  tranche.    ) 


12...9 


Essai  de  9. 


784  xSest  égal  à2352...9 


Cube  de  39 

9  est  trop  grand. 


Essai  de  8. 


Carré  de  â8. 


Cube  de  28.. 
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Bs^i  du  chiflire  des  snitiii. 

Esitide^    ' 

Eanidé«.       989 

288 

99 

288 

2601 

<to« 

3312 

230» 

578 

578 

83521 

^829U     . 

889 

.288 

751689 

663552 

668)68 

663552 

1670© 

165888 

9U37$68 

23887872 

9  est  tnq»  graad. 

-     7  est  le  chifte  des 

Quand  eh  essayant  on  chiffre  on  troove  qn'U  est  beaucoup  irop^ 
grand,  on  peut  diminuer  i;e  chiffre  de  deux  ou  trois  unités,  mais  alors 
on  peut  avoir  trop  diminué  ;  dans  ce  cas  pour  le  vér^ef  on  se  sert 
de  la  remarque  suivante.     . 

La  différence  entre  les  cubes  de  deux  nombres  entiei^  consécutifii 
est  égale  à  trois  fois  le  carré  du  plus  petit  plus  3,  fois  ce  plus  petit 
plus  un.  En  effet ,  soit  a  un  nombre  entier  et  a  -|- 1  le  nombre  entier 
suivant ,  le  cube  de  a  est  a',  te  cube  de  (O'^J]'  est  a'4-3a*-f-  So-f-lt 
la  différence  est  bien  Sa^-^-Sà-^if  ^onc  si  le  reste  obtenu  est  plus 
grand  que  trois  fois  le  carré  de  la  racine  plus  3  fois  ^ette  racine  plus 
un ,  la  rticine  sera  trop  petite  et  il  faudra  Faugmenter. 

Gonmie  dans  les  carrés,  il  y  a  des  moyens  de  reconnàit|ie/sans  ex- 
traire la  racine ,  si  un  nombre  entier  n'est  pas  le  cube  d*un  autre 
nombre  entier.  Ainsi  les  nombres  terminés  par  -8  ne  sont  pas  des 
cubes  ;  les  nombres  terminés  par  deux  zéros  ne  sont  pas  des  cubés  ; 
si  un  nombre  est  divisible  par  2,  son  cube  est  divisible  par  8. 

Soit  à  élever  ;? à  la  troisième  puissance. 

5*  5*       5 

J'élève  d'abord  au  carré,  j'obtiens  -k  ,  puis  je  multiplie  •=!  par  =, 

j'obtiens  mi^n  c*est*à-dire  i=g;  ainsi  pour  élever  une  fraction  air 
cube  il  faut  donc  élever  ses  deux  termes  au  cube. 

Réciproquement,  si  les  deux  termes  d'une  fraction  sont  des  cubes, 
pour  extraire  la  racine  cubique  de  cette  fraction  il  faudra  extraire  la 
racine  cubique  de  chacun  de  ses  deux  termes.  Mais  qu'est-ce  qn'es^ 
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«  traire  la  racine  cubique  de  j^ ,  par  exemple ,  23  et  15  ne  sont  pas  des 

cubes.  Alors  il  est  nécessaire  de  définir  Topération  qii*on  se  propose 

et  qu'on"  nomme  extracUon  ayecinie  approximation  (1). 

.  18 

Prenons  un  exemple  sipnple ,  soit  la  fraction  rr  ; ,  |8  est  comprii» 

64 

18  8       27         8 

entres  et  37»  r^  sera  donc  compris  entre  ^  et  -r-  Or  —  est  le  eube 

2  27  8  '         18  2 

de  -,  TT  est  le  ciibe  de  r.  Ainsi  rr  est  compris  entre  le  cube  de  - 

4  64  4  64  *^  4 

3  2      '  '18^ 

et  le  ciri>e  de  ~;  on  dira  alors  que  7  est  Ta  racine  cubique  de  ^  à 

• ,    4  .  4  o4 

-près.       : 

Cest  donc  par  analogie  qu-o^  dit  que  l'on  extrait  une  racine  cubi- 
que» de  même  qu'on  extrait  la  racine  cubique  de  29  en  extrayant  la 
lacine  cubique  du  plus  gcand  cube  entier  contenu  dans  39. 

Mais  pour  let  fractions  il  y  a  cette  différence  que  le-  dénominatfeur 
d'une  fraction  pouvant  être  modifié ,  on  peut  afOir  mie  approxiras- 
tion  aussi  grande  qu'on  le  Tcut/comme  on  l'a  vu  dans  l'extraetion  de 
la  racine  carrée  des  fractions. 

Quand  le  dénominateur  d*une  fraction  n'est  pas  un  cidie  exact»  on 

peut  transformer  la  fraction  en  une  autre  doint  le  dénominateur  sent 

un  cube. 

'  4 
Far  exemple ,  soit  la  fraction  =  ;  si  je  multiplie  les  deux  termes 

4X7' 
par  7*,  je  tf^oure  -*-—; —  ;  effectuons  au  numérateur ,   nous  trbu- 
7' 

^196 
vons-^. 

Or,  196  est  compris  entre  125  et  216;  te  raéine  cubique  de  196  est 

196 
donc  comprise  entre  5  et  6  »  et  par  suite  la  racine  de  -^^  est  corn- 

.56  .45 

prise  entre  =  et  s ,  ainsi. la  racine  de  1^  est  =  à  moins  d'un  septième 

d'approximation. 


(1)  Si  \tn  deux  termes  d'une  fraction  ne  sont  pas  tes  cubes  de  nenrtbres  entiers  » 
la  rteinede  la  fraction  ts(  incommensarable. 
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D*où  Von  voit  qu'il  suffit  de  multipHer  le  numérateur  de  la  frac- 
tion par  le  carré  du  dénoininateur  ie  cette  fraction;  le  produit 
étant  obtenu  on  ewtrait  $a  raeine^ubique  à,moinsdhme  unité pré$. 
et  on  divise  cette  raéine^par  le  dénominaUur  ée  la  frmêimàùwnéô. 
La  fraction  qu'on  obtient  est  la  racine  de  cette  fraction  donnée  à 
moins  de  an  divisé  par  le  dénomvnaieur  de  cette  fraction. 


4a.  Il  est  évident  q^è ,  dans  cettains  cas,  il' est  inutile  de  faire  le  calcul 
icompliqné  pour  juger  du  de^é  d'approiimation.  Spit,  par  exemple,  à  ex- 
traire la  racine  cubique  de  ~~^ 

.    En  décomposant  le  dénominateur  do  eetle  fraction  en  fe«  fectenr», 

je  trouve  Ï*X7*.  Or,  si  je  nraltiplie  les  deux  termes  de  cette  fraction  pj|r 

^   ..  ,  .  ".      15XÎ  ^.       «X"?      .       ,   ^.      *05      , 

7,  j  obtiendrai  ^^      ,       ,  ou  bien  ^,w^»  cest-a-dire  —  ;    la  raone 

cubique  de  cette  fraction  est  ---  ,  à  moibs  d*un  quatorzième  d'unité. 

•  •    *  1^ 

Ainsi,  quand  on  peut  aperoévoér  que  le  dénominaÊeuE  renferme  des 
factuuiRs  élevé»  au  «ube^  l'estfti^ioo  de  k  raône  adikyu  d^  eeUe  frac- 
tion peut  être  simplifiée. 

"  .  7'        • 

Soit  encore  pour  exemple  --r — j-i ,  on  trouve,  en  multipliant  les  deux 

termes  de  1«.  fraction  par  des  facteurs  qui  rendent  le  dénomiiiateBr  un 

i.     :,^  7xyx5      ,.     7xi^     "ïx**. 

cube  ejLsfct .   — — — — .  ou  bien  ■■  :^  ■ 

•      3«X5»  (3«X^)»        (*5)*' 


De  ce  qui  précède  résulte  un  moyen  d'obtenir  la  racine  cubique 
d'aq  nombre  entier  à  iine  approximatieii  marquée  par  une  fractiiyi 
qui  a  pour  dénominateur  un  nombre  entier,  le  numérateur  étant 
l'unité. 

S<»t ,  par  exemple ,  à  extraire  la  racine  cubique  de  56  i  -  près.  Je 

5 

transforme  56  en  5^^«^^  ce  qui  ramène  au  cas  précèdent  ;  ainsi  j'obtiens 

56X5 
d*abord  — ^—  .  En  raisonnant  maintenant  sur  ce  nombre  comme  sur 
5 

une  fraction  ordinaire ,  je  muitiplierai  les  deux  termes  de  ce  nombre 
fractionnaire  par  le  carré  du  dénominateur,  ce  qui  donnera 3 


56x5' 
ou  bien     r^    .  D'où  se  déduit  1^  règle  pratique: 
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♦      1 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  à  g  prés  ,  mulH^ 

pliez  ce  nombre  par  le  cube  du  déno^ninaUur  5 ,  extrayez  la  racine 
cubique  du  prpdûtï  obtenu  et  dii>i$ez  cette  racine  par  5  (1),. 

Si  Ton  Teul  extraire  La  racine  cubique  d'un  nombre  fractionnaire 
à  un  7«  ptès ,  on  opérera  de  k  même  manière ,  c*eât-à-dire  <pi-eB . 
multipliera  le  nombre  fractionnaire  par  ^e  cube  de  7,  et  qu*on  ex^ 
traira,  à  une  unité,  prèi;  la  racine  cubique  duproduit,  ensuite  on 
divisera  la  racine  par  7. 

Mais  pour  extraire. la  racine  cubique  d'un  nombre  fractionnaire,  à 

une  unité  prés,  il  faut  extraire  rentier  de  ce  nombre  fractionnaire  et 

extraire  ensuite  laxacine  cubique  dé  ce  nombre  entier.  Soit»  par 

743 
exen^e,  Ik  extraire  la  racine  cubique  de  —g-  à  une  uiiitè  près.  J'éx- 

743 
trais  l'entier ,  f^btiens  133  pour  quotient,  5  pour  reste;  ainsi  ---t^ 

5 
est  égal  à  lâ3  plus-. 

133  es€eomprtsentre64et  125,  maislS3  et  i»  difièreni  de  de» 

5  5 
unités ,  donc  en  ajoutant  a  123  la  fraction  - ,  le  nombre  123--]-  -  ^r^ 

6  o 
-  743    -    • 

encore  compris  entre  64  et  125,  donc  la  racine  de  -r-  est 4,  à  moins 

6 
d'une  unité;  <. 

32  1 

Cela  posé  extrayons  la  racine  cubique  de  •=-  à  moins  de  r  d'unité. 

,  32  X  4' 
l'aurai  ^— —  dont  il  faudra  extraire  la  racine  cubique  à  moins 

32x64 
d'une  unité ,  ce  que  ndfus  savons  faire;  nous  aurons — IT"^»  c'est-à- 

2(M8       -  3 

dire  -=—  bu  bien  235  plus  =^ 


(1)  Soit  à  «Klraire  la  racine  de  S0  à  t  près,  soit  jp  le  nombre  entier  de  sème* 

I  K ss      (JC+I) 

eontenirdana^  la  racine  cubiqoe  de  56,  on  a|ira  K  56  comprise  entre  -  el  — ■- — , 

,  5  5 

c'est-à-dire  -  <K  56<  — -,.d'où--  <  56  <      -     ,  et  multipliant  par  5»,  on 

5  -        5  5'        .  S" 

trouve  a[^<56X59<(x+i)S;  donc  x  est  la  racine  du  plus  ^rand  eube  coQtenii  dans 
^xs>;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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La  racine  .cobiqqo  de  235  est  6  à  une.niiilé  prèf,  la  ra^jie  ôuhique 

.  32    ,  .      6  .  1     . 
de  Y  est  donc  r  à  t  P^ès. 

Pour  eitraire  par  des  principes  directs  la  racine  cnbiqiie  d'ttnè  fk'ac- 
tion  décimale  \  on  s*àppaie  sur  ce  principe  que  si  on  élévè  un  nombre 
décimal  weuife^  le  non^e  des  chiffres  déctmmix  dé  ce  cube  est 
triple  du  nombre  des  thiffres  décimaux  du  nombre  donné* 

Ainsi  pour  extraire  la  racine  cubique  d*ttn  noinbre  dèci&al,  il  faut 
préalablement  s^assurer  que  le  nombre  des  chiffre^  décimaux,  soll3, 
6,  9  ou  généralement  un  multiple  de  3,  ce  qu'on  peut  faire  en  écri- 
vant un  ou  deux  zéro  à  la  droite  du  nombre  décimal;  on  fiiit  ensuite 
abstraction  4e  lit  irirgule  et  extrayant  la  racine  cubique  dû  aoïkibre 
entier  qui  oH  résulte^ cette  racine  obtenu» à  moins  d'une  unité,  on 
repousse  sur  la  droite  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  avait  de 
tranches  de  trois  chiffres  décimaux  dans  le  noqubre  donnf  eQ  y  cmn- 
prenânt  les  zéros  ijoutés  sll  y  avait  eu  Heu. 

Si  Von  veut  extraire  la  racine  cubique  d^un  nombtçe^entier  à  urne 
fraction  décimale  ptés  d*un  certain  ordre ,  il  faudra  écrire  trois 
%érx^  si  Vapproœimalion  esté^mn  dixième;  six  jséros  H  Vàpproxi- 
matio^^est  d*un  centième  et,  tngéméraly  d'un  nombre  triptede  zéros 
quHlyad&chiffresdétimaux  dans  Vapproximation.  Dui/iombre  en- 
tier qui  résulte  i  on  extrait  la  racine  cubique  à  moins  d*une  unité, 
puis  on  sépare  sur  la  droite,  par  une  virgule  ^  un  chiffre  \  ou  deux, 
ou  trois,  suivant  que  Vapproximation  demandée  est  un  disHéme^ 
un  centième  ou  un  millième. 

On  veut,  par  exemple,  extraire  la  racine  cubique  de  34  à  un  centième 
prhé,  on  écrira  six  zéros  à  la  spite  de  34,  on  aura  ainu  34009  OCO , 
puis  extrayant  la  racine  cubique  de  ce  nombre  à  une  unité  près ,  et 
séparant  deux  chiffres  décimaiu:  sur  la  droite ,  on  aura  la  racine  cu- 
bique de  34  à  moins  de  0,01. 

Pour  extraire  la  racine  cubique  de  9^54»  à  un  centième  près,  il 

faut  qu*it  y  ait  six  chiffîres  décimaux ,  j'écrirai  donc  quatre  zéros  à  la 

droite  de  3,54,  puis  j*opèrerai  sur  ce  nombre  comme  dans  le  cs^  pré* 

cèdent. 

3    - 
Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  !nombre  à  ^d'unité  près,  je 

3  1  1 

remarquerai  que  57  est  égala  [9  c'est-à-dire  à  5?  ou  bien 

.  1 

21  .    • 

dénominateur  de  cette  fraction  serait  ^.  Il  faudrait  alors  multipher 
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61  Si* 

le  nombre  ckiÉnë  par  le  «ube  de  -^y  cJest-àdire  ^ ,  extraire  la  ra- 
cine cubiqilb  du  produit ,  à  moiss  d'une  unité ,  et  enfin  on  diviserait 

21 
oette  racine  par  ---  oa  bien ,  ce  qui  refiént  an  même ,  oii  muUi[^e-    , 

3         * 
rtit  par  -7,».  car  pour  diviser  qn  iHolMne  par  une  firaotion^  il  (kuC 
.  21  - 

nmltçlier  le  nombre  p^r  la  fraction  diviseur  renversée. 
En  généralisant  par  un  eïemple  (fuelconciue ,  on  voit  que  gestégal 

à  -^;  par  8mte;>.'pour  extraire  là  racine  cubique  de  18,  à  -  près  »  il 

Q. 

but  multiplier)8  par  ?  élevé  au  cube ,  etc. 
Opération, 

004  A 

Eiectu^t  on  a  -^^ ,  on  extrait  l^ntier  et  Ton  trouve  73  ;  illKit  ex- 

tiaire  la  racine  cubique  de  73,  à  moins  d'une  unité ,  on  trouve  4  pour 

8  5 

radne,  puift  divisait  par^  ou  multipliant  par  g,  on  trouve  énfti  pour 

5      29  5  1 

racine  cubique  4  X  g  ou  -g-  ou  bien  ^ ,  c'est-à-dire  2  plus  ^. 

Justifions  ce  procédé. 

18  est  égal  à  18  X  (g)  :  (5)  i  la  racine  cubique  de  18  x  (  e  V 

gt 
est  eoo^rise  entre  4  et  5.  Ainsi  18  X  tî  ®st  compris  entre  4'  et  5*;  en 

multipliant  ces  trois  nombres  par  Tg  j  on  trouve  les  trois  nombres  par 
ordre  de  grandeur 

4^X5? 


ou  bien 


X5?       4Q  x^  f9y  :  /5\»     5»X5» 
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Extrayant  la  raeipe  cubique  de  ^acon  de  ces  nombres ,  on  trouve 
enfin  les  trois  noovbres  par  oi'âÉ'e  de  grandeur 

5  '4v5 

Or,  le  premier  et  le  dernier difflirent  de  g,  doilc  -^ ,  est  la  neine 

5 

cubiqaede  18,  à  moins  de  -d'tAiiftprès/Geqii*iîftk11aîfdèmoiltjrer(l). 

Enfin  pour  extraire 'la  racine  ci&ique  d*ane  fraction  ordinaire  à 
wxt  approximation  marquée  par  une  fraction  décimale,  il  faut  rièdnire 
ia  (IractioB  ordinaire  en  fraction  décimale ,  et  opéi^ev  eoiiiite  sur  cette 
fraction  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

Nous  avons  vu  que  pour  extraire  la  racine  «ixième  d*un  iM)mbre , 
it  faut  extraire  la  racine  carrée  et  extraire  ensuite  la  racine  cubique 
do  cette  racine  carrée.  De  mième  pour  extraire  la  racine  jmini^mt,  il 
faut  extraire  deux  racines  cubiques  successives. 

Dt  mèofie  pour  extraire  la  racine  12*'d*on  nombre,  comme  là  est 
égal  à  2  X  2  X  3 ,  il  faudrait  extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre , 
pais  la  racine  canée  de  celte  racine  carrée»  et  enfin  la  racine  cubique 
de  cette  dernière. 

Nous  saurons,  maintenant  trouver  une  moyenne  proportionnelle 
eHM  dMKc  iMBbna,  pwqœ  noo».  aaf oas  ^efUraim  k  raefaM  eanrée 
d*un  nombre.  ■  ' 


(i)  SoU  à  extraire  la  racine  cubique  de  N  à  m^ins  de  -.  KommODs«  le  plus  grand 

P  ^ 

ntm^pe  emier   de  Ms  que  -  é»t  ctmq^HsdAns  h  racine  dé  N;  du  a 

8       ,       . 

9  q 

d'o(^  >      ,  •   • 

dîTisant  les  trois  oombref  par  (-j  ,  onDbftient. 

a5«<Nx(^)   <(aH-i)8; 
œ  est  donc  la  racine  cubique  de  N  x .  (  -  ]  à  moins  d'une  unité. 
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l*'  Exemple.  Tromyer  ime  moyenne  prc^portionnelLe  entre  28  et  63; 
on  a,  en  nommante?  cette  moyiame, 

28:a?::a?:63. 

Donc  X  X.â?»    on  bien    a^âB><63. 

Le  carré  de  â7est  égal  à  1764,  donc  la  moyenne  géométrique  ou 
proportionnelto  demandée  est  42.  Ainû  l'on  a  r 

28:4â::4â:6a. 

^  Exemple.  Tronrer  la  moyenne  géométricpie  wttre  24^et  17. 
On  a  a4:a?::aî:17,  - 

et  par  suite  ,    a?'=»  24x17. 


]>onc  la  moyenne^éométrique  entre  24  et  17  est  1^24X17,  cette  ra* 
cine  est  20,19^  à  un  centième  près.  * 

Donc  la  moyenne  géométiiqae  est  20^  ^  1^,  â  nn  centièo^  p|r^'(l)'s 


il)  Quand  M  «oBAre  <«aaer  att  U  «abed*»  Mmbre  entier,  s^  Mt  ditMMe 
ptr  2,  il  devra  être  diTUiUe  par  8;  s'il  esi 4iTisil>le  par  S,  il  devra  Mf  4iviathle 
par  27  ;  s'il  est  divisible  par  5  il  devra  être  divisible  par  ^35  ;  on  pourra  -dédirire 
de  là  un  mejnen  de  reconnaître  si  un  nombre  efuièr  n'est  pas  le  cube  d'un  nombre 
entier,  elb. 
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LIVftE  QUATRIÈME, 

PROGRJ^SSilONS  BT  LO'&ARItttMÈS. 

Pr&grei9ienê  afitkméiiqùeé. 

43.  On  BORiiiie  progression  arithmétique  on  pair  différence  une  snîte 
de  tei^mei  teh  que  cbacnn  d'eux  sorpasse  celui  qui  le  précède ,  ou  en 
est  «urpassé  d*«in  nombre  constant,  qu'on  nommé  raison  ;  dans  le 
preinîèr  cas»  la  progression  est  croissante;  dans  le  second,  elle  est 
d^roissante;  ainsi,  là  suite  naturelle  des  nombîres  entiers  est'  une 

progression  dont  la  raison  est  1* 

Le  théorème duitant  résulte  de  ladéfinition.   . 

Premier  principe.  Un  terme.de  rang  quelconque  est  égal  an 
premier  terme  augmenté  de  la  raison  répétée  autant  de  fois  (pi'il  y  a 
de  termes  avant  lui ,  quand  la  progression  arithmétique  est  cibis^ 
santé  en  mottu ,  etc.,  quand  la  progression  est  (Jédroissante. 

Bn  effet,  le  second  esl  é(!al  au  premier  augmenté  d'uqe  fois  la  rai- 
son; le  troisième  est  égal  ^u  deuxième  plus  la  raison,  ou  l»en  il 
est  égale  au  premier  plus  2  fois  la  raison  ;  et  ainsi  de  suite. 

Second  principe.  La  scmune  des  dèuxieirmes  à  éga]|e  ^distance  des 
extrêmes,  est  é(^te  à  la  somme  des  extrêmes. 

En  effet,  nous  avons  4  termes  :  le  premier  et  le  dernier,  puis  les 
deux  intermédiaires,  c'est-^à-dire,  les  2  extrêmes  et  les  deux  -moyens  ; 
pour  fixer  les  idées  supposons  que  le  premt^  moyen  ait  5  termes  avant 
lui,  et  qu'il  y  en  ait  5  après  1^  second  moyen ,  il  en  résulte  que  ie  pre- 
mier moyen  est  égal  au  premier  plus  cinq  fois  la  raison  et  puisque  le 
dernier  terme  est  égal  au  second  mpyen  plus  5i  fois  la  raison^;  les 
4  termes  forment  une  équidifférence,  et  par  suite,  on  yoit  que  la 
somme  des  extrêmes  est  égale  à  la  somme  des  moyens.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer.  Prenops  deux  exenqHies  : 
l»  T  S.5.7.9.1H8.15.17.19. 
2o  f  28.25.22.19.16.13.10,7.4. 
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On  énonce  3  est  à  5  est  à  7,  etc.,  ou  bien  3  est  à  5,  comme  5  est 
à  7,  comme  7  est  à  9. 

La  raison  de  la  première  progression  est  2.  Cette  progression  est 
croissante ,  la  seconde  est  décroissante. 

Le  terme  15  est  égal  à  3,  plus  six  fois  la  raison ,  et  l'on  Toit  que  19 
plus  3  est  égal  à  13  plus  7. 

Trouvons  maintenant  la  somme  des  termes  d'une  progression.  Cette 
somme  est  égale  au  premier  terme  plus  le  dernier,  le  tout  multiplié 
par  le  nombre  des  termes  de  la  progression  divisé  par  2, 

Pour  le  démontrer ,  après  avoir  écrit  la  progression  donnée  sur 
une  ligne  horizontale ,  nous  écrirons  la  même  progression  au-dessous 
de  la  première ,  mais  en  commençant  par  le  dernier  terme,  c'est-à- 
dire  le  dernier  sous  le  premier ,  l'avant-dernier  sous  le  second»  et 
ainsi  de  suite  (la  seconde  progression  sera  décroissante). 

Les  termes  à  égale  distance  des  extrtaes  seront  donc  amsi  les  uns 
sous  les  autres;  par  suite,  la  somme  des  termes  correspondants  deux 
à  deux  sera  toujours  égale  à  la  scHume  des  extrêmes;  mais  en  faisant 
la  somme  de  tous  les  tenues,  on  obtient  2  fois  la  somme  demandée. 
Donc  enfin ,  la  gomme  des  termes  est  égale  à  la  somthe  des  extrê- 
mes divisée  par  2,  et  multipliée  parle  nombre  des  termes. 

Problème.  Insérer  un  certain  nombre  de  moyens  arithmétiques  ou 
différentiels  entre  2  nombres  donnés. 

Pour  fixer  les  idées,  prenons  6  et  42  entre  lesquels  il  faut  insérer 

11  moyens  différentiels. 

Supposons  le  problème  résolu ,  il  y  aura  en  tout  douze  termes 
qui  précéderaient  42  ;  42  serait  donc  égal  à  6  plus  12  fois  la  raison  ; 

12  fois  la  raison  serait  donc  égal  à  42 --6,  c'est-à-dire  36;  la  raison 
serait  donc  égale  à  36  divisé  par  12,  c'est-à-dire  3;  d*où  l'on  tire 
cette  règle  ifietranchez  le  plus  petit  nombre  du  plus  grand,  et  divisez 
le  reste  {Kir  le  nombre  de  termes  à  insérer  plus  un,  vous  aurez  la 
raison. 

En  traitant  la  même  question  aoee  des  letires,  insérer  m  moyens 
arithmétiques  entre  deux  nombres  donnés  a  et  d,  on  a  la  raison 
b—a 

Si  entre  lestermes  éènsécutifs  d  une  progression  par  différence  on 
insère  un  nombre  égal  de  termes  de  moyens  différentiels,  toutes  les 
progressions  qu'on  obtiendra  n'en  formeront  qu'une  seule,  car  la  rai- 
son sera  partout  la  même ,.  et  ces  progressions  ont  des  termes  com- 
muns. 

s 
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Quand  une  progression  arithmétique  commence  par  léro,  par 
exemple, 

tO.S.  6.  9.  13.  IS.  18 27 45  etc., 

ou,  pour  simplifler  : 

0.3.3X2.3X3.  3X4.8X5.  3x6.....  3X......  3xU, 

tous  les  multiples  de  la  raison  font  partie  des  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique  commençant  par  zéro  ;  de  plus ,  le  nombre 
entier  qui  multiplie  la  raison  indique  combien  il  y  a  de  termes  qui 
précédent  celui  que  Ton  considère  ;  d*où  résultent  ces  deux  propriétés 
fondamentales  de  la  théorie  des  logarithmes  :  la  somme  de  2  termes 
d'une  pareille  progression  est  un  terme  de  la  progression,  car  la 
somme  de  2  multiples  d*un  nombre  est  un  multiple  de  ce  nombre. 

En  second  lieu ,  le  nombre  de  termes  qui  précèdent  celui  que  Ton 
obtient,  en  ajoutant  2  termes  de  la  progression  est  égal  à  la  somme  des 
2  nombres  de  termes  qui  précèdent  ceux  que  Ton  a  ajoutés  ;  si  j'a- 
joute,  par  exemple,  6  et  12,  j'obtiens  18,  c'est-à-dire  que  j'ai  : 
2;3+4.3=»6.3,  c'est  bien  égal  à  (4+ 2).3.  Tout  multiple  d'un  terme 
d'une  pareille  progression  est  un  terme  de  la  progression  ;  ce  qui  est 
évident. 

Pour  les  progressions  décroissantes,  on  dit  le  second  terme  égale  le 
premier  moins  la  raison ,  le  troisième  égale  le  premier  moins  deux 
fois  la  raisotf,  etc. 

Progressions  géométriques, 

44.  De  même  que  l'on  passe  des  propriétés  des  proportions  par  dif- 
férence aux  proportions  par  quotient  en  changeant  quelques  mets, 
de  même  pour  trouver  les  propriétés  deft  progressions  géométriques, 
il  suffit  de  changer  dans  les  énoncés  des  principes  des  pcogresnons 
arithmétiques  les  mots  ajouté,  diminué  en  ceux  de  multiplié  et  divisé, 
puis  le  mot  multiple  ea  celui  de  puissance. 

Ainsi  f  une  progres^ipn  géométrique,  par  (potient  est  une  suite  de 
termes  tels  que  chacun  d'eux  est  égal  à  celui  qui  le  précède ,  multi- 
plié par  la  raison.  Quand  les  termes  de  gauche  à  droite  croissent,  la 
progression  est  dite  croissante;  elle  est  décroissante  dans  Iç  cas  con- 
traire. 

De  la  définition  d'une  progression  géométrique  ou  par  quotient  ré- 
sulte le  principe  suivant  : 

Un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier  terme  muLU- 
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plié  par  la  raison  èle?ée  à  uire  pnîssfflice  marquée  par  le  nombre  de 
termes  qui  précédait  :  soit ,  par  exemple ,  1»  progression  : 

-3:6:12:24:48:96:192:384:768. 

~3:3x2:3x2«:3x2»:3x2*:3x2»:3xt*:3x2':3x2«:3x2». 

Le  tableau  soif  ant  donne  la  démonstration  des  principes  : 

6=  3X2 
12=»  6X2=3X2X2=3X2* 

24-12x2 «...=3X2«X2=3X2» 

48=24X2 =3X2»X2=3X2* 

Ainsi,  en  nommant  a  le  premier  terme ,  q  la  faison»  l  le  xlernier 
terme,  n  le  nombre  des  termes  de  la  progression,  Z=ax  ^**~*- 

11  est  évident  que  si 'Ton  prend  2  termes  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes, le  prodoit  de  ces  termes  est  égal  aa  produit  des  extrêmes. 
Ce  serait  la  même  démonstration  que  pour  les  progressions  arithmé- 
tiqiies  avec  la  modification  énoncée  cr-dess«ts  (1). 

Somme  des  termes  d'une  progression  géométrique. 
Soit  la  progression 

^a:b:c:d:e:f.....  :h:k:î; 

en  appelant  s  la  somme,  on  a 

^^^j^.^.é+e+f.,...+h^H^l. 

Jusque-là ,  rien  n'jndique  que  les  termes  sont  en  progression  géo- 
métrique ;  nous  Texprimons  en  disant  qu'en  multipliant  a  par  ïa  rai- 
son Çv  nous  aurxms  b;  b  multipMé  par  la  raison  donnera  c,  et  ainsi 
des  autres  produits. 

On  peut  rindiquer  en  multipliant  la  somme  et  ses  différentes 
parties  pat  Ja  raison,  de  cette  manière  : 

:  sq=aq+hq+cq +q+hq+lq^ 

£d  retranchant  une  fois  la  somme,  et  en  remarquwit  cpie  les  termes 
tjgaux  disparalssenl,  etgi^il  reste  sevlementle  dernier  terme  X  par  la 
raisoft,  pii3sq«e  le  premier  lerme  doit  être  retranché ,  on  trouve  sq—s 
=^g— arC*cst-àHtire  s  (^^— 4>*=ff— a;  puis,  d'aprésla  définition  de  la 
lq--a 


division,  «  = 


q-i 


(I)     «ne  première  leetwre  on  fera  bien  de  prendre  des  nombres  sur  lesquels 
«n  appliquera  les  raisonnements 
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Si  la  progression  est  décroissante ,  c'est-à-dire ,  si  la  raison 
est  plus  petite  que  l'unité ,  1  ne  peut  pas  se  retrancher  de  g  »  il  faut 
donc  faire  la  soustraction  dans  Tordre  infersa,  ce  qui  donne 

s^êqmsa^lq^  et  enfin  ê  •«  j-—  —r—j- 

Une  observation  très-importante  doit  être  fiûte  ici  :  si  la  progression 
est  décroissante ,  les  termes  Tont  en  diminuant,  et  si  Ton  prend  un 
nombre  indéfini  de  termes  >  le  dernier  pourra  être  considéré  comme 

nul,  en  sorte  qu'alors  on  aura  s  »  | — ,  c'est-à-dire  que  la  somme  des 

termes  d'une  progression  décroissante  et  prolongée  à  l'infini  est  égale 
au  premier  terme  ilivisé  par  1  moins  la  raison  (1). 

Une  application  simple  de  cette  formule  ^  fait  trouver  la  valeur 
d'une  fraction  périodique  simple  ou  mixte. 

Soit ,  par  exemple,  0,34343434. 

34         34         34 
Gela  est  égal  à  '}Qg'+ 7Qn^+  ïg^»  <^'^st  donc  une  progression 

géométrique  commençant  par  34  centièmes,  et  qui  a  pour  raison  |rrg, 

it 
ce  qui  donne  5*»  ^       4-     » ^-  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

100* 

Soit  m  un  nombre  de  moyens  géométriques  à  insérer  entre  a  et  b. 

Ce  problème  revient  à  celui-ci  :  trotuvar  la  raison;  en  divisant  le 
dernier  terme  par  le  premier  on  obtient  la  raison  élevée  k  une  puis- 
sauce  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  :  -  aBg«»+  >, 


et  par  smte  la  raison  q*^  iV  — . 


On  déduit  de  là  que  si ,  entre  les  différents  termes  consécutifs  d'une 
progression  géométrique ,  on  insère  le  même  nombre  de  moyens 
géométriques ,  les  progressions  partielles  qu*on  obtient*  forment  une 
même  progression ,  car  Ja  raison  est  la  même  partout  puisque  Ton  a 
toujours  un  radical  de  même  indice  à  extraire,  et  que  la  quantité  sons 
le  radical  est  la  même  puisqu'elle  est  la  raison  de  la  progression. 

Prenons  maintenant  une  progression  géométriipie  commençant  par 


(I)  Voir  en  algèbre  (équatipns)  les  prol)lèmes  qu'on  peut  ee  proposer  sur  les 
progressions. 


Digitized  by 


Google 


ARrreoÉAriora.  livre  iv.  LO&A&rrBiiBS.  117 

TiiDité  ;  dans  une  pareille  progression ,  tons  les  termes  sont  des  puis- 
sances de  la  raison  indi(piée  par  le  nombre  des  termes  qui  précè- 
dent celui  que  Ton  considère.  Dans  ces  progressions,  le  produit  4e 
2  teftnes  est  un  terme  de  la  progresnon^et  le  nombre  de  termei  qui 
précèdent  ce  dernier  est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  termes  qui 
précèdent  les  2  facteurs  du  produit. 
Soit  la  progression 

q*  multiplié  par  q^  est  égal  à  g*,  etc. 

TaéoaiB  dbs  lo«arithm«s  (1). 

45.  Dans  la  théorie  des  logarithmes ,  on  a  pour  but  de  démontrer 
qu'on  peut  remplacer,  au  moyen  des  logarithmes,  des  multiplications 
par  des  additions ,  des  diyisions  par  des  soustractions ,  des  éIé?ations 
aux  puissances  par  des  multiplications ,  enfin  que  pour  extraire  une 
racine  il-suflStde  faire  une  dinsion. 

En  second  lieu  on  indique  comment  il  faudra  s*y  prendre  pour  ef- 
fectuer les  simplifications  de  calculs  énoncées  ci-dessus.  Enfin  on  don- 
nera une  idée  des  ^reurs  que  Ton  peut  commettre  dans  ces  opéra- 
tions simplifiées. 

On  nomme  logarithme  d'un  nombre  le  terme  de  la  progression  arith* 
métique  c<munençant  par  zéro  et  civrespondant  à  ce  nombre  qui 
ùit  partie  des  termes  dfune  progression  géométrique  commençant 
par  Tunité.  Zéro  et  Tunité  se  corresponctent  dans  les  deux  progres- 
sions. 

Soient  par  exemple  les  deux  progressions  dont  les  tenues  se  cor- 
respondent 

fri:a:9:27:8i:2i3  :729:2iar:656i  :i9683 

iO.2.4.    6.    7.    8    .    IQ.     12.     14.       16..,.. 

0  est  le  logarithme  de  1 ,  2est  le  logarithme  de  3, 4  est  Te  logari- 
thme de  9 ,  etc. 

Nous  avons  vu  (no  43)  que  la  somme  de  deux  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  qui  commence  par  zéro  est  un  terme  de  cette 
progression. 


(i>  Nous  renvoyons  à  la  seconde  partie  detïe  Tolume,  Algèbrb  (nos  60-68)»  ponr 
les  démonstrations  des  principes  relatifs  aui  qaantités  négatives.  Ainsi  novs  «dmei- 
tons  les  régies  relatif  es^à  ces  quaiitités  négatives. 
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N«oi  âToo»  va  (q»  44)  qm  le  prodwi  de  dt«x  lemes  d*iiiie  priH 
greMion  gèoHbèftrique  qui  ciNomeoce  {Kir  i  ea  hii  teniie  de  cel^ 
gMssion. 

Dans  cet  deux  pfiaeipes  il  y  a  une.ralation  coÉÉnane ,  c'esl  q»e  le 
rang  d«  produit  ou  de  la  somme  des  termes  de  eiuMi«e  progression 
est  égal  à  la  somme  des  rangs  des  deax  fedeors  on  des  deux  parties 
(en  appelant  rang  d*an  terme  pour  plus  de  simplicité  le  nondnre 
de  termes  qui  précèdent  celui  que  Vùa  considère).  La  théorie  des  lo- 
garithmes est  fondée  sur  ce  dernier  principe. 

Ainsi  multiplions  27  par  243 ,  nous  obtenons  6561  »  terme  de  la 
progression  géométrique  qui  en  a  8  avant  lui ,  c'est-à-dire  3  plus  5. 

Faisant  la  somme  des  logarithmes  de  27  et  de  243 ,  c'est-à-dire  de 
6  et  de  8  »  nous  obtenons  14,  c'est-à-dire  le  logarithme  de  6561. 

P*où  Ton  déduit  que  le  logarithme  d'un  produit  ut  égal  à  la 
tomme  de  logarithmes  de  ses  facteurs. 

Ce  principe  doit  être  démontré  d'une  manière  générale. 

On  peut  faire  cette  démonstration  de  la  maoière  soivante,  sans 
prendre  un  exemple  (1). 

Dans  une^  progression  géométrique  eomittençant  piff  l'imité  on 
terme  de  rang  quelconque  est  égal  à  la  raison  életée  à  une  puissanee 
marquée  par  le  nombre  de  termes  qui  le  précédent. 

Le  produit  de  deux  termes  de  la  progression  g^métriqoe  com- 
mençant par  l'unité  sera  la  raison  élevée  à  une  puissance  égale  à  la 
somme  des  puissances  de  la  raison  dans  chacun  de  ces  termes,  c'est-à- 
dire  que  le  rang  de  ce  produit  dans  la  progression  géométrique  sera 
égal  à  la  somme  des  rangs  des  deux  facteurs. 

En  second  lieu  la  somme  de  dedx  termes  d'une  progression  arith- 
métique commençant  par  zéro ,  est  un  terme  de  cette  progression , 
car  tous  les  termes  d'une  pareille  progression  arithmétique  sont  des 
multiples  de  la  raison ,  et  le  rang  de  la  somme  des  deux  termes  est 
égal  à  la  somme  des  rangs  de  ces  termes. 

Donc ,  le  logarithme  d'un  produit  de  deux  facteurs  est  égal  à  la 
somme  des  logarithmes  des  facteurs  (a). 

Ce  principe  peut  s'étendre  à  un  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs. 


(1)  Il  faat  raM»eler  ici  que  ^X&'',  par  esempla^  «ft  égal  à  Sio,  «e  qa'oo  saH  déjà 
et  qu'm  paat  voir  dans  TAlgébre  (  &•  S). 

(2)  Nous  engageons  le  lecteur  à  démonlrer  les  principes  d'une  manière  généralet 
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Soit,  par  exemple,  le  prodi^  27X9X81X3,  on  peut  écrire 
27x9  X  81  X  3  =«  27.9.81  X  3.  En  considérant  le  produit  des  trois 
premiers  facteurs  comme  effectué ,  alors  on  a  un  prodoil  de  deux  fac^ 
tenrs  et  il  en  résulte 

log  27.9.81  X  3  «  log  27.9.81  +  log  3. 

De  même  log27.9.81  t^logZI.9  +  logSl. 

De  même  log  27.9  =  log  27  +  log  9. 

Donc  enfin  log(27x9X8lX3)==log27+log9+log81+Iog3. 

€e  qu'il  fallait  démontrer. 

En  suivant  les  conséquences  de  ce  .principe  ,  on  trouve  -  que 
log  9*=  log  (9 X  9 X 9  X  9),  c'est-à-dire  log  9+ log9-f-log9  +  log9, 
ou  bien  4  fois  log  9,  ain^  log9*  =  4  X  log  9.  Donc  ,  le  logarithme 
de  la  puissance  d'un  nombre  est  égal  au  logarithme  ^de  ce  nombre 
multiplié  parVindice  de  la  puissance. 

Le  logarithme  du  quotient  d'une  division  est  égal  au  logarithme 
du  dividende  diminué  du  logarithme  du  diviseur. 

En  effet»  le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  multiplié  par  le 
quotient»  il  en  résulte  que  le  logarithme  du  dividende  esiègs}  au  lo- 
garithme du  diviseur  plus  le  logarithme  du  quotient ,  donc  le  loga- 
rithme du  quotient  est  égal  au  logarithme  du  dividende ,  moins  le 
logarithme  du  diviseur. 

Par  analogie,  on  est  conduit  à  dire  que  le  logarithme  d'Une  frac- 
tion est  égal  au  logarithme  du  numérateur  diminué  du  logarithme  du 
dénominateur.  Nous  disons  par  analogie,  car  rien  ne  justifie  encore  ce 
principe  ,  puisqu'on  est  conduit  à  retrancher  un  nombre  plus  grand 
d'un  nombre  plus  petit.  (Au  reste  ce  qui  est  relatif  au  calcul  des  frac- 
lions  par  les  logarithmes  peut  être  donné  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  considérer  des  logarithmes  négatifs.) 

Pour  l'extraction  des  racines ,  qui  est  l'opération  inverse  de  l'élé- 
vation aux  puissances»  on  verra  que  le  logarithme  de  la  racine  5*  de 
27  est  égal  au  logarithme  de  27  divisé  par  5.  En  effet,  la  défini- 
tion de  cette  racine  est  qu'en  relevant  à  la  puissance  5®  on  aura  27, 


quand  cela  est  possible ,  sans  empUyer  d'exemple  particnlier;  cependant  il  faut 
commencer  par  prendre  des  nombres;  ainsi  on  pourrait  appliquer  les  raisonne- 
ments qui  précédent  aai  deux  expressions 

fl  1 : 2 1 : 2«  :  2»  :  2*  :  2»  :  2«  :  27 
^  0.32.S.).S.4.3.S.3.«.3.7.8. 
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• 

ainsi,  en  posant  x»  k  27,  on  aura  0^—27,  par  suite  5  log  â;a»log  27, 

et,  par  coD^qoeat,  logag=^  ^    . 


Donc  nous  pouvons  dire  que  si  nous  atons  une  table  de  logarithmes 
renfermant  d*une  part  les  nombres ,  et  en  regard  leurs  logarithmes , 
on  pourra  remplacer  une  muliiplieation  par  nne  additUm ,  une 
dimsion  par  unf  soustraction  ;  t élévation  à  une  puissance  par  une 
multiplication,  et  enfin,  les  epctraetions  de  racines  par  des  <itot* 
sions. 

En  outre  de  la  facilité  des  calculs  qui  résulte  de  l'emploi  des  loga- 
rithmes, tl  y  a  certaines  questions  qui  ne  pouyent  être  résolues  que 
par  leur  moyen ,  et  maintenant  les  logarithmes  joueqt  un  grand  r^le 
dans  toutes  les  parties  des  mathématiques  (t). 

Lès  propriétés  des  logarithmes  sont  fondées'  sar  Femploi  de  progressions 
commençant  par  1  et  par  séro ,  elles  n  existeraient  pat  si  les  progressions 
géométrique  et  arithmétique  commençaient  par  des  nombres  quelconques. 
Ainsi  la  somme  de  denx  termes  d'one'  progression  qui  ne  commence  pas 
par  zéro ,  n'est  pas  un  terme  de  la  progression  qni  en  a  autant  ayant  lai 
qa*il  y  en  arait  «yant  les  deu  termes  ajoutés. 

Ce  qnon  pent  Voir  ainsi  t  a^^r^a-^^^Ka+Zr^a+lr;  û  Ton  ajoute  a-\-^r 
et  a+lr,  on  aura  Sa+Or;  si  ce  nombre  était -un  terme  de  la  progresaon 
on  aurait  a  +  Or  égal  à  on  certain  nombre  de  fois  la  raison,  donc  -a  serait 
un  multiple  de  la  raison  et»  par  suite,  a'^(a>\-'ùr)  aurait  plus  de  six  ter- 
mes avant  lui- 

U  en  serait  de  même  pour  la  multiplication  de  deux  termes  d*une  pro- 
gression qui  commencerait  par  ^  et  qui  serait  tt^.  ^9 1^9*  1^1.^9^)  etc. 

Par  exemple ,  je  n^ultiplie  bq*  par  bq^^  j'obtiens  b*q^ ou  bien  b'X.bq^',  si 
ce  produit  était  un  terme  de  la  progression,  b^  serait  une  puissance  de  la 
raison,  b  serait  donc  une  puissance  de  la  raison,  alors  ^X(^9^)  nen  au- 
rait pas  six  avant  lui ,  et  par  suite  la  propriété  fondamentale  des  loga- 
rithmes n'existerait  pas. 

Système  de  logarithmes  employé. 

46.  Oq  prend  pour  raison  de  la  progression  géométrique  10,  et  pour 
raison  de  la  progression  arithmétique  1;  en  sorte  qu'on  a  les  deux 
progressions 


(I)  Consulter  la  brochure  de  M.  Vallèfl  sur  les  logarithmes. 
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H 1  ;  10  :  100  :  1000  :  loooo  :  looooo...  etc., 

:  0.  1  ;    2   .    3    •     4     .       5 etc. 

Ainsi  l.est  le  logarithme  de  10  (10  est  alors  la  base  du  système, 
car  on  Homme  base  d'an  système  de  lo^garithme  le  nombre  qai  a  pour 
logarithme  l'imité),  2  est  le  logarithme  de  100/3  est  le  logarithme  de 
10Q0,etc. 

Dans  la  progression  géométrique  ne  se  trouvent  pas  les  nombres 
entiers  2»  3»  4, 5,6, 7,  etc.  En  un  mot ,  Il  n*y  a  que  des  puissances 
de  10  qui  Cstisent  partie  des  termes  de  cette  progression. 

Voici  comment  onpent  concevoir  que  tous  les  autres  nombre»  entiers 
poissent  en  fam  partie,  du  moins  approximativement. 

On  insère  un  grand  nombre  de  moyens  géométriques  entre  1  et  10, 
cl  Ton  peut  dire  que  Ton  trouvera,  si  Ton  veut,  des  termes  d'une 
progression  qui  diffèrent  entre  eux  de  quantités  très-petites ,  aussi 
petites  même  que  Fon  veut;  entre  ce&  termes  se  trouveront  les  nom- 
bres entiers  2,3,4,5,  etc.  Par  la  même  raison  en  insérant  un  très- 
grand  hoDibrcde  moyens  entre  10  et  100 ,  on  trouvera  des  nombres 
qui  diffèrent  entre  eux  de  quantités  très-petites  et  qui  croissant  de  10 
jusqu'à  100,  comprendront  entre  eux  les  nombres  11, 12,  13,  14, 
<5,etc. 

Ainsi  on  conçoit  qu'on  paisse  insérer  entre  les  termes  oonsécutifo 
delà  prc^ession  géométrique  1 :  10: 100: 1000,  etc.,  les  mêmes 
nombres  de  moyens  géométriques  de  manière  à  former  uœ  nouvelle 
progression  générale  telle  que  si  les  noipbres  entiers  n'y  sont  pas 
compris,  ces  nombres  entiers  diffèrent  des  termes  de  la  progression 
de  quantités- très-petites  (1). 

Gela  posé,  si  l'on  inséré  entreO  et  1  dans  la  progression  arithméti- 
que, entre  1  et  2,  entre  2  et  3  ,  etc.,  des  moyens  arithmétiques  en 
même  nombre  que  le  nombre  de  moyens  géométriques  insérés  entre  les 
termes  correspondants  de  la  progression  1 :  10  :  100  :  1000,  etc.,  on 
aura  deux  progressions  sur  lesquelles  où  pourra  raisonner  comme 
8Qr  les. précédentes  progressions;  on  pourra  déduire  les  logarithmes 
des  nombres  entiers ,  ou  bien  des  nombres  qui  diffèrent  très-peu  de 
ces  nombres  entiers ,  car  on  démontre  qu'il  est  impossible  d'obtenir 
les  nombre^  entiers  consécutifs  dans  la  progression  géométrique  dont 
10  est  la  raison. 


(1)  On  peut  consulter  le  traité  sur  les  logarithmes,  publié  par  M.  Vallès,  et  qui 
contient  des  détails  très-colnplels  sur  cette  matière. 
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Au  reste  on  peut  insérer  un  seul  moyen  géométrique  entre  1  et  10, 
puis  un  moyen  entre  1  et  ce  moyen  géométrique  obtenu ,  et  ainsi  de 
suite  successivement ,  en  sorte  que  Ton  pourra  insérer  un  très-grand 
nombre  de  moyens  géométriques  en  n'extrayant  que  des  racines  car- 
rées successives,  ce  qui^est  im  moyen  très-simple. 

Mais  en  même  temps  qu*on  insère  na  moyen  géométriqiie  il  finU 
concevoir  qu'on  insère  un  moyen  arithmétique  entre  les  termes  cor- 
respondants de  la  progression  arithmétiM|Be. 

En  insérant  des  moyens  arithmétiques  entre  deux  nombres  coin* 
mensurables  on  trouve  toujours  deux  nombne^commensurables ,  ainsi 
les  terme»  .'de  1«  progression  arithmétique  sont  toii^ours  commensu- 
râbles.  Mais  en  insérant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  deux  nombres  commensurables,  en  ffénéral  on  trouve  une 
raison  incommensurable  et  par  suite  presque  tous  les  termes  insérés 
sont  incommensurables.  Par  exemple  »  en  insérant  des  moyens  entre 
1  et  10,  il  faut  extraire  une  certaine  racine  de  10,  ce  qui  donne  un 
nombre  incommensurable ,  les  termes  insérés  sont  tous  incommensu- 
rables ;  mais  on  conçoit  que  -  deux  termes  consécuUls  peuvent  être 
asseï  rapprochés  pour  que  leur  différence  soit  aussi  petite  qu*on  le 
désire;  ensorte  que  ces  deux  nombres  comprenant  3,  par  exemple, 
on  pourra  prendre  Tun  de  ces  nombres  pour  3  sans  erreur  trop 
grande.  Le  nombre  de  la  progression  arithmétique  correspondant  au 
nombre  que  Ton  a  pris  pour  3  est  dit  alors  le  logarithme  de  3  par 
approœim^ion. 

Caro/Ctériêtique  d*un  logarititme. 
En  reprenant  les  deux  progressions 

H 1 :  10  :  100  :  1000  :  loooo  :  looooo  :  etc., 

tO.  1,2.     3.     4.     5 

on  peut  voir  que  tout  nombre  compris  entre  1  et  10  a  pour  logarithme 
un  nombre  compris  entre  0  et  i  ;  tout  nombre  compris  entre  10  et  100 
a  son  logarithme  compris  entre  1  et  2 ,  sa  partie  entière  est  donc  1. 
La  partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre  compris  entre  100  et 
1000  est  2.  Or,  un  nombre  compris  entre  10  et  100  a  deux  chifiEres  et 
la  partie  entière  de  son  logarithme  est  1 ,  c'est-à-dire  2  moins  1.  La 
partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre  entier  a  donc  autant  d'u- 
nités moins  une,  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  ce  nombre  entier.  Cette 
partie  entière  d'un  logarithme  caractérise  la  nature  du  nombre  cor- 
respondant et  pour  cela  on  la  nomme  caractéristique  du  logarithme. 
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£o  ffiiilll|rïîaiit  on  nombre  par  iO,  par  iùd  oa  par  1680,  le  loga- 
rithme du  prodaH  augmente  4e  1,  de  2,  de  ^^ctLTlelogurHhmeà'un 
produit  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs.  Ainsi  le 
logarithme  de  26  x  tO  est  égal  à  log.  de  ^plus  log  10  ;  or,  log  10  est 
égal  à  1 ,  donc  |og28xfO«log2B-f-i.  Ainsi  à  la  caractéristiqae  de 
log  28  il  suffit  d*ajoater  1. 

En  génémi,  puind  deux  nombres  ne  différent  que  par  un  facteur 
10, 100, 1000,  ou  plutôt  par  un  facteur  égal  à  une  puissance  de  10 
Imrs  logarithmes  ne  diffèrent  que  par  unb,  dbdx,  trois,  etc.,  unités. 

Inversement  pour  diviser  nn  nombre  par  10 ,  100, 1000 ,  il  suffit  de 
retrancher  à  la  caractéristique  de  ce  nombre  une,  deux,  trois  unités 
aatant  que  cela  est  possible. 

Si  nous  prenons  0,35742  pour  logarithme  d'un  nombre,  et  si  nous 
Toolons  diviser  ce  nombre  par  100,  nous  avons  vu  quHl  suffisait  de  re- 
trancher 2  du  bgarithme  donné,  et  comme  cela  n'est  pas  possible, 
DOQsrindiquons  en  plaçant 2.àlacaractéristiquedulogarithmedonné, 
et  nous  surmontons  ce  2  du  signe  —  de  cette  manière  2,35742. 

Cest  là  ce  qu*on  appelle  logarithme  dont  la  caractéristique  seule 
ut  négative. 

Pour  les  fractions,  le  dénominateur  étant  plus  grand  que  le  numé- 
rateur en  prenant  les  logarithmes,  le  résultat  de  la  soustraction  sera 
négatif.  On  peut  Féviter  en  poultiplîant  le  numérateur  de  la  fraction 
par  une  puissance  de  10  assez  grande  pour  que  le  produit  devienne 
plus  grand  que  le  dénominateur,  puis  le  quotient  trouvé  par  le  loga- 
rithme ,  on  divise  par  la  puissance  de  10  employée. 

Ckmstrtiction  des  tables  de  logarithmes. 

Nous  avons  vu  comment  on  peut  concevoir  les  opérations  k  eff'ec- 
taer  pour  trouver  le  logarithme  de  3  ou  de  7,  cela  peut  se  faire 
par  des  extractions  de  racines  carrées  de  10  (1). 

On  ne  cherche  pas  ainsi  par  des  extractions  de  racines  carrées  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres ,  c^r  il  suflSt  d'avoir  les  logarithmes 


(1)  Oa  bien  en  extrayant  des  racines  cubiques. 

Par  exemple,  j'insère  a  moyens  géométriques  entre  i  et  lO,  la  raison  q  est  alors 
•  —  t 

égale  à  K  M.Bntre  k  If  et  ^  si  fimèn  deux  mnnreavi  moyens  géométriques^ 
s 

\/TZ 

j'obtiens   y      k*  lO.  Mais  on  peut   voir  facilement  que  celte  opération  revient  à 
insérer  entre  i  et  lo  on  nombre  de  mt»yens  égal  à  3**  -  f . 
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des  nombres  premiers ,  paisqae ,  nous  le  répétons  encore ,  le  loga- 
rithme d'an  produit  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  fac* 
teors. 

On  ne  cherche  pas  non  plus  les  logarithmes  des  fractions.  Car  le 
logarithme  d'une  /raction  est  égal  au  logarithme  du  numérateur  moins 
le  logarithme  du  dénominateur. 

Les  tables  sont  calculées  dans  le  systémedont  la  base  est  1(^. 

Disposition  des  tables. 

Tables  de  Lalande.  Étendues  à  7  décimales  par  Marie. 
Page  (1). 


Nomb. 

tbf. 

Momb. 

lot. 

, 

Nonb. 

LOI. 

6 
7 
8 

0.77815125 
0.84509814 
0.90308999 

36 
37 
38 

1.55630250 
1.50820172 
1.57978360 

66 
67 
68 

1.81954394 
1.82607480 
1.8325089t 

Page -(28). 

Nomb. 

Lof. 

DIff. 

1769 
1769 

Ropb. 

Lof. 

DIff. 

Nomb. 

Lof. 

Diff. 

2454 
2455 
2456 

3.3898746 
3.3900515 
3.3902284 

• 

2484 
2485 
2486 

8.3951516 
3.3953264 
3.3955011 

• 
• 

1748 
1747 

2514 
2515 
2516 

34003653 
3.4005380 
3.4007106 

1727 
1728 

La  disposition  des  tables  de  Lalande  est  très-simple  et  s*explique 
d'elle-même;  nous  avons  pris  deux  spécimens.  Tun  de  la  page  (1), 
l'autre  de  la  page  (28).  Les  caractéristiques  des  logarithmes  sont 
écrites,  ce  qu'on  pouvait  éviter,  puisqu'à  l'inspection  d'un  nombre 
entier  ou  d'un  nombre  décimal ,  on  peut  écrire  ta  caractéristique. 

Les  tablés  de  Lalande  ne  donnent  que  les  logarithmes  des  nombres 
jusqu'à  10000 ,  et  pour  cakokr  des  nombres  plus  grands  que  10600 
au  moyen  de  ces  tables,  on  se  sert  d'une  proportion. 

Les  différences  entre  des  nombres  ne  sont  pas  exactement  pro- 
portionnelles aux  différences  de  leurs  logarithmes;  mais  elles  don- 
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netit  WM  approximation  suffisante ,  quand  les  nombres  donnés  sont 
très-grands  et  ne  diffétent  entre  eux  que  de  nombres  très-petits 
relativement. 

Ainsi  adroite  de  chaque  nombre  est  écrit  son  logarithme,  et  quand 
la  différence  des>  logarithmes  de  deux  nombres  éonsécutifs  n'est  pas 
trop  grande ,  elle  est  écrite  dans  la  colonne  nsarquée  diff,  (abréviation 
dedifféirence). 

Tables  de  Collet, 
Chiliade  I. 


N. 

SA6. 

L.  «00. 

!f. 

0 

i 

• 

3825 
5553 

7S70 
0005 

0730 

a 

3008 
5725 
7452 
0177 

0002 

1 

3 

• 

4171 

5808 
7624 
0256 

1075 
3 

4 

4344 
6071 
7707 
0522 

W47 

5 

4516 
6243 
7060 
0605 

1420 

6 

4680 
6416 
8142 
0867 

150i 
6 

7 

•  • 

4862 
6588 
8314 

0040 
1764 

7 

8 

5035 
6761 
8487 

0212 
1037 

8 

0 

5207 
6034 
8660 

0385 
2100 

0 

Dir 

25U 

2515 

16 

17 

18 

40o!dO53 
5380 
7106 
8832 

401 

0557 

• 

• 

173 

1  IT 

2  35 

3  5a 

i    60 

5  87 

6  104 

7  121 

8  138 
0  156 

K. 

0 

1 

4 

5 

Dans  les  tables  de  Callit,  on  a  cherché  à  économiser  la  place  le  plus 
possible  sans  cependant  noire  à  la  clarté  ;  poar  cela  on  s'est  servi  de 
cette  remarque.  Les  logarithmes  des  nombres  plus  grands  que  10000 ,  ne 
diffèrent  entre  eax  poux  ane  assez  grande  quantité  de  nombres  qu'après 
le  3«  on  le  4«  chiffre  décimal,  en  sorte  qu'il  était  possible  de  ne  pas 
écrire  plusieurs  fois  ces  premiers  chiffres  décimaux  des  logarithmes. 
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D*ftill«wrs  dans  les  tabttt  dt  GAU.tt  on  n'éerit  pat  U  caractéristiqife, 
et  c*e8t  seulement  la  partie  éécinfale  de  logaritimc  q«i  est  écrite. 

On  remarqae  deux  dispositions  dans  les  tables  de  Calibt  poov  les  non- 
bces.  Il  y  a  d'abord  des  pages  en  tétc  dcsfveUes  On  voit  Ghiliade  I ,  e*est- 
à  dire  piesaier  mille,  quoique  ces  pages  costieraent  les  loganidune»  des 
ISOO  premiers  nombres  ^tiers»  dans  ces  pages  les  logarithmes  à»  noai- 
bres  entiers  sont  écrits  avec  8  décimales.  Pour  se  servir  de  ces  pages ,  il 
n'y  a  rien  à  dire  de  particulier. 

Après  les  premières  pages  viennent  celles  qui  portent  en  tête  des  in- 
dications comme  celle-ci  N.  2A6  ,  L.  300. 

Les  logarithmes  de  ces  pages  sont  ceux  des  nombres  de  cinq  chiffres; 
par  exemple,  je  trouve  dans  une  même  ligne  horizontale,  le  logarithme 
de  25140  qui  est  4,4003053 ,  le  logarithme  de  25141  qui  est  4,4003825 , 
puis  logarithme  de  25142  égal  à  4,4003098  ;  etc. 

La  colonne  dans  laquelle  se  trouve  N  donne  les  4  premiers  chiffres  an 
nombre  de  cinq  chiffres,  le  dernier  chiffre,'  cdui  des  unités,  se  trouve  dans 
les  colonnes  intitulées  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  ,  .9  ;  la  caractéristique  du 
logarithme  s'écrit  d'après  les  principes  connus  ;  on,  place  ensuite  une  vir- 
gule igiiis  les  tcoîs.  premiers  chiffres  de  k-eoleupe  0^«  ^êb^  V9»  taîA  suifc 
des  quatre  chiffres  placés  horizontalement  sur  la  tranche  du  nombre  char- 
cfaé  et  dans  la  eolouae  de  0 ,  1,  2,  3^  4,  j^  etc.  ;  suivant  que  le  dernier 
chifl^e  du  nombre  est  0, 1,  %,  3,  4,  5,  etc. 

Ainsi ,  je  veux  trouver  le  logarithme  de  25178 ,  je  trouve  2517  daas 
la  colonne  N  ;  rqtàs  je  ne  prends  pas  les  trob  premiers  chiffres  400 ,  car 
dans  la  colonne  8,  je  vois,  qu'il  y  a  un  blanc  à  la  tnmche  2517 ,  et  qnll 
faut  recourir  à  la  tranche  suivante  ,  où  se  trouve  401  que  je  fais  suivre 
de  0212.  Le  logarithme  de  25178  est  donc  4,  4010212. 

La  dernière  colonne  intitulée  différence ,  contient  des  tables  propor- 
tionnelles destinées  à  donner  immédiatement  les  accroissements  des  lo- 
garithmes correspondants  à  des  accroissements  de  dixièmes  pour  les 
nombres.  Nous  en  expliquerons  l'usage  plus  loin. 

Voyons  comment  on  peut  se  servir  des  tables ,  mais  avant  d'entrer 

dans  des  détails,  examinons  les  logarithmes  des  nombres  plus  petits  que  1 

c  est-à-dire  les  logarithmes  négatifs  on  bien  ceux  dont  la  caractéristique 

seule  est  négative. 

7  7 

Soit  à  trouver  le  logarithme  de  --  ,  nous  savons  que  log  --  =  log  7 

—  log  68 ,  or  log  7  =  0,84509814,  log  68  =  1,83250891  ; 

7  - 
Ainsi  log  —  =  0,84509814  —  1,83250891. 
68 

Cette  soustraction  n'est  pas  possible ,  en  sorte  qu'on  retranche  le  pins 
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petit  nombre  du  plus  grand ,  et  on  place  le  signe  —  devant  le  reste 

7 
{Algèbre  n*»60— 68),  donc  log  —  =  —0,08741077,  ce  logarithme  est  en- 
tièrement négatif.  lïous  pouvions  éviter  nn  logarithme  pareil  en  multi- 

..7  .   ,         .   70  .      ,  , 

pliant  --  par  10 ,  ce  qui  donnait  —  ,  on  avait  alors 

7  70  70 

log  -  =  log--Iogt«=log  --1. 

70 
log  --=log70— log08=  1,84009814  —  1,83250891 , 

Oo 

,      70 

log— =  0,01258923. 


Pour  avoir  le  logarithme  de  --  ,  il  faut  retrancher  1  de  ce  nombre,  ce 

qu  on  fait  en  le  plaçant  à  la  caractéristique ,  surmonté  du  signe  — ,  ce 
qui  indique  par  convention  qu  il  est  seul  soustractif. 

i      _ 

Ainsi    log —  r=  1,01258923. 

°68 

Dans  remploi  des  tables  de  logarithmes  il  y  a  deux  problèmes  géné- 
raux à  résoudre.  Tun  direct»  Tautre  inverse';  chacufti  de  ces  problèmes  se 
subdivise  en  plusieurs  autres  ;  nous  alUms  le»  résoudre  successivement. 


Premier  problème.  Un  nombre  étant  donnée  trouver  son  logarithme. 


Tables  de  Lalande. 

I.  Le  nom^  est  entier  et  plus 
petit  que  10,000. 

Le  logarithme  se  trouve  immé- 
diatement ,  on  trouve  par  exemple 
qae  le  logarithme  de  2485^  est 
3,3953264. 

2o  Le  nombre  entier  a  plus  de  4 
chiffres. 

Soit  par  exemple  24557 ,  sa  carac- 
téristique est  4  ;  pour  la  partie'  dé- 
cimale du  logarithme,  on  commence 
par  placer  une  virgule  après  ce  qua- 
trième chiffre ,  ce  qui  donne  2455,7, 
et  on  sait  que  le  logarithme   de  ce 


Tables  de  Callbt. 

I.  Le  nombre  est  entier  et  plus 
petit  que  lOStOê*.  Premier  cas,  le 
nombre  à  moins^  de  cinq  chiffres, 
par  exemple ,  le  logarithme  de 
2510,  on  cherche  en  tête  à  la  suite 
de  mî  le  premier  chiffre  2 ,  puis  on 
trouve  2510,  et  dans  la  colonne 
suivante  0,  c'est-à-dire  25160  dont 
le  logarithme  est  celui  de  2516  di- 
minué de  1.  On  prend  donc  pour 
logarithme  de  '2516,  le  nombre 
3,4007106,  en  écrivant  3  à  la  ca- 
rsrctéristiqne,  puisqu'il  y  a  4  chiffres 
dans  le  nombre  entier. 
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nombre  a  même    patîe  dgdmalr 
qne  celle  du  lo^aritliise  de  S4M7 

Or,  9455^7  est  compris  entre  ii55 
et  Si56,  donc  le   logaiitlime   de 


t*' Le  nombre  entier  est  plmi  grand 
q«e  108000,  soit  pat  eieaple  S51034. 

Ponr  «Toir  «n  nombre  de  5  chif- 
fres, je  sëpaie<ndl|iffiresar  l»droite. 


2455.7  se  composera  dn  logarithme  ^obtiens  25103,4. 
de  2455,  plos  d'une  partie  dépen-     i^  logarithme  de  25163  est  pow 
dantàn  diiffire  décimal  7,  qu'on  ob- 1^  partie  ^érw^^  4007024 ,  mais  la 
tiendra  ainsi.  difieicnce  entre  lesdeozlogarîâimes 

On  dit  :  pour  1  de  différence  on  consécatiâ  est  173,  or  la  table  pro- 


trouve  une  différence  entre  les  lo- 
garithmes égale  à  1709,  du  septième 
ordre  décimai  ;  pour  0,7  ,  Combien 
landra-t^il  ajouter  an  logarithme  de 
2455,  om  suppose  quU  x  "^  proportiom 
emire  ces  quatre  nombre»  ^  et  Voa  a 

1:0,7::  1769:  Jr, 
:c=îï5^  =  17«»X0.7=«38.3 

la  quantité  à  ajouter  est  donc  1230. 
Ainsi  on  a  3,39(00515,  on  ajoute 
1238,3,  ou,  en  négligeant  les  trois 
unités  du  huitième  ordre,  1238,  puis 
en  passant  an  logarithme  de  24557, 
dont  la  caractéristique  est  4*  <m^ 
trouve 

log  24557=4.3900515+1238  du  sep- 
tième ordre. 
=?:4  3901753 

Ponrun  nombre  d^  jhga  de  5  chif- 
fres on  ferait  le  calcul  de  la  même 
manière,  mais  alors  l'enreur  com- 
mise pourrait  être  ]pbt»  ^lande. 


portionndle  rdative  à  173  donne , 
toute  calculée,  pour  4»  09  que  j'a- 
joute, j'ai  ainsi  4007624+69,oubien 
4007693  dans 

log  251634«»5,4007693. 

Pour  un  nombre  de  plus  de  six 
diiC&es  on  opérerait  de  la   même 


Soit  à  trouver  le  logarithme  de 
25163478. 

On  sépare  deux  diiffires  sur  la 
droite,  et  on  obtient  251634,78,  on 
prend  la.  partie  décimale  du  loga- 
ridime  de  251634  qui  est  4007624; 
pour  0,7,  la  table  donne;  121  pour 
0,08  la  table  donne  13,8  ou  14 ,  en 
^forçant  ce  chiffre  3 ,  on  a  donc 

4007624 

121 

14 


4007759 
donc    log  25163478  =7,4007759. 


DcnxikifB  »ROSiÀm.   Uu  logarithme  ètamt  domné  ,  trouver  le  nombre 
correspondant. 


Taèm  de  Lalavde. 

L  La  caractéristique  est  au  plus  3. 

Alors  il  peut  arriver  deux  cas ,  on 
bien  le  logarithme  est  dans  les  ta- 
bles, ou  bien  il  n  y  est  pas. 


Tables  de  Callet. 

l«r  cas.  Si  le  logarithme  se  trouve 
parmi  ceux  de  la  première  chiliade, 
oif  aura  sur-le-champ  lé  nombre  qui 
lui  corre^Kmd  ;  ce  nombre  sera  dans 
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1^  Si .  Je  donne  pur  exemple 
^.30S3iOi,  le  nomlire  corceipQndant 
à  ^  logùrithmè  est  SiS5 


If  ootonne  marquée  N  qai  précède 
immédiatement  éélle  c{ai  contient  le 
logarithme  donné,  et  dans  l'aligne- 


Veas.  he  logarithme  ne  éetr^ve  ment  dé  oe  logarithme 


pas  dans  les- tables 

J'ai  par  ^ceibple  a.8908dda. 

Je  cherdie  le  nombre  qai  en  ap- 
proche le  plus  '6n  moins,  je  trouve 
3.3898746  qui  oérré^poiid  à  U5i ,  je 


3.3808746 ,  la  difiei^eooe  est  180  ;  je 
^  alors  pour  1769,  différence  des 
deas  logarithmes  oonsécutiCB ,  j*û 
une  unité ,  pour  186  combien  au- 
rais-je,  ce  qui  donne  la  proportion 
1769  :  lg6  :  :  1  ^x 

'^'''^Ï769  =  '^*» 


S*  cm.  Si  le  logarithme  -ne  se 
trouve  pas  dans  la  .première  table,on 
cherchera  les  trois  premières  déci- 
males de  ce  logarithme  parmi  les 
nombres  isolés  que  Ton  voit  dans  la 


£Û8  la  différence  entre  ^.3898933  et  colonne  marquée  G  de'la  seconde  ta- 


à  peu  près  le' 
corre^(>ondant     est   donc 


nombre 
3454,1. 

Si  Von  avait  donné  pour  logarith- 
me le  nombre  5.3898939 ,  j'aurais 
enlevé  d*abord  Si  à^k  caractéristi- 
que, puis  ayant  obtenu'  d*abord 
2454,105. 

Reculant  la  virgule  de' deux  rangs 
à  cause  de  la  caractéristique,  le  nom 
bre  demandé  est 245410, 5. 

Pour  le  reste,  voir  les\traités  spé- 
ciaux placés  en  tête  des  tables  de 
logairithmes,  et  encore  les  problèmes 
placés  dans  les  applications  du  trbi 
sième  et  du  qilatrième  livre. 


ble.et  les  aya^t  trouvées,  on  cherchera 
les  quatre  derniers  chiffres  du  loga- 
rithme parmi  ïes  nombres; de  quatre 
chiffres  qui  sont  d^ns  dette  même 
colonne  en  descendant  Si  i-on  y 
trouve  ces  quatre,  dertiiers  .diiffres, 
on  v^erra  le^nombre  cherché  dans  la 
colonne  marquée  N  et  sur  leur  aH- 
gnement. 

3^  cas.  Si  Ton  ne  toouve  pas  dans 
la  colonne  marquée  O  les  quatre 
derniers  chiffres  du  logarithme  don- 
né ,,-on  s'ï^rrêtera  à  celles  qui  en  ap- 
prochent le  plds  en  moins ,  on  sui- 
vra la  ligne  sur  laquelle  on  se  sera 
arrêté  en  la  parcourant  de  gauche  à 
droite ,  et  si  l'on  trouve  dans  cette 
ligne  les  quatre  derniers  chiffres  du 
logarithme  donné  «  on  suivra  ,  en 
montant  ou  en  descendant ,  la  co- 
lonne dans  laquelle  on  le&  aura  trou- 
vés ;  le  chiffre  qu'on  verra  «  la  tète 
ou  au  pied  .de  cette  colonne,  sera  la 
cinquième  figure  du  nombre  cherché 
dont  les  quatre  premiers  se  trouve- 
ront,- comme  ci-dessus,  dans  La  co- 
[lonne  marquée  r^. 
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ET  tAOBLfeMES  m  L'ARITUM^TIQUE. 


-    >  CALCOl  DES  MONBattS  GOMCKBTS  (1).    -      - 

■   '  ■  ,  •  *        • 

47.  AiM»inoii>.  L'espèce*  des  imités  de  la  somme  est  nécessairament  U 
même  «jae  celle  désunies  que  renferment  les  nombres  additionéésr  - 

Ainsi  la  somme  d^  nonibrès  S^ mètres  et  *I  mètres  est  &■+  7  pa  15  met. 

SousTmAOTÎoir.'y-  La  même  léfletion  est  applicable  à  la  soustraction.  Le 
reste  exprime  nécessairement  des  unités  de  même  ^espèce  qae  celle  des 
nombres  sur  lesquels  on  a  opéré.. 

MoLTiPucATfOH. — Le  pTodoit  devant'se  co^posler  avec  le  multiplicande 
comme  le  multiplicateur  ^  conipos^'  avec  T unité,  l'es  unités  du  produit 
doivent  être  de  même  espèce  gue  cdl^  dtt\  multiplicande.  On  êeiîI  tou- 
jours abstraction  de  Tespèce  des  unités  du  multiplicateur. 

Exemple  j^\\  y  a  7  jours  «dans  une  seniuine  :  coixibieh  jr  efi  a-t-il  dans 
5  semaines?  Puisqu'une  semaine  contient  7  jours  »  .5  semaines  contien- 
dront 5  ^is  7  jours..  Mais  le  nombre  des  unités  de  joij.rs  contenu  dans  le 
prodoit-de  7  jolirs  par  5  ne  peut  être  différent  du  nombre  d'ûnitiés  abs* 
traites  contenu  dans  le  produit  dû  noiiibre  nbstfait  7  par  5.  Je  multiplie 
dope  7  par  5  on  5  par  7.,  et  je  (ais  ex|^rimer  des  jours  au  résultat  35, 

DryisioR. —  Le  dividende  est  un  produit  dont  le  di\iseur  et  \q  quotient 
sont  les  deux  facteurs.  D'où  il  suit  que  le  diyidende  étant  concret  ^  le 
quolient  doit  aussi  Têtre,  si,  d'après  la  nature  âe'la;questibn,1ë  diviseur 
est  abstrait ,  et  réciproquertiétati 

Exemple  du  premier  c/i«.-^Qttél  ^st  le  quotient  de  3Q  mètres  par  i?  Le 
quotient  doit  exprimer  un  Nombre  de  mètres  quatre  fois  moindre  que  36. 

Exemple  du  second  cas, —  Quel  est  le  quotient  de '4$  kilogrammes  par 
7  kilo{prammes  ?  C'est- Ic^  nombre  abstrait  qui  indique  le  nombre  de  fois 
que  le  poids  48  kilogrammes  contient  le  poids  7  kilogrammes-  J'obtien- 
drai ce  nombre  en  divisant  42  par  7. 


(1)  Neus  conservons  cette  dénémination  peur  nous  oonrotmer  à  l'usage,  nous  ré- 
servant  cependant  dç  critiqaer.  autre  paH  ces  expressiens  impropres  de  nombre» 
abiirtnti  et  nombret  conç^etti 
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Il  résulte  de  ce  qui  yient  d  être  dit  qne,  lorsqu'on  a  à  exécuter,  sur  des 
nombres  concrets,  iine  des  ^uartre  opérations  fondamentales  de  l'arithmé- 
tique ,  on  fait  ^opération  de  la  même  manière  que  si  les  nombres  étaient 
abstrafits ,  et ^que  Ion  fait  ensuite  ezpripier  an  résultat  des  unités  dont 
lespèce  est  déter^iinée  tant  pajrcelle^ des  nombres  soumis  au  calcul  qne 
par  la  nature  de  la  question  qui  y  donne  lieu. 

Nomenclature  des  mesures  anciennes. 

48.  11  existe  beaucotip  4e  traités  importants  sur  les  arts  et  sur  les 
sciences,  faits  avant  l'établissement  du  nouveau  système  de  mesures,  et 
auxquels  le  savant,  l'industriel  et4*^tudiant  ont,  à  clîaque  instant,  besoin 
de  recourir.  On  ne  peut  donc  rester  étrangler  au  système  des  anciennes 
mesures..^ Nous  devons  çonséquemment  en  donner*  ici  la.  noqienclature 
sommaire. 

Mesures  de  longueur»  Pour  \e&  petites  étendues,  V unità principale,  était 
la  toke,  qui  vai^t  &  pieds ^  le  pied  vajU- 13.  ponces,  le  pouce  12- lignes  et 
la  ligne  12  poinls;     *   . 

La  mesure  itinémire  était hn lieue  avecses  subdivisions  binaires  -,  -,  t. 


côté  une  toise  «  un  pied,  un  pouce. 
•La  toise  carrée  vaut  OX^  &•»  ^  pieds  cartes 


(I)  Le  degré  terrestre  vaTant  25  lieués  terrestres,  la  circenréfence  déliai  terre,  qui 
est  de  360  degrés,  vaut  36o  fois  25  lieues  terrestres,  ou  9,000  lieues  terrestres. 
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Le  pied  carré  vaat  lâX  l^^'ou  144  pûdces  carrés.  ^ 

Le  pouce  carré  vant  12  X 12  ou  144  Kgnes'  tarrées. 

Les  surfaces  d'une  grande  étendue  s'évaluaient  en  lieues  carrées.  Une 
lieue  carrée  vaut,  à  pe^u  de  chosie près,  2280X2280  on  5498400  toises 
carrées.  '       /        - 

Il  existait  en  outre  des  mesures  agraires  qui  variaient  suivant  les  lieux, 
de  noms ,  de  grandeur  et  de  subdivisions. 

Toutefois  ,  les  plus  usitées  étaient  l'arpent  et  là  perche. 

L'arpent 'valait  100  perches. 

La  perche  de  Paris  était  un  carré  dont  le  oôté  égalait  18  pieds. 

Celle  des  eaux  et  forêts  était  un  carré  dont  le  4^té  était  égal>à  22  pteds. 

La  penche  de  Parvis  était  ,donc  égale  k,  18  X  18  ou  à  324  pie4s  carrés. 

La  perche  des  eaux  et. forêts  était  d<mc. égale  à  22X^2  oâ  à  48i  pied 
carrés. 

Conséquemment/ les  arpents  correspondants  étafient  dé  32400  pieds 
carrés  et  de  48400  pieds  éjirrés. 

Mesures  de  volume  et  de  eapacité,^  Les  volumes  s'évaluaient  en  'toises 
cubes,, pieds  cubés,  pouces. cubes. 

On  appelle' toise  cube,'  pied  cube,  pouce  cube...  an  cube-  (solide  de  la 
forme  du  dé  à  jouer),  dont  le  côté  est  égal  à  une  toise^  à  un  piM,  à  un 
ppuce....  (1). 

Il  suit  de  là  qu'une  toise  cube  vaut  6X^X^  ou  216  pieds  cubes;  ^ 
qnun  pied  cube > vaut  12X^2X12  -Ou  1728  pouces  cubes,  qu'un  pouce 
cube  vaut  aussi  12X12  :><  12  ou  1728  lignes  cubes.  . 

Il  y  avait  en  outre  des  mesures  particnlièrés  de  volume  :  - 

l**  Pour  les" matières  sèches,  tela'que  les  grains;  lèsetierqni  valait  12 
boisseaux.  Le  boisseau  valait  12  litrons.    .,  !       ' 

20  Pour  les  liquides  ,.Ie  muid  ,^qui  valait  à  Paris  288  pintes.  La  pinte 
avait  des  subdivisions  binaires. 

3o  Pour  le  bois  de  chauffage  ,  la  corde  qui  valait  deux  voies. 

Poids. -^  L'unité  de  poids  était  la  livre  qui  valait.  2  marcs;  le  marc 
valait  (i  onces  y  l'once  8  gros;  le  gros  72  grait^.- 
Dans  Folcfévrerie ,  les  pesées  s'évaluaient  en  marcs.      - 

Un  poids  de  100  livres  formait* le  quintal.  * 

Le  tonneau  de  mer  représentait  un  poids  de  2000  livres.  -    - 

MoHnàies, —  L'unité  monétaire  était  la  Kvr^  tournois ,  .qui  valait  20 
sous  :  le  sdu  valait  12  deniers. 


(i)  Le  nombre  des  unités  de  vohine  contenu  dans  un  cube  est-égal ,  'ainsi  qu'on 
le  démontre  en  géométrie ,  au^  produit  de  trois  facteurs  égaux  chacun  à^  nombre 
abstrait  entier  ou  fractionnaire,  qui  exprime  le  nombre  des  unités  de  longueur  con- 
tenues dans  le  côté  de  ce  cube. 
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Les  monnaies  d-argent  contenaient  jr  de  leoi'  poids  ett'arçênt  pur  et— 
en  cuivre. 

Les  monnaies  d  or  contenaient  j-*  de  leur  poids  en  or  par,  —  e»  ar- 
gent et  -r:  en  cuivre.  On  disait  des  monnaies  d  argent,  ainsi '([|«k  des 
monnaies  dor,  quelles  étaient  au  titre    -r,.  ou  çn  d'autres  termes, 

qu  elles-  renfermaient  --  de  fin. 

Meiurët  du  Hmpt,  L'oaité  priodpale  du  temps  était  Tannée  ;  qui  se 
divisait ,  cMsme  elle  se  cbrise  eacore ,  en  365  jottrs'  qnand  i.'aniiée  est 
commune ,  et  en  866  jours  quand  elle  est ,  bissextile. 

La  durée  d  une  révolution  de  la  terre  sur  son  axe ,  forme  un  jour  que 
Vôjfi  partage  en  Si  heures.  Ltheure  se  divise  en  4(0'inkiates  et  là  minute 
e  nAO  secondes. 

L'année  se  divise  aussi  en  12  mois,  ààB»  Tcidie  suivttiit  : 

Janvier f  /èvrier,  mar»^  Yit^rilt  mai,  juin,JuiUet^  €UHUy  ê^pUmbrtt  octobre, 
noifembre,.  décembre. 

Sept  de  ces  mois,  savoir  janvier,  mars,  mai,  juillet»  août,  octobre  et 
décembre  «  ont  ^1  jours. 

Quiitie  antres,  qui  sont  avril ,  juin ,  septembre  et  novembre ,'  ont  80 
jours.  *       .  ^  ' 

Selon  que  Tannée  a  36S  jours  ou  866  jours ,  le  mois  de  février  a  38  ou 
89  jours.  ,      .  .\. 

La  senlaine  se  compose  de  sept  jours. 

La  cojlectîop  de  iOd  années  forme  4|n  siècle. 

Division  de  la  circonférence.  —  Toute  circmfiérenee  se  divisait  (  et  se 
divise  même  encore ,  à  cauSe  des  nombreux  ayaittages  que  présente  cette 
division)',  on  360  pallies  égalés,  nOmniéés  degrés.  Le  degré  se  divisé  en 
00  minutes,  la  minute  ea;  00 secondes ,  la' seconde  en  60  tierces. 

La  circonférence  contient  donc  âi600  minutes  sexagésimale»,  1890000 
secondes ,  77760000  tierces. 

Le  quart  delà  circonférence,  alors  comme . aujourdlini ,  s'appelait 
qjoadlant. 

Système  métrique, 

49.  Le  nouveau  syslème4es  peidt  et  mowteft  (dervfiui^ligttkoiffl  dfpai» 
le^l^r  janvier  1840).,  a  reçu  le  nom  de  système  métrique,  parce  que  le 
métrer  qui  est  la  nouvelle  unké  de  longnenr,  lui  sert  de  base  fonda- 
mentale. 
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(k  système  est  4'ime  siniplieité  eitréme ,  tant  soas  le  rapport  de  la 
BonenAitafÉ  qm  n'ofire  q«e*(iaelqiiei  mots  à  retenir,  j^e  sons  celai  des 
calculs  qni  s*effectaent,  tons ,  snr  des  nombres  décimaux. 

JÊtHmeê^iiougmêUTéhê  «ètfe  <m  \iOaTeUe  Unité  linéaire  est  la  dix- 
millionième  partie  dm  qnart  du  'méridien  terrestre,  c*est-à-^re  de  Tare 
gai  meSoreJa  distance  de  réy^nr  an  pôle. 

Les  multiples  et  4es  soui-iiinltiples  d«  mèCrey  H»  même  qne  cens  de 
tontes  les  antres  unités  du  système ,  suivent  la  loi  décimale.' 

I«es4K»ms.«Usmaltif  les  de  llniûté  doirt  il  »*aEgi$,  a'obiieniienil  en  pla- 
fant«.  devant  le  nom  caradédaliiine  de  cette  nnité,  les  ^aêse  m«C»  grecs 
suivants  : 

•qui se  trMtûsent par       dix,         cent,    ..mâle,     idi^KrmiUe. 

Les  noms  des  subdivisions  se  forment  en- plaçant;  devant^  nom  dis- 
tinetifide  celte  onité,  te  Mois  MMlftâu  nrivents  « 

déci,  ceHti/  mUti, 

qui  se  traduisent  par  *       dixième,    centième,    millièàie.' 

Ainsi,  pour  énoncer  les  niul^ples  du  mètre,  dans  leur  çrdre  graduel 
d'augmentation ,  on  dira  ;  .      - 

décamètre,        au  lieu  de  10  mètres, 
hêcfmètrt ,      au  Reu  de  hM  ratoes , 
.      Aiiofnéliv,    .    auUeadeldÔO.mâtres, 
myriam^ire,     au  Uen  de  1#0M  nilieS* 

t)e  même ,  pour  énoncer  les  sous^-mnl^les  du  mètre,  on  dira.: 

décimètre,       au  lieti de  dixième  de  mètre, 
centimètre^      an  lieu  de  centième  de  .inètsft,  ^ 
mUiimètre,      au^lien  de'mÛlième  de^nètrc. 

Les  savants  djlargés  de  k  détermination,  de  Ib  longuenr  du  quart  du 
méridieiitecrestret  ayant  trouvé  que  cette  Icmgnenr  est  de  &1SDT40  toiset, 
U  s'ensuit  que  le  mètre  égal^  0»-  ,5130740  ou  0«.  513074 ,  fraction  déci- 
male qpi^.ticadmM  en  srinUyisions  de  la  toise,  éqmvaut  à  tr^-petf  de 
choee^rès,  à  3  pieds,  0  ponce,  11  lignes,  S06 millièmes  de  ligne. 

Le  myriamètKe  efcle  ljUtoètw,,qni  sont  paiticnlièrewent  des  mesures 
itinéraires,  4qwv?lent,àiràrpeu  déchue. fW*,  Icprenâe^à  5130*-4»»'5f*-, 
^  te  second  à  5A3*jQP»*5P«v 

Mesures  de  superficie.  Il  y  a4euz  espèces  d'unités  de  sniface. 

Pouf  les  surfaces  de  peu  d'étendue,  Tunilé  est  le  mètre  carié,  c'est-à- 
dire,  un  carré  dont  lès  tôtés  sontdgafux  an  mètce  (1). 


(1)  Le  nombre  des  unités  de  surface  contenu  dans  un  carré ,  ainsi  qu'on  le  dé- 
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Pour  évaluer  \^  ravfaçes  d^s  terrains  ^  .on  «  adapté  ,lV«><Iili.p'^ 
autre  chosç  qnlnn  cai^  dont  |e  irôté.e^t  ^al  à  iài  mef^u  opi>  mi  d<éca^ 
mètre. 

Lft  décamètre ,  qai  ki^nplacela  p«icke  linéailre. » jestla  nouvelle  diaîne 
de  Taqpentçar.  ■»        , 

Il  résulte  de  ce  qu'on  vient.de , dire  qn*  Y  are  va|it  cent  ibis  le  mètre 
carré.  La  centième  partie  4e  l'are  on  le  cetuiare  n'est  donc  antre  cBose 
qu'un  mètre  câryé.  '  • 

La  smrface  cpii  renfetme  cenit  ares  reçoit  le  nom  à'heciàre.  Le  c6té  de 
1  heetave ,;  sonsla  forme  d'un ea^ré »  est  égal  à  100  mètres»  L*heetare  vaut 
donc  10000  mètres  carrés. 

Le  mot  mynare  est  usité,  quandil  s'agit  d'évaluations  géographiques. 
Le  côté  du  myriare  est  égala  1000  mètres;  le  myriare  yant  donc  lOOOOCiO 
de  mètres  carrés,    '.*.••—.  * 

Mesurée  de  volume,!»  woità^  de  .Yolnme ,  q«and  il  s'agit  de  pierres  on 
de  métaux ,  est  le  mçtce  cnhe. 

Le  décimètre -cube,  leiïentimètre  cube,  le  millimètre -^i^be  sonf  autant 
de  solides,  de  la  forme idu  dé  à  jouer ,  dont  totts  les  côtés  seraient  égaux 
a  un  décimètre  t  ou  à  un<t;entimètre  r  otf  à  un  millimètre.  Chacun  d'eux 
n  est  d'ailleuré  qn^  la  millième  partie  de  celui  qui  le  précédé  dans  Inordre 
de  grandeur.  ." 

Le  mètre  cube  reçoit  le  nom  de  sUre^  lorsqu'il  sert  à  mesijrer  le  bois 
de  chaàfl&ge.  Le  seul  muU^e  usité  du  itère  est  le  dècastère  qui  vaut  dix 
stères;  son  seul  son»^ultiple~esé'le  ièciitère^  qui  vaut  un  dixième  de 
«tére.- 

Me^ures  de  capacité. —  L'unité  de  mesure ,  pour  les  liquides  et  pour  les 
grains,  est  le  décimètre  ctibe,  auquel  on  donne  alors' le  nom  de  litre.  Sa 
forme  primitive  fut  t;elle  d'un  cube  ;  màîs  dans  la  suite ,.  pour  en  rendre 
l'usage  plus  commode,  oh  lui  a* donné  la  forme-  cylindrique.  La  hauteur 
du  litre,  sous  forme  cylindrique,  est  le  double  du^  diamètre  de  là  base. 

Les  multi]^les  du  litre  sont  le  décalitre  ou  dix  litres,  et  V hectolitre  ou 
100  litres.     ^ 

Les  SOns-multiples  sont  le  décilitre  ou  dixième  du  iitre  \  ^tle^sntUitre 
ou  centième  du  litre.  On  n'emploie  pas^^  le  millilitre,  qui  serait  une  quan- 
tité trop  petite.  Ce  ne!  serait  en  efiet  qu  mi*  centimètre  cuibe.         • 

Mesures  de  poids.  La  détermination  du  gramme  ou  nouvelle  unité  de 
poids  a  exiçé  les  opérations  les  plus  délicates.  Uiéquivaiit  an  poids  d'un 


montre  en  géométrie,  estégat  ^u  produit  de  deux  facteurs  égaux  chacun  an  nombre 
qui  représente  le  nombre  d'unités  linéaires  contenues  dans  lo  côté  de  ce  carré. 
Or,  le  mètre' vaut  tir  dédttètres.  Donc  le  mètre  carré  vaut  loxio  ou  loo  déei- 
mètres-carrés. 
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centimètre €id>e  d^éan  distiUëe,- pesée  dans  le  vide,  Âptèsi*aVoir  ram^ée 

à  son  maximiim  de  densité  ;  qui  a  lien  a>  qttatre  degrés  cèatif^ades  aii~ 

desnis  de  séro. 
L'ezpréflsion  de  ce  pbidè  eu  anciennes  tkieSiires^  est  18  grains^  82715, 
Le  kilogramme  on  la  dôable  livre  décimale ,  équivaat  conséqnemment 

à  18827 'grains,  15.  La  simple  ^liVre  décimale  nouvelle  vaut  donc  0^13 

grains,  575.  ' 

Les  multiples  et  les  sonç-^mnltiples  dn  gramme  sont  r 

'  /•  myriagrmmiiH  qm  vaut  dix  IniUe  grammes ,    - 
U  kilogramme  mille  grammes, 

f  hectogramme  cent  grammes, 

le  dicagramme  dix  grammes , 

le  décigramme  '   nn  dixième  de  gramme  • 
le  centigramme  »  un  centième  de  gramme, 

le  milligramme  tin  millième  -  dc^  gramme.. 

Le  quintal  métrique  est  un'  poids  de  100  kilogrammes  ou  10  myôa- 
grammes. 

Le  litre  n*étant  autre  chose  qu'un  décimètre  xubè ,  et  le  décimètre  cube 
valant  1000  centimètres  cubes,  le  poids  d'un  décimètre  cube  d'eau  équi- 
vaat à  1000  grammes  ou  à  un  kilogramme. 

Le  mètre  cube  valaM  lOOO  décimètres 'cubes  ^  iLs'ensktitque^  le  mètre 
cube  d'eau ,  ou  tonneau  métrique,  pèse  1000  kifograihmiss. 

Monnaies. —  La  nouvelle  unité  monétaire  est  \e  franc. 

Le  franc  est  une  pièce  de  monnaie  (|iii  pèse  cinq  grammes ,  et  qui 

9  /■  '  1  , 

contient  les  r-  de  soii  poids,  ea  argent  pur  et  -^  en  cuivre  :    c'est- a- 

,    g 
dire,  que  son  titre  est  à  -~  de  fin. 

Le  franc  n*a  point  de  noms  particuliers  de  multiples  dans  la  nomen- 
clature. On  ne  dit  point  déca-fianc ,  kecto-franc.  On  dit  simplement  10 
francs,  100  francs. 

Le  déelmct  qui  vaut  un  dixième  de  franc ,  et  le  centime ,  qui  vaut  un 
centième  de  franco  sonfrles  seules  subdivisions  de  l'unité  monétaire. 

Puisque  le  poi.ds  dun  frs^c  est  5  grammes,  et  qfie  5  granimes  sont 
contenus  200  fois  dans  1000  grammes  ou  dans  un  l^lôgramme,  fin  kilo- 
gramme d'argent  monnayé  vaut  évidemment  200  francs. 

Donc ,  en  divisant .  une  somme  donnée  par  200 ,  on  obtient  le  poids 
de  cette  somme  en  kilogrammes. 

Réciproquement,  le  poids  d'une  somme  quelconque  d'argent  étant 
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donné ,  on  obtiei^t  la  Vftleui  de  cette  tomnè ,  ^il  mnltipltant  par  iêO  le 
nombfe  des  kilogfainines  qni  forment  son  ^iioU. 

Division  ceniètimalM  de  la  cirooi^èrtnce. —  La  drconfërenoé  elle-niénie 
a  été  assnjettie  à  la-  division  décimale.  On  l'a  'partagée  jtot  400  parties 
égales  nommées  grades^  Chaque  t^aart  on  q^tadtamt  renferme  lOd  grades. 
Le  grade  se  divise  daillenifs  <tit  100  minutes ,  et  Ja  minate  en  100  se- 
condes. '  .    ' 

La  circonférence  renferfkiant  400  gradés  vtiiit  40000  minutes  ceutési* 
maies  on  4000000  de  secondes. 

(Aiàqne  seconde ,  quand  il  s'agit  de  la  d^nfécènce  de  la  terre,  est 
égale  à  la  longnear  de  la  nouvelle  chatne  de  Farpentoulr  ou*aui2^cam^<rv. 


Conversion  des  nnûie^inu  mesures  en  mesures  nouvelles. 

50.  On  aura  besoin,  pendant  longtemps  encore,  de  traduire  les  an<- 
ciennes  mesures,  en  nouyelles.  Nous  allops.  indiquer  ici  les  rapports  de 
grandeur  qui  existent  entre  les  plus  importantes  de  ces  mesures,  et  don- 
ner en  même  temps  quelques  exemples  de  traductions. 

La  toise  =:g64  4ignès« 

Lé  mètre =443  lignes,  206.  ^ 

r .  864000  ,       , 

Donc,  1  «oiw^MtTT^^  de  mètre,  ou  IP,040037.     * 

. 443x90 

Ainsi ,  pour  convertir  des  toises  en  mètres^  il  suffit  de  multiplier 
1"*,049037  par  le  nombre  de  toise^  proposé. 
Exemple  :  Que  valent  en  mètres  510  toises? 

1«.94Ô037 
510 


17  ,54.1333 
50  ,40037 
974\5185 


Réponse 1051",550a03 

Le  méridien  rénterme  4000  myriamètres.  Il  renferme  aussi  0000  lieues 
ordinaires. 

Donc,  1  lieue  ▼»««  ^555  ^  g  ^  myriamètre:  ou  0f»yï-,444444. . . 

Ainsi,  pour  convertir  des  lieues  en  myriamètres,  il  suffit  de  multiplier 
O^rr.  ,444444 ...  par  le  nombre  de  lieues  proposé. 
Exemple  :  Que  valent  07  Keues  en  kitomètrei  ? 
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3     41110» 

39       ,OW90 
RépOBiév.  .  .   .     49BT'*lli00S 

Une  tOMe  carrée  ssS64itf-  X  864"f •  oa  7/46406  lignes  carrées. 

Un  mètre  carré  »448ltf  ,396  X448"f -,206,  on  196M1UK.  o«r., 343016. 

Donc,  1  ttfise  carrée  '^nt 

7464960Q0OOO 
196511343616 

de  mètre  canré/  ou  8m-oar.  ,"798748. . . 

Ainsi ,  ponr  convertir  des  toises  carrées  en  mètres  carrés,  il  suffit  de 
multiplier  S»-  ««'.^798148  par  le  nombre  de  toises  carrées  proposé. 

Exemple  :  Qae  valent  316  toises  catré^  en  mètres  carrés  ? 

3m.car.^79874g 
316 


22      :  ,T9S48» 
37         ,98748 
1439         ,6244 


Réponse.   .  .  .    Ii00*«iir.,i04a68 
4      4      16 


.        4      4      16 
Une  Iteoe  carrée  =  ^  ^  ô  ^  ai"  ^®  myriamètre  carré,  ou,  en  faisant  la 

M       v        ol 

division  une  fois  ppQr  .toates»  0>nrr.  Mr*,19753086. ... 

Ainsi,  pour  convertir  des  lleoes  carrées  ordinaires  en  myriamètres  carrés, 
il  suffit  de  ipoitiplier  O^Tr. car., 19753085  par  le  nombre  de  lieues  carrées 
proposé. 

Exemple  :  Combien  de  myriamètres  carrés  valent  37  lieues  carrées  ? 


0Bïyr.ctr.j9753086    ' 
37 

.1  .  ,38271^^ 

5  ,9^59258 


Réponse 7«7r.ov.,é0864182 

Une  toise  cube  =  8641%- X864HsX8d4"f*  ou  644972544  lignes  cubes. 
Un  mètre  cube  =  443«f -.296  X  443"f  ,296  X  443"k.,296  . 
n  8Ttl2092«^>  ««^,579598336. 
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^  ,      ,         ,  •     ,    644«725i40'00000000-^        i      '    . 

Donc  i  1  toue  oobo  vaut de  mètre  cube, 

87112609570508330 

ou  .7M.cnb.,i0380... 

Ainsi,  pour  convertir  des  toises  cubes  çn  mètres  cubes,  il  suffit  de  mul- 
tiplier 70B-  c«b.^4o^3g9  par  le  nombre  de  Ibises  cube»  proposé. 
Exemple  :  Que  vj^lent  78  toises  cubes  eu  mètres  cilbes  ? 

.  .       ,  7"i,pab.,40380 

.       78 


-     .      50        ,«3iia 
,518         ,«7t8 

Réponse.  .  .   .     577nLcnl»-, 50342 

Poids. 

La  livr  ;  poi^^  =  0210  grains. 

Le  kilogramme  =  18827cr4.,15. 

021000 
Donc,  la  livre  vaut  de  kilograpame,  ou,  en  faisant  la  division 

18oz7 1 5 

une  fois  pour  toutes,  Oi^"of -,480500... 

Ainsi,  pour  convertir  des  livres  poids  <en  Idlogrammes,  il  suffit  de  mul- 
tiplier O^tior-, 480500  pv  le  nombfe  de  livres. proposé. 

Exemple  :  Combien  314  livres  valent-elles  d»  kilogrammes? 

0k«or.,480506 
-  314 


1   ^     ,058024 
'4        ,80500 
140        3518 


Réponse 15dW»<»f- ,704004 

Monnaies. 

Il  est  résulté  de  la  comparaison  de  la  valeur  du  franc  et  de  celle  de  la 

livre,  que  ces  valeutrs  sont  entre  elles  comme  81  et  80. 

La  livre  serait  représentée  par  le  nombre  80, 

Et  le  franc  serait  exprimé  par  le  nombre  SI. 

80 
Donc,  1  livre  tournois  vaut  --  de  franc,  ou  ^O''-, 087054... 

Ainsi,  pour  convertir  des  livres  tournois-  en  francs,  il  Éuffît  de  multi' 
pliet  O^r-, 087054  par  le  nombre  de  livres  propoaé. 
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Exemple  :  Que  valent  en  francs  09  livres  tournois  ? 

69 


8. ,888886 
50    ,ajSÔ2« 


.  Réponse.  ...  .  .^  68Xrsl481«6 

RÈftLE  DE  TROIS. 

SI.  La  règle  de  trob  est  une  opération  dans  laquelle  oh  donne 
trois  qnanUtés-y  à  l'aide  desqudies  on  éi^  trouve  une  qu^trièrae. 

Premier  exemple.  —  38  ouvriers  ont  fail  dans  iiq  temps  donné , 
34â  mètres  :  on  demande  combien  15  ouvriers  feront  de  mètres  dans 
le  même  temps?  .    ^        " 

I>aDs  Thypotbèse  ci-desiu^,  Touvrage  fait  par  on  seul  oiîvrier  sera 

342 

endemment  exprimé  par  le  nombre  fractiorinaite...     ôô* 

£t  Tonvrage  fait  par  15  ouvriers  sera  représenté  par  Texpression 

342X45. 

38      • 

Simplifiant;  cette  expr^sien ,  en  divisant  le  numérateur  et  le  déno- 

'     "  9  ^  15 

minaleurpar  le  facteur  cémmun  38,  on  obtient      '.'  ■:^9X  15=135. 

Donc  les  15  ourriers  feront, dans. ie  même  j^epps.la  quantité 
de  135". 

Second  eœempîe.-^  Un  homme  fait  654  lieues  en  tô  jours.  Com- 
bien fiût-il  de  lieues  en  ââ  jours? 

.  654 

Le  nombre  de  lieues  faites  pendant  un  jour  sera  expriqié  par  -j^-. 

Et  le  nombre  de  lieues  faites,  pendapt  32  jour^  sera  représenté  par 

654X'32 

,  ^     ■      48   '  • 

En  simplifiant ,  on  obtient  l(î9  X  4  ;  or  lOÔ  X  4,*=  436. 

Cet  homme  fait  donc  436  ep  32  jours. 

Dans  le  premier  de  ces  deux  exemples ,  les  quantités  d*ouvrage  fait 
sont  évidcnimef it  proportionnelles  aux  teinps  employés  à  les  faire. 

Bans  le  deu^dème  exemple^  lés  distances  parcourues  sont  Aussi 
évidemment  proportionnelles  aux  temps  employés^à  les  parcourir. 
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Les  règles  qui  font  la  m^lière  die  ces  deux  exemples»  sont  par 
cette  raison  nommées  règles  d^  troia  directes. 


Eâsémple  d'un^  inè§lt  4e  troiê  intérêt. 

2B  ouvriers  ont  mis  45  Jotfrs  pour  faire  un  certain  ouvrage  :  on 
demande  combien  35  ouvriers  mettront  dé  jours  pour  faire  le  même 
ouvrage?  ,        /     ' 

Il  est  évident  que  le^emps  eitiployè.par  un  seul  ouvrier  pour  faire 
le  même  (mvrage  sera  eipcimé  par  la  quantité  45  X  2S. 

Et  que  le  temps  employé  par  ^  ^mvii^  èem  35  fois  môiiulre  cpie 
la  quantité  de  temps  marquée  par  M  X  38/ 

Ce  temps  sera  donc  représenté  par     ^    . 

En  simplifiant ,  aoiis  trouverona  9  x  4  «^  3S. 

Il  faudra  àmc  k  35  ouvriers,  36  jours  pour  faire  le  vaf^e  ouvrage. 


RÈGLE  DE  T^QIS  COMPOSÉE. 

52.  Là  rè^tle  Irois  s'appelle  ceapesée;.  lortqse,  pmn  c^vir 
un  résultat  oïl  estobÙgé  de.  passer  ])ar  uhe  suite  de  règles  de  trois 
simples.  •  *       '    ^  L  '' 

Exemple.  24  ouvriers,  travmllttit  15  jours  et  10  heures  pltr  jouf , 
font  684  mètres  d'ouvrage  ;  on  demande  combien  de  jours  mettront 
18  ouvriers  en  travaillant  8  heures  par  jour  pour  faille  575  mètres  du 
même  ouvrage.  ... 

SuppespBS  d*aborâ  que  les  ouvriers  traTâUlentto.mMAe  noiabre  de 
jours^  le.mème  nombre  d'heures  par  jour  et  fassent  le  même  ouvrage» 
Fouvrier,  pour  faire  684  niètres;  devralravaillef  24foispivLsdèjour^, 
c'est-à-dire.  15x24;  l'ouvrier  trayaiUailiune  heure  par  jour,  mettra 
10  fois  plus  de  temps;  donc,  pour  faire  684  mètres,  il  mettra 
15  X  24  X 10  ;  pour  Êiire  un  mètre ,  il  mettra  684  fois  moins  dé  temps, 

ce»t-àHMreî5>^  •.     ^ 

18  ouvriers.,  travaillant  1  heure  par  jour  po>ir  faire  1  mètre»  metr 

Iront  18  fois  moins  de  temps  qu'un  ouvrier,  c'est-à-dire,   t^y^a  * 
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S'ils  travaillent  8  heures  par  jour ,  pour  faire  un  mètre ,  ils  mettront 

8  fois  moins  de  temps  ou  ^g^^^^g.   • 

S'ils  veulept  fiûMSTâ-flièlfiBftd^HiTrage ,  ils  mettMmt  575  fois  plus 

de  temps,  donc  ^eé^xlSxg     ;        684x^^X8       '**  ^^"'  ^^ 
nombre  de  jours  employés.  Tpici  les  simplifications  : 

15'X24»X10'X575   .  575x05 
684X18X8       '""'"eSï 

575 

itt  5ff6X^     14875    .i4375  j  j684^ 

§S7È  nSÏ       T»r         695     SI  4- il 
1180  11  ^ 

14375  '    ,  . 

Le  nombre  des  jours  est  S(t4-  ^g  de  jours.Yoici  un  tableau  qui  re- 
présente la  marche  que  Ton  suit  dans  ces  ditérents'calculs ,  et  la  ma- 
nière dont  on  les  dispose  :  on  met  d'abord  les  nombres  de  cette  ma- 
aûère  : 

24  ouvriers,    15  jours,    10  heures,    624  mètres. 
18  X  8  575 

On  met  ^  pour  exprimer  que  )^on  cherche  le  nonibre  de  jours. 
Voici  les  calculs  : 

1  ouvrier,    15X24  j.,  10  h.,    684  m^res; 

1  ouv.  15X24X16  j.,     1  h.,    684 

'  rti^lR^k     '  *®  nombre  de  jours  que  mettront  18  ouvriers 
travaillant  8  heures  par  jour  pour  faire  575  mètres  d'ouvrage. 
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Régie  dt  trois  êhifplû  rèsoluk  pat  iti  pivportions, 

»3.  Résolvon»  maintenant  de»  régle«  de  ttiotf  par  der  pwqpOTtiont. 

Premier  problème.  IS  ouvriers  ont  hâ^  dans  on  temps  doi^né  d48  mè- 
tres d'ouvrage ,  on  demande  eon^ien  S5  ouvriers  en  feront  dans  le  même 
temps? 

Les  quantités  d'ouvrages  exécutés  sont  évidemment  proportionnelles  an 
nombre  des  ouvriers  emplo'yés  k-  lés  f«ire^  c^est-à-dire  que.  sî  le  nombre 
d  ouvriers  devient  double,  triple ,  quadruple ,  et ,'  en  général ,  uo  certain 
nombre  de  fois  j^us  grand ,  Tonvràge  fait  par  ces  ouvriers  sera  aussi  ou 
double  t  ou  triple,  ou  quadrille  ,-^  ou;  enfin' «  le  même  nombre  de  fois 
plus  grand. 

En  conséquence ,  si  on  représente  par  x  le  nombre  de  inètres  cherehé, 
la  valeur  de  Tinconnne,  dans  le  problème  en  question,  dépendra  néces- 
sairement de  la  proportion  suivante  : 

li:Sft  i:.3i8:x» P ^s»7a5. 

,     ,  iî- 

Dans  ce  problème  ,  comme  dans  tous  ceux  <de  même  espèce,  le  rapport 
qui  existe  entre  les  ouvrages  faits,  est  absolument  le  même  que  celui  ^oi 
existe  entre  lés  nombres  d'ouvriers  :  aussi,  dit-on  quelles  ouvrages  exé- 
cutés sont  en.raison  directe  du  nombre  de  ces  ouvriers.  Toutes  les  fois 
que  cette  circonstance  aura  lieu ,  la  règle  de  t^-ois  sera  dite  directe. 

Deuxième  problème,  ^h  ouvriers  ont  fait  un  certain  ouvrage  en  12 
jours  :  on  demande  combien  il  ouvriers  mettraient  de  jours  à  faire  le 
même  ouvrage  ?       . 

Le  temps  employé  à  faire^nii  ouvrage^  est  itautant  plus  court ,  que  le 
nombre  d'ouvriers  est  plus  grand»  p'ëst»à-dire ,  que  si  le  nombre  des  ou- 
vriers devienit  double ,  triple  ,  quadruple  ;  ou  ^  en  général,  nn  certain 
nombre  de  fois  plus  grand,  le  temps  qu'ib  mettront  à  exécuter  la  même 
quantité  d'ouvrage  deviendra  deux  fois,  trois  fois,  quatre  foiis  moindre; 
ou,  en  général,  le  même  zîombre  de  fois  plus  petit.  On  dit  par  ce  motif 
que  le  nombre  des  jours  de.  travail  est  eâ  raisQn  inverse  du  nombre  des 
ouyriers. 

Le  rapport  des  ouvriers  est  ici  marqué  par  les  nombres  35  :  il.;  et  ce- 
lui des  temps  employés  par  IS  :  x.  Mais,  d'après  la  remarque  que  Ton 
vient  de  faire,  Tun  de  ces  rapports  est  l'inverse  de  l*autre,;  il  faut  donc 
que  l'ordre  des  termes  de  l'un  de  ces  rapports,  dnjpremier  par  exemple , 
soit  interverti ,  et  que  les  termes  de  la  proportion  soient  posés  de  la  ma< 
nière  suivante  : 
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42:35::  H:x  =  *i><iî  =  5><îî_!><?_,0 
48  6  t 

Autre  exemple  d*une  règle  de  trois  simple  inverse. 

Troisième  probième.  Les  difficaltés  d*eiëcation  des  deux  ouvrages,  sont 
entre  elles  comme  36  :  16:  un  ouvrier  a  fait,  dans  un  temps  donné,  48 
mètres  do  premier  ouvrage  ;  combien  en  fera-t-il  dusecond  dans  le  même 
temps? 

L'ouvrage  exécuté  devant  ^tre  d'autant  plus  considérable  que  la  dif- 
ficulté est  moins  grande,  les  quantités  d'ouvrage  faites  seront  dans  le 
rapport  inverse  de  36  à  16,  c  est-â-dire  qu'elles  seront  dans  le  rapport  de 
16  à  36. 

La  quantité  inconnue  x  du  second  ouvrage  sera  donc  déterminée  par 
la  proportion: 

ift.qii      x«  -^8X36       3X36 

.     16  :  36  :  :  48  :  a:  =  — "JJ—  ==  — ~  =  108. 

Jiègie  de  trois  composée,  résolue  par  les  proportions. 

La  règle  de  trois  est  dite  composée,  toutes  les  fois  que  son  énoncé  ren- 
ferme  plus  de  trois  nombres  connus.  (La  quantité  de  ces  nombres  est  au 
reste  illimitée.) 

Problème.  72  ouvriers  travaillant  pendant  25  jours  et  9  heures  chaque 
joor,  avec  une  force  représentée  par  7,  ont  fait  548  mètres  d'ouvrage  :  on 
demande  la  quantité  de  mètres  que  feraient  53  ouvriers  travaillant  pen- 
dant43  jours.  7  heures  par  jour,  avec  une  force  mesurée  parle  nombre  11 

Il  est  évident  que  les  quantités  d'ouvrage  doivent  croître  et  diminuer 
dans  le  rapport  direct  des  ouvriers ,  des  temps  employés  et  des  forces. 
Car  deux  fois  plus  dhorames  feront  certainement  deux  fois  plus  d'ou- 
vrage; de  même,  deux  fois  plus  de  temps  et  une  face  double,  produiront 
un  double  effet. 

On  anive  au  résultat  j)ar  le  moyen  de  quatre  règles  de  trois  simples  et 
directes  :  la  première  relative  aux  ouvriers;  la  deuxième  aux  jours;  la 
troisième  aux  heures,  et  la  quatrième  aux  forces. 

Les  voici  posées  dans  leur  ordre  : 

27  :  53  :  :  548  :  j: 

25  :.43  '.:  xix^ 

9:7  ::x':x" 

7  :  11  :  :  x"  :  x'" 

Les  termes  de  ces  proportions  étant  multipliés  par  ordre  ,  fournissent 
la  proportion  suivante,  à  laquelle  eût  au  reste  conduit  le  plussimp)e 
raisonnement  : 

ÎO 
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TtXMXOXT  :  WX43XTXlt  :  »  54§X*X*'X«"  :  xXJt'X^'XJf"' 

Sapprimant  les  facteors  commiuit,  il  vient: 

7axa5X9  :  53Xi3Xll  î  :  5i8  :  *'". 

m       33X*3XilX^8       oio«   ** 

D  ou  x'"  =■  -1 B»  6i9<n . 

7ax«6X0  4068 

La  règle  de  trois  composée  peut  être  en  partie  directe  et  en  partie  in- 
yerse. 

Problème.  20  ouvriers^  pendant  S3  jours,  dans  an  terrain  dont  la  dureté 
est  comme  5,  ont  fait  Sii  mètres  :  on  demande  combien  25  ouvriers, 
pendant  11  jours,  feraient  de  mètres  dans  un  terrain  dont  la  dureté  ne 
serait  que  comme  S? 

Cette  règle  est  directe  relativement  aux  ouvriers  et  aux  temps  ;  mais 
elle  est  inverse  relativement  aux  difficultés  d^exécution. 

On  la  résoudra  en  posant  les  trois  règles  de  trois  simples  suivantes, 
dont  les  deux  premières  sont  directes  et  la  troisième  est  inverse. 

80  :  35  :  :  344  :  X 
23:  ll::x:x' 

2:5::*':*" 

Multipliant  les  termes  par  ordre,  il  vient: 

20X«3X«  :  «5X11X5  :  :  244X*X«'     ^Xr'X^' 

£t,  en  supprimant  les  facteurs  communs: 

,  20X23X«  :  25X11X5    :  244  :  x" 

,i,   ,  „      25XilX5Xa44 

D'où  x"=      ^  =  352m,000. 

20XS3XS 

Quelques  problèmes  relatifs  m  des  partages  non  proportionnels, 

hi.  Premier  problème.  Partager  le  nombre  749  en  deux  parties  telles,  que 
la  première  surpasse  la  seconde  de  63. 

Solution,  Puisque  la  première  partie  surpasse  la  seconde  de  63  unités, 
1  e  nombre  740  se  compose  du  double  de  la  seconde  partie,  plus  63. 

Donc,  si  je  retranche  63  de  740,  le  reste,  qui  est  686,  sera  égal  au  double 
de  la  seconde  partie. 

Donc  cette  partie  sera  la  moitié  de  686  on  343.  La  première  partie  est 
donc  343  +  63=406. 

f^èrifieaiion,  La  somme  des  deux  parties  est  égale  à  749,  et  leur  dif- 
fiérenee  est  égale  à  63. 

Deuxième  problème.  Une  personne  fait  ainsi  le  partage  de  son  bien  : 
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3  1 

elle  donne  k  son  fib  les  -  de  sa  ^snocessioti,  à  sa  fille  le  -  et  à  son  iteven 

le-.  Le  reste,  qjai  se  monte  à  i03S5  fr.  00  c.,  est  laissé  aux  pauvres  de  la 

commune.  On  demande  quelle  était  la  force  de  la  saccession  et  combien 
ont  en  le  fils,  la  fille  et  le  neveu? 

Solution,  Pour  connaître  la  partie  de  sa  fortune  que  cette  personne  a 
laissée  à  son  fils,  à  sa  fille  et  à  son  neveu,  il  suffit  d'addilicmner  les  trois 

^    .     a    1     1 

fractions  -,  -  et    . 
5    3      7 

48     35 
Ces  fractions,  réduites  an  meuve  d^Mminatenr,  deviennent  — ,  — 

105   105 
^  *5     ^        ,  02 

et ---,  dont  la  somme  est -—■. 
105'  105     ^ 

Donc  la  somme  de  10385  fr.  00  c,  laissée  aux  pauvres,  est  é^ale  à 

*    .    ,  .  ^         ^     :.         1       .  105         .        08 

toute  la  succession  représentée  'dans  la  circonstance  par  —  moins  — 
'^  *^    105  105 

13 

ou — . 
105 

-.  i  10325fr-,W«- 

Donc  de  rhéritaee  vaut  — ■ 

105  ^  13 

r^        .     ^  ^     •    .  10385^.00X1^5 

Donc  la.  fortune  tout  entière  est  éf  aie  a 

13 

00  à  83i01fr-50. 

8 
La  part  du  fils  est  donc  les  -  de  cette  somme  =  93360  fr.  60  c.^  celle 
5 

de  la  fille  est  le  -  de  la  même  somme  ==  87800  fr.  50  c:  celle  du  neveu 
3  ♦ 

le  -  de  la  même  somme  :;=  11014  fr.  50  c. 

7 

Vérification,  En  joignant  aux  trois  parts  ci-dessus  déterminées,  la  Somme 
de  10325  fr.  00  c.  laissée  aux  pauvres,  on  trouve  pour  total  83401  fr.  50  c. 
on  la  succession  entière. 

Troisième  problème.  Un  fermier  fait  ainsi  le  partage  de  sa  récolte  :  un 
quart  pour  la  consommation  de  sa  famille,  un  vingtième  pour  les  se- 
mailles de  Tannée  suivante,  deux  cinquièmes  pour  payer  le  propriétaire, 
un  septième  pour  le  percepteur,  il  vend  ensuite  le  reste  pour  en  placer 
le  prix  à  la  caisse  d'épargne.  Ce  reste  procure  la  somme  de  2134  fr.  -. 

On  de^iande  queUe  était  la  valeur  de  la  récolte  entière  et^qui^  fft  l«! 
prix  de  la  ferme?  v  *  v-^ 
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1         1  t         1 

•So/u/ioM.  Ajoatons  les  qaatre  Iractionr  '  ,     -r,      -,      -. 

3&       7        50       tO 
ÏÏÔ'tïÔ'  TÏÔ'   tïô* 

,       **• 
Lear  somme  est  égale  «i  -r- 

Donc  la  somme  de  tl3i  fr.,  prix  da  reste  de  la  récolte,  est  égale  à 

UO      tt8        .    aa     ^  1 .  8134     ^        ,       , 

Î4Ô~Î45^"*Î4Ô    Donc— delà  fécolte  est  égal  a -^.   Donc  la  re- 

tlSiXliO 

coite  entière  est  égale  a —- =  1^80  fr. 

En  prenant  les  -  de  cette  somme,  on  obtient  celle  de  SiSt  fr*  poar  prix 

a  ^ 


da  fermage. 

m 

'fW 

yèrificatiom. 

u|= 

3S0& 

-à= 

670 

u-h 

5432 

^,-= 

lOiO 

La  quantité 

vendue 

a  produit.  . 

2134 

13580  fr. 

Partages  proportionnels  ou  règles  de  société. 

55.  La  règle  de  partage  proportionnel  ("fondée  sur  le  principe  que,  dans 
une  snile  de  rapports  égaux,  la  somme  de  tous  les  antécédents  est  à  celle 
de  tous  les  conséquents  comme  un  antécédent  quelconque  est  à  son  anté- 
cédent) reçoit  le  nom  de  règle  de  société,  parce  qu'elle  sert  le  plus  souvent, 
dans  l'usage,  à  partager  le  profit  ou  la  perte  qui  résulte  d'une  association 
commerciale. 

On  appelle  mise  le  capital  pour  lequel  chaque  intéressé  est  fondé  dans 
la  spéculation. 

La  règle  de  société  est  simple  ou  composée  :  simple,  lorsque  tontes  les 
mises  sont  faites  pour  le  même  temps  ;  composées,  si  elles  sont  faites  pour 
des  temps  différents. 

Règle  de  société  simple. 
Trois  négociants  se  sont  réunis  en  société  pour  un  temps  quelconque. 
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La  mise  du  premier  est  de  15000  fr  ;  celle  da  deuxième  est  de  11600  fr  , 
et  celle  da  troisième  est  de  10500  f  r. 

Le  profit  résultant  de  la  spéculation  est  17503  fr.  Combien  revient-il  à 
chacan  d*eax  ? 

De  renoncé  même  de  la  question  résulte  la  suite  de  rapports  égaux  ; 
15000  fr.  :  première  partie  de  17503  fr.  :  :  11600  fr.  :  deuxième  partie  de 
17503  fr.  :  :  10500  fr.  :  troisième  partie  de  17503  fr. 

Donc  15000  fr  +  11700  fr  +  19500  fr.,  somme  des  trois  mises  :  pre- 
mière -h  deuxième  +  troisième  partie  de  17503  fr.,  on  à  ce  nombre  lui- 
même  ::  15000  fr.  :  première  partie  ::  11600  fr.  :  deuxième  partie  ::  19500  fr. 
:  troisième  partie. 

15000  fr.  +  11600  fr.  + 19500  fr.  «iOlOO  fr. 

Représentons  par  x  la  valeur  de  la  première  partie,  par  y  la  valent  de 
la  seconde,  et  par  z  celle  de  la  troisième,  nous  aurons  les  trois  propor- 
tions suivantes  : 

46100  fr.  :  17503  fr.  ::  15000  fr.  :  x  fr. 

46100  fr.  :  17503  fr.  :  :  11600  fr.  :  y  fr. 

46100  fr.  :  17503  fr.  ;:  195Q0  fr.  ;^  fr. 

Résolvant  chacune  de  ces  trois  proportions,  on  obtient  pour  la  valeur 

439  S58 

de  X,  de  y  et  de  r,  les  trois  nombres  :  5695  fr.  11  vc.  -      ,  4404  fr.  22  c. 

461  461 

235 
et  7403  fr.  65  c.  --   ,  lesquels,  par  leur  réunion,  procurent  le  nombre  à 

461 

partager  17503  fr  ,  ce  qui  prouve  que  tous  les  calculs  ont  été  faits  exac- 
tement. 

HhgU  de  société  composée. 

56.  Troisspfcnlateurssesont  réunis  en  société.  Le  premier  a  mis  2700  fr. 

pendant  2  ans -;  le  deuxième  4006  fr.  pendant  17  mois,  et  le  troisième 

4310  fr  pendant  8  mois  seulement. 

Il  s'agit  de  partager  entre  eux  la  somme  de  7004  fr.,  proportionnelle- 
ment à  leor^  mises  respectives  et  aux  différents  temps  que  ces  mises  sont 
restées  dans  la  société. 

Or,  il  est  évident  que  2700  fr.  pendant  2  ans  -r  ou  pendant  30  mois, 

rapportent  le  même  profit  que  30  fois  2700  fr.  on  81000  fr.  pendant  un 
seul  mois; 

Que  4000  fir.  pendant  17  mois  rapportent  le  même  bénéfice  que  17  fois 
4000  fr.  on  08000  fr.  pendant  un  mois  ; 

Que  4310  fr.  pendant  8  mois  procurent  aussi  le  même  profit  que  8  fois 
4310  fr.  ou  34480  fr.  pendant  un  mois. 
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Ainsi,  an  raisonnement  tout  à  fait  simple  conduit  à  moltiplier  chaqve 
mise  par  le  temps  qni  loi  correspond.  Par  ce  ipoyen,  l'opération  devient 
facile  et  s'achève  comme  ci-dess«s. 

En  faisant  tons  les  calculs,  on  trouvera  que  les  sommes  revenant  aux 
trois  spécolateurs  sont  : 

3Mi  fr.  fftc,  9505  fr.  77  c,  et  1316  fr.  SI  c. 

Résolvons  maintenant  une  question  qui  parak  présenter  plus  de  diffi^ 
caltés. 

Trois  spéculateurs  se  réunissent  en  société  pour  i  ans  0  mois,  ou  57 
mois.  Le  premier  fait  d'abord  une  mise  de  21000  fr  .,  un  an  ou  12  moi» 
après ,  il  en  iait  une  seconde  de  15000  fr.;  le  deuxième,  16  mois  après  le 
commencement  de  la  spéculation,  verse  une  somme  de  25000  fr.,  et  9 
mois  après  avoir  fait  ce  versement,  il  retire  6000  fr.;  enfin,  le  troisième 
fait,  dès  le  commencement,  une  mise  de  43,000  fr.  qui  demeure  dans  la 
société  tout  le  temps  de  sa  durée. 

Partag^er  entre  eux  la  somme  de  36000  fr.,  eu  égard  à  tontes  ces  cir- 
constances. 

Voici  le  raisonnement  : 

Les  21000  fr.  mis  d'abord  par  le  premier  négociant  sont  restés  57  moi» 
dans  la  «•ciété,  et  les  15000  fr.  qu'il  a  mis  12  mois  après  n'y  sont  resté» 
que  45  mois.  Ces  deux  mises  donnent  le  même  bénéfice  que  57  foi» 
21000  fr.  +  45  fois  15000  fr.  on  1872000  fr.  pendant  un  seul  mots. 

Le  second  négociant  a  mis  25000  fr.  qui  sont  restés  0  mois  dans  la  so- 
ciété :  il  a  ensuite  retiré  6000  fr.,  et  le  reste  25000  fr.— 6000  fr .=19000  fr. 
B*  été  dans  la  société  que  57 — 16— 9  ou  32  mois  Ces  deux  sommes  doi- 
vent donc  rapporter  autant  de  profit  que  25000  fr.  X  0  + 19000  fr.X32ou 
1441000  fr  pendant  un  mois. 

Enfin,  les  43,000  fr.  du  troisième  spéculateur  étant  restés  pendant  57 
mois  dans  la  société,  rapportent  autant  que  43000  Ir.  X&7  on  2451000  fr. 
pendant  un  mois. 

U  ne  s'agit  donc  plus  que  de  partager  le  bénéfice  qui*  est  36000  fr.,  en 
se  conformant  à  ce  qui  a  été  dit ,  en  parties  proportionnelles  aux  troi» 
mises  ramenées  à  la  même  unité  de  temps. 

En  faisant  toutes  les  opérations,  on  trouvera  qu'il  revient  : 

Au  premier  11691  fr.  83  c; 

Au  deuxième  9000  fr.  00  c. 

Et  au  trobième  15308  fr.  12  c. 

RÈGLE  D'INTÉRÊT. 

57.  On  appelle  intérêt  ce  que  rapporte  une  somme  placée  pendant  ma 
ceitain  temps  à  «n  taux  convenu.  On  appelle  taux  la  somme  que  rappor- 
tent 100  fr.  au  bout  d'une  année. 
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Pfnùer  exemple,  740  fr.  sont  placés  pendant  un  an  à  6  pour  100.  On  de- 
mande qael  estrintérêt  que  rapporteront  les  740  fr.  Voici  comment  on  rai- 
sonne: 100  fr.,  au  bout  d'an  an,  rapportent  6  fr.;  combien  rapportent  740  fr? 

1  fr.  rapporte  100  fois  moins  qne  100  fr.,  cestà-dire  — — ; 

6X740 
740  fr.  rapporteront  740  fois  plus  que  1  fr.,  c'est-à-dire——-; 

4440 
En  simplifiant,  on  a  -ttt-=^^  ^r.  40 cent.; 

^  100 

Donc  740  fr.,  placés  pendant  1  an  ii  5  pour  100,  rapporteront  44  fr.  40  c. 

Il  ne  faut  pas  i^orer  qne  dans  tontes  let  régies  d'intérêt ,  soit  dans  la 
langue ,  soit  dans  le  .commerce ,  le  mois  est  regardé  comme  composé  de 
30  joors,  et ,  par  conséquelit ,  Tannée  de  350  jours. 

Second,  exemple.  Une  somme  de  6480  fr.  a  été  placée  pendant  3  ass, 
S  mois  et  7  jours,  et  a  rapporté  948  fr.  On  demande  le  taux  de  riulérét. 

6480  fr.  rapportant  048  fr.  pendant  3  ans,  2  mois  et  7  jours. 

...  ^*8 

1  fr.  rappojrtera  6480  fois  moins  ou  rrrr* 

1  fr.,  en  3  ans,  S  mois  et  7  jours  ou  1147,  rapporte  donc,  comme  nous 

948 

Tenons  de  le  dire,  -. 

6480 

£n  Ijour,  1  fr.  rapportera 


6480X1147 

948X360X100 
100  fr.,  au  bout  de  360  jours,  rapporteront  —  . 

6480X1147 

Cela  est  donc  le  taux  de  100  fr.  pendant  1  an,  et  c'est  ce  qu'il  nous  fal- 
lait chercher. 
Maintenant,  simplifions  : 

158   1 

948X360X100   15800    15800   i  3441 


6480X1H7  ""  3441      20360  |  4,59 
Il  31550 

1  581 

4fr.  59  cent,  est  letanz. 

RÈGLE  D  ESCOMPTE. 

58.  L'escompte  est  la  retenue  que  l'on  fait  sur  la  valenr  d'an  billet 
payable  après  un  certain  temps ,  lorsqu'on  veut  toiicher  ce  billet  avant 
son  échéance. 

Dans  un  biHet,  il  y  a  deux  valeurs  :  la  valeur  nominale ,  qui  est  k 
valeur  inscrite  dans  le  billet,  et  la  valeur  actuelle,  ou  la  valeur  inscrite 
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diminuée  de  ses  intérêts ,  autrement  dit  la  somme  que  l'on  doit  prendie 
avant  Féchéance  du  billet. 

Il  y  a  deax  escomptes  :  l'escompte  en  dehois,  qui  est  llntérét  de  la  va- 
leur nominale  «  et  l'escompte  en  dedans,  qui  est  l'intérêt  de  la  valeur  ac- 
taelle.  Ainsi,  si  j'ai  un  billet  de  100  fr.  placés  à  6  pour  cent,  payable  dans 
un  an ,  et  que  je  veuille  toucher  l'argent  de  suite ,  on  me  donnera  94  fr. , 
et  c'est  l'escompte  en  debors.  Si  j'ai  un  billet  de  106  fr  à  6  p.  100,  paya- 
ble dans  un  au ,  et  que  je  veuille  en  toucher  la  valeur  avant  son  échéance, 
on  me  donnera  100  fr.  :  c'est  l'escompte  en  dedans.  106  fr.,  valeur  in- 
scrite dans  le  billet,  est  la  valeur  nominale,  et  100  fr.,  somme  que  l'on 
doit  toucher,  est  la  valeur  actuelle  (1). 

Problème.  On  veut  escompter  un  billet  de  5460  (ir.,  payable  au  bout 
de  5  mois  et  7  jours,  le  taux  étant  à  6  p.  100,  et  l'escompte  en  dehors. 

D'après  la  définition ,  il  faut  que  je  prenne  l'intérêt  de  la  valeur  no- 
minale. 

Ramenons,  comme  nous  le  faisons  toujours,  à  l'unité  :  100  fr;,aa  bout 

6 
d'un  an,rapportent  6  fr.;  au  bout  d'un  jour,  ils  rapportent —-;  1  fr.  ,    au 

6 

bout  d'un  jour ,  rapportera ~~  ;   au  bout  de  157  iours  (5  mois,  7 

**  '^'^  360  X  tOO  J  ^ 

jours  =  157),  il  rapportera  — - — --— ;  5460  fr.,  au  bout  de  157  jours,  rap- 
6X157x5i60 

P"^^'^"^      360X100     • 

157X91 
Simplifions  :   6X157X546    — — -  =14287  divisé  par  100  =  14«,87. 

142  fr.  87  cent,  sont  les  intérêts  ou  bout  de  157  jours.  Retranchons 
cette  somme  de  5460,  nous  aurons  la  valeur  actuelle. 

5460,.  00 

142,  87 

5317,  13 


(1)  Gomme  il  pourrait  arriver  que  Ton  oubliât  ce  que  c'est  que  l'escompte  en 

dedans  et  en  debors  ;  on  fait  un  tableau  qui,  au  moyen  des  quatre  initiales  des 

mots  nominal ,  actuel ,  debors ,  dedans ,  rappelle  très-bien  ce  que  c'est  que  chacun 

de  ces  escomptes  : 

„  (dedans  /nominale. 

Escompte  2  ^  ^       —  mtéréi  de  la  valeur  ] 

t  debors  ^  actuelle. 

Ainsi,  on  écrit  dans  leur  ordre  naturel  ;  A ,  D ,  H,  N. 

Onta  mis  H  an  lieu  de  D  povr  représenter  le  mot  debors,  parce  qu'on  aurait  pi 

confondre  avec  dedans.  Ce  tableau  étant  fait ,  on  prend  de  chaque  eùté  les  deux 

lettres  qui  sont  les  plus  rapprochées ,  on  a  d'un  cdté  AD  et  de  l'autre  BM ,  ce  qui 

rappelle  que  l'escompte  en  dedans  est  l'intérêt  de  la  valeur  actuelle,  et  que 

l'escompte  en  dehors  est  l'intérêt  de  la  valeur  nominale. 
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La  yalear  que  l'on  doit  toucher  ayant  l'échéance  du  billet  est  donc 
5317  fr.  13  cent.  ^ 

Problème.  7460  fr.,  payables  au  bout  de  8  mois,  12  jours,  à  7  p.  100,  l'es- 
compte étant  en  dedans  ,  on  veut  être  payé  avant  l'échéance  du  billet. 

11  faut  chercher  quel  est  le  billet  payable  au  bout  de  8  mois,  12  jours 
oa  253  jours ,   qui  vaut  100  fr.  actuellement. 

100  fr.,  dans  un  an,  rapportent  7  fr.  ;  100  fr.,  an  bout  d'un  jour,  rap- 

7  .        .  7X252 

portent  — ■;  au  bout  de  252  jours,  100  fr.  rapportent  ;  1  fr.  rap- 

7X252 

porte  donc,  an  bout  de 252  jours, — -.  Maintenant  7460  fr.,  an  bout 

'  360X100 

7X252X7460 
do  même  temps  »  rapportent  > 

^         '^^  360X100 

W          i-fi     *     7X7X7*6       49X746       36554       ^^^  ^^ 
Et  simplifiant,  = =  =  365,54. 

^  100  100  100  ' 

7460,  00 
365,  54 

7094,  46. 
.     7094,46  Qst  la  somme  qui  revient  au  porteur  du  billet. 

Problème,  Un  billet  de  6400  fr.,  escompté  en  dehors  à  6  p.  100,  a  donné 
pour  escompte  738  fr.  24  cent.  On  demande  au  bout  de  quel  temps  la  va- 
leur totale  serait  payable. 
100  fr.,  au  bout  d'un  an,  rapportent  6  fr.;  1  fr.,  au  bout  d'un  an,  rap- 

ô  .       *      ,  6X6*00      ^.      ,. 

porte  —  y  6400  fr.,   an  bout  d'un   an,   rapportent  — -r — .     Simpli- 

,.        .      .       .  6X6400 

fions  ies  fracUons  :  =6X64  =r 348. 

Autant  de  fois  348   sera   contenu  dans  738,24 ,  jutant  il  y  aura  de 
temps. 
Faisons  les  divisions  de  738,24  :  384  ou  de  73824  par  38400: 


73824 

38400 

35424 
12 

70848 
35424 

la,llm  ,2j. 

425088 

41088 

2688 

30 

806,40 
38.40 

En  ;38,24  combien  de  fois  386  P  II  y  va  une  fois  et  il  reste  354,24  ;  si  je 
multiplie  ce  nombre  par  12,  et  que  je  divise  par  384,  j'aurai  au  quotient  le 
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nombre  de  mois;  si  je  multiplie  le  reste  S08S  par  30,  et  que  je  dirise  par 
384,  j'aurai  le  nombre  de  jours  ;  le  temps  est  donc  1  an,  11  mois,  2  jours. 

Mtgle  d'alliage  et  de  mélange, 

50.  Un  marchand  de  vin  adiète  54  litres  de  vin  à  0,00  c.  le  Ktre;  il  y 
a  mélangé  6  litres  d*eau.  On  demande  quel  sera  le  prix  du  litre  du  mé- 
lange ,  admettant  que  Feau  ne  coûte  rien. 

11  faut  voir  combien  il  y  a  de  litres  em  tout ,  et  diviser  la  dépense  faite 
par  le  nombre  de  litres. 

54  1.  à  0  fr.  60  c.  coûtent»  0,  OOX^- 

54  4-6=60, 

0,  60X5* 

1  litre  coûtera    — =6,  54. 

60 

Ainsi,  le  prix  du  litre  du  mélange  est  de  0,  54. 

Supposons  qu'on  prenne  deux  espèces  de  vin  et  qu'on  les  mélange ,  et 
qu'on  demande  à  combien  revient  le  litre  du  mélange. 

On  mélange  28  litres  coûtant  0,  75  c.  le  litre  avec  15  litres  coûtant  0, 
84  c.  le  litre.  On  demande  le  prix  d'un  litre  du  mélange. 

Les  28  litres  ont  coûté  0,  75X28;  les  15  litres  ont  coûté.O,  84X15; 

les  43  litres  du  mélange  coûteront  0,84X1*4-0,75X28;  0,75X28^21,00; 

0;84X15=:  12,60:  12  f.  60+21  f;=:33,60;  les  43  coûtent  donc  33,00;  un 

1-.         ^  .  .  33f.60 

litre  coûte  43  fois  moins  ou 


43      ' 

33.60 
3,50 

43 
0,78 

6 

Le  litre  du  mélange  vaut  donc  0,78  à  peu  prés. 

S*il  y  avait  trois  sortes  de  vin ,  on  ferait  la  même  chose. 

Dans  les  ouvrages  d'orfèvrerie,  l'or  et  l'argent  n'offrant  pas  assez  de  fa- 
cilité pour  être  travaillés,  on  a  mélangé  chacun  de  ces  deux  métaux  avec 
du  cuivre. 

Le  nombre  qui  exprime  combien  de  parties  d'argent  ou  d'or  entrent 

9 
dans  un  alliage,  s'appelle  titre.  Ainsi ,  lorsque  l'on  a  un   lingot  de  rr 

0  0 

d'argent  pur,  on  dit  T^^^^^^TTi  ^^  '®  titre, 

g 
Un  lingot   a  rr  <le  fin ,  lorsqu'il  a  0   parties  d'argent  pur  et  1  de 

cuivre. 

Problème,  Combien  faut>il  ajouter  de  cuivre  à  15  kilogrammes  d'argent 

9 
pour  avoir  un  alliage  à  --7  de  fin?  Voici  comment  on  raisonne  : 
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9 
Pour  an  kilogramme  d'alliage,  il  y  a  rr-  kilogrammes  d'argent  ;  pour  14 

kilogrammes  d'alliage,  il  y  a  0  parties  d'argent,  et  pour  1  kilogramme 

d'argent  il X  «  '^d'alliage;  donc,  pour  15  kilogrammes  d'argent,  il  faa- 

dra  15  fois  — ,  c  est-a-dire  — -—=—-=23-1-  -.  Ainsi  il  y  a  un  alliage 

de  28  kilog.  +  5  ^ 

Retranchons  15  de  ^  ->,  on  a  8  kilog.  et  -,  qui  représentent  la  par- 
3  3 

tie  du  cuivre  qu'il  faut  ajouter  à  15  kilog.  d'argent  pur  pour  avoir  un  al- 

9 
liage  de  —  de  fin. 

Problème,  On  a  un  lingot  à  0,75  de  fin,  ou  en  a  un  second  à  0,83  de 
fin  ;  je  voudrais  faire  un  mélange  de  ces  deux  lingots  pour  faire  432  kilo« 
grammes  à  0,78  de  fin. 

Si  je  prends  un  kilog. du  premier,  qui  est  à  0,75  de  fin^pour  arriver  à  0,78, 
je  gagne  0,03. 

Mais  si  je  prends  1  kU.  du  second  à  0,83  de  fin,  je  perds  0,05. 

Pour  ne  gagner  que  0,01,  il  faudrait  que  je  prisse  -  du  premier. 

3 

Pour  ne  perdre  que  0,01 ,  il  faudrait  que.  je  prisse  -;  doiic  sur  ^  +  ê  9 

5  3       V 

8  1 

ou  -rr  d'alliage ,  il  faut  prendre  r-  du  premier  ; 

15  o 

15 
Pour  prendre  15  fois  plus  d'alliage,  c'est-à-dire  pour  8,  il  faut  prendre  -— , 

15 
Et  pour  un  kilog^,  il  ne  faut  prendre  que  - —  ; 

Pour  432;  on  prend  432  fois  plus,  c  est- à -dire  -— — — . 

3X8 
Simplifions  : 

15  X  *32 

ill  faut  prendre  270  kilog.  du  premier  lingot.  En  retranchant  270  Idlog. 
de  432,  je  trouve  162,  qui  est  le  nombre  de  kilog.  qu'il  faut  prendre  du 
second  lingot. 

Pour  voir  si  nous  ne  nous  sommes  pas  trompés ,  nous  allons  faire 
la  preuve. 

270X0.75  donne  202,50  de  fin. 

162X0,83  de  fin  donne  134,46  de  fin.  Or  202,50  de  fin  H'  134,46  de 
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fin  =  330,06  de  fin,  eu  divisant  336^96  par  432 ,  nous  devons  trouver 
0.78. 

336,96   I  432 
3456   [  0,78 
0000 

Problème,  On  a  un  lingot  à  0,83  de  fin,  et  un  seconda  0,92  de  fin; 
on  vent  faire  avec  les  deux  premiers  un  troisième  lingot  cfe  654  kilog.  à 
0,86  de  fin.  Si  je  prends  un  kilog^du  premier,  je  gagne  0,03  ;  si  je  prends 

un  kilog.  du  second,  je  perds  0,06;  pour  gagqer  0,01,  je  prends  -  du 

second. 

1  2 

Pour  un  demi-kilog. ,  on  a  -,  pour  1  kilog.,  on  a  -,  pour  654  kilog., 

a  3 

2X^5*  •" 

on   aura  — -- — =436  kilog.,    on   a  436  kilog.   à   prendre  du  premier 
3 

lingot. 
Retranchant  436  de  654,  on  a  218  kilog.  à  prendre  suf  le  second  lingot 
f^ér//îcrt</on.  436X0,83  =  361,88. 
218X0,92=200,56. 
Mais  361,88+200,56  =  562,44. 
Divisant  562,44  par  654,  on  trouve  0,86 • 

562,44  I  054 
39,24  I  0,86 
0,00. 

Progressions  par  différence. 

60.  Premier  problème.  Une  personne  paye  à  une  autre  une  somme  incon- 
nue ,  en  28  payements,  dont  le  pvemier  est  de  5  francs,  et  qui  se  sur- 
passent tous  de  4  francs  :  on  demande  1°  quel  est  le  dernier  de  èes  paye- 
ments? 2*>  quelle  est  la  somme  de  tous  ces  payements? 

On  connaît  ici  le  premier  terme ,  la  difiérence  commune  et  le  nombre 
des  termes;  or,  ces  données  sont  d*abord  suffisantes  pour  trouver  le  der- 
nier terme.  Ce  dernier  terme  en  effet ,  d'après  la  nature  de  la  progres- 
sion ,  n'est  autre  chose  que  le  premier  terme ,  augmenté  de  la  différence 
commune  répétée  27  fob,  c'est-à-dire  autant  de  fois  qu'il  y  a, de  termes 
avant  le  dernier. 

Calcul. 

27,  nombre  des  termes  qui  précèdent  le  dernier. 

4,  différence  commune. 
108 

5,  premier  terme. 


113,  dernier  terme. 
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Les  données  sont  suffisantes. aossi  pour  trouver  la  somme  de  tous  les 
termes.  En  effet ,  on  sait  maintenant  que  le  dernier  terme  est  113.  Or,  la 
somme  de  tous  le^  termes  est  égale  à  la  somme  du  premier  et  du  dernier 
ternies,  multipliée  parla  moitié  du  nombre  des  termes. 

Calcul. 

5,  premier  terme. 
113,  dernier  terme. 


11$ 
14,  moitié  du  nombre  des  termes. 


472 
118 


1652,  somme  de  tous  les  termes. 

Stcond problème.  Une  somme  de  lÔ5i  francs  a  été  payée  en  plusieurs 
payements  qui  se  surpassaient  tous  également.  Le  premier  payement  a  été 
de  5  francs,  et  le  dernier  de  113  francs.  On  demande  :  1°  quel  a  été  le 
nombre  des  payements?  i**  qu'elle  était  la  différence  commune  de  ces 
payements? 

On  connaît  ici  le  premier  terme,  le  dernier  et  la  «omme  de  tous  les  ter- 
mes; or,  ces  données  suffisent  pour  calculer  le  nombre  des  termes.  En 
effet,  la  somme  de  tous  Içs  termes  d'une  profpression  par  différence,  est 
^gale  à  la  somme  du  premier  et  du  dernier  termes,  multipliée  par  la 
moitié  du  nombre  des  termes.  Si  donc  on  divise  la  somme  de  tons  les 
termes  qui  est  égale  à  1652  par  IIS,  somme  du  premier  et  du  dernier,  le 
quotient  sera  un  nombre  égal  à  la  moitié  du  nombre  des  termes.  En  dou- 
blant ce  quotient ,  on  aura  donc  le  nombre  de  tous  les  termes. 

Calcul. 

Somme  de  tous  les  termes  1652  |  IIS,  somme  du  premier  et  du  dernier. 


472  I    14,  moitié  du  nombre  des  termes. 
0 

Donc  le  nombre  total  des  termes  est  14X2  =  3^- 
Ces  données  suffisent  aussi  pour  calculer  la  différence  commune.  En  ef- 
fet, si  du  dernier  terme  113  on  ôte  le  premier  terme  qui  est  5,  le  reste 
108  qu'on  obtient ,  est  la  différence  commune  répétée  autant  de  fois  qu'il 
y  a  eu  de  payements  faits  avant  le  dernier-  Or,  on  vient  de  trouver  que 
le  nombre  total  des  termes  ou  des  payements  est  égal  à  28  ;  donc  ,  si  on 
divise  par  27  le  nombre  108,  le  quotient  exprimera  la  différence  commune 
des  payements. 

Calcul, 
108  I  27 
0  I    4,  différence  des  payements. 
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Progressions  par  quotiemts. 

01 .  Premier  problème.  Une  personne  fait  ({uatre  payements  pour  s'acquitter 
d'une  dette.  Le  premier  payement  est  de  15  francs,  et  le  denier  d#  405  £r.; 
tous  ces  payements  offrent  des  sommes  qui  contiennent  la  précédente  le 
même  nombre  de  fois.  On  demande  quel  est  le  nombre  de  fois  que  ces 
sommes  se  contiennent  P 

Puisque  le  dernier  terme  d'une  progression  par  quotient  n'est  autre 
chose  que  le  premier  terme  multiplié  par  la  raison  autant  de  fois  facteur 
qu'il  y  a  de  termes  avant  lui ,  et  qu'il  y  a  en  i  payements  ,  le  dernier 
payement  est  égal  au  premier,  multiplié  par  la  troisième  puissance  du 
nombre  de  fois  que  chaque  payement  contient  le  précédent. 

On  doit  donc  diviser  le  dernier  payement  par  le  premier.  Le  quotient 
exprimera  le  nombre  de  fois  que  chaque  payement  contient  celui  qui  le 
précède ,  élevé  à  la  troisième  puissance  ou  pris  trois  fois  faetenr.  Donc , 
pour  obtenir  ce  nombre  de  fois ,  il  faudra  extraire  la  racine  cubique  du 
quotient. 

Calcul. 


Dernier  payement  405 
105 


15,  premier  payement. 

27,  cube  du  nombre  de  fob  que  chaque  paye* 
0  ment  contient  le  précédent. 

La  racine  cubique  de  27  est  3;  donc  chaque  payement  contienet  le  pré- 
cédent trois  fois. 

Aemarque.  Toute  progression  par  quotient»  décroissante  à  l'infini,  a 
nécessairement  0  pour  limite  de  son  décroissement.  Une  progression  de 
cette  espèce ,  quand  on  l'écrira  dans  un  sens  inverse ,  commencera  donc 
par  0.  Cela  étant ,  la  somme  de  tons  les  termes  de  ces  sortes  de  progres- 
sions ,  s'obtiendra  en  multipliant  le  dernier  terme  par  la  raison ,  et  divi- 
sant le  produit  par  la  ruson  diminuée  d'une  unité. 

Mxemple*  Quelle  est  la  somme  de  tous  les  termes  d'une  progression 
par  quotient ,  décroissante  à  l'infini  ,  dont  la  raison  est  5  et  le  dernier 
terme  17? 

En  renversant  cette  progression ,  son  premier  teriue  pourra  être  consi- 

17^5 
déré  comme  0.  La  somme  de  tous  les  termes  sera  donc  égale  à ^  = 

85  1 

-j=:  21 -«=21,  25. 

Il  résulte  de  là  que  la  somme  de  toutes  les  puissances  de  la  fraction- 

qui  forment  une  progression  par  quotient ,  décroissante  à  l'infini ,  dont 

1X«      2 

la  raison  est  2,  = =  -  =  1  ; 

2X1       2 
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Que  la  somme  de  toutes  les  puissances  de  ^,  formant  une  progression 

1X3      3      1       ^ 

décroissante  à  Finfini ,  dont  la  raison  est  3,  =•  - — -  =  -  ^  -  ; 

Que  la  somme  de  toutes  les  puissances  de  j,  formant  aussi  une  pro- 
cression  décroissante  à  l'iniini,  dont  la  rabon  est  4,  = =  —  =  r  ; 

Que  la  somme  de  toutes  les  puissances  d'un  -  =  r  ;  que  celle  de  ton- 
tes  les  puissances  de  -  =;  -;  ainsi  de  suite. 

Second  problème.  Une  personne  paye  à  une  autre  une  somme  inconnue , 
en  quatre  payements,  dont  chacun  des  trois  derniers  contient  le  précédent 
trois  fois;  le  premier  payement  est  de  15  francs  ;  on  demande  :  1**  quel  est 
le  dernier  payement  ?  4*  quelle  est  la  somme  des  quatre  payements  ? 

Ces  données  sont  d'abord  suffisantes  pour  calculer  le  dernier  payement. 
En  effet ,  ce  dernier  payement,  d'après  la  nature  de  la  profpression ,  n'est 
antre  chose  que  le  premier  payement  multiplié  par  une  puissance  de  3 
qu'indique  le  nombre  de  payements  qui  précèdent  le  dernier.  Cette  puis- 
sance est  ici  la  troisième  ,  puisqu'il  y  a  en  tout  quatre  payements. 

Calcul. 

15»  premier  payement. 

27,  troisième  puissance  de  3. 


105 
30 


405,  dernier  payement. 

Ces  données  suffisent  aussi  pour  calculer  la  somme  acquittée  par  les 
quatre  payements.  En  effet,  on  obtient  la  somme  de  tons  les  termes  d'une 
progression  par  quotient ,  en  multipliant  le  dernier  terme  par  la  raison , 
retranchant  le  premier  terme  du  produit ,  et  divisant  le  reste  par  la  rai- 
son dindnuée  d'une  unité. 

Calcul. 

405,  dernier  terme  ou  dernier  payement. 
3,  raison. 


1315 
15,  premier  terme  ou  premier  payement. 

2,  raison,  diminuée  d'une  unité. 
600,  somme  de  tous  les  payements. 


1200 
000 
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Intérêts  composés. 

02.  Une  somnoe  est  placée  à  intérêts  compotes,  lorsque,  aa  bout  d'ane 
période  de  temps  déterminée  (cette  période  est  comjnanément  une  année 
oïl  une  demi-année),  l'intérêt  s'ajoute  au  capital  pour  produire,  concur- 
remment avec  lui ,  des  intérêts  pendant  la  période  ou  les  périodes  sui- 
vantes. 

Question,  On  demande  ce  que  devient,  au  bout  de  i  ans,  une  somme 
de  56789  fr.,  placée  à  intérêts  composés,  à  raison  de  4  pour  100  par  an? 

100  fr.  pendant  un  an  rapportent  4  fr.  d'intérêt  ;  donc,  1  fr.  rapportera 

--.=0fr.04c. 
100 

Un  franc  vaut  donc,  au  bout  d'un  an,  1  fr.  04. 

Gonséquemment,  une  somme  quelconque,  8700  fr.  par  exemple,  vaut 
au  bout  de  l'anjuée,  8700  fr.  X 1  fr.  04  c. 

La  valeur  d'un  capital  placé  pour  une  année,  à  4  pour  100,  s'obtient 
donc  en  multipliant  ce  capital  par  1  fr.  04  c. 

Or,  ici  le  capital  placé  au  commencement  de  la  première  année ,  est 
50789  fr. 

La  valeur  de  ce  capital,  à  la  fin  de  l'année,  est  donc  50780  fr.  X 1  fr.  04  c. 

Le  capital  placé  au  commencement  de  la  deux^ième  année,  est  censé- 
quemment  56789  fr.  X  1  fr.  04  c. 

Donc,  ce  capital,  au  bout  de  cette  deuxième  année,  vaut  56789  fr. 
Xlfr.  04  c  XI  fr.  04  c. 

Ou  56789  fr.X(l,04)V 

Par  la  même  raison,  sa  valeur,  au  bout  de  3  ans,  est  56789  fr.  X(l«04)* 
XM4, 

Ou  56789  fr.X  (1,04)». 

Et,  au  bout  de  la  quatrième  année,  elle  est  50780  fr.X(l,04)*Xt>04 
ou  50789  fr.X(t,04)*. 

On  généralise  facilement. 

Le  calcul  serait  assez  long  par  les  moyens  ordinaires. 

En  recourant  aux  logarithmes,  on  arrive  prompteroent  au  résultat. 

En  efiet,  si  l'on  représente  par  x  la  valeur  du  capital  au  bout  de  la  qua- 
trième année,  on  aura  l'équation  suivante  : 

log  :r=log.  50789  +  4  log.  1,04 

Or,  log  5Ô789=4,754i04a 

4  log    1,04=:0,0081334 

Donc  log  X  =4,8393970 

Cherché  dans  la  table,  le  logarithme  4,8233970  se  trouve  devant  le 
nombre  00435.  Donc,  au  bout  de  la  quatrième  année,  le  capital  50789  fr. 
est  devenu  66435  fr 
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Deuxième  quêstioh    <Jue  vaudra /^u  l^otft  de  3^ans  --,.iin'cà][>ital  de 

4543  fr.,  dont  1^  intérêts  ^  capitfiHsent  d«  ^  mois  en  0  mois>  i  raison 
xie  S  fr.  75'c..par  période  de.Ô  mois?  ^  ;    .. 

Le  raisLonnemeQt  ^Ècéfl^^nt  fbacnii  le  type  de.-calcal  sifiyàntl  Kn  re^Ké- 

sentant  toujours  par^x-  la  val^i!^r.  da  capital^  au  bon^/ies.  7  j^riodes  de  j& 

■  ,  .  ■  '     '  •    V    *  .      •  ;«  ^ 

mois  :  .      »    .  •  •  •  • 

•     *       ar  =  6543X(t.0a75f.      •  •    , 

,       j:=:log65*3  +  7.logt,0«75.  .  - 

K>g  6543=:  3,8157769    »*    ^  .  " 

7logl,O«75  =  0,OÇ247a§       /      .***',     ^ 

'log*=r3,898i40S  '   .'  ;     -^ 
•  JL     •      ,       .        '  '        -  •    ^ 

.  .r  :^'  7^11  fr.  +  une  fraôtionv  •  •  "     , 

;.•'■;      '     .    ';,^'       .  V;.,  •    > 

'Beglp'(i*escofnpte  corupQsé.''  ^  .  ^     ' 

63.  Question.  Quel  capital  faut  -  il  ^acer  aujourd'hui  à  intérêts  com- 
pilés, à  faison  de  5fr.  56'c.'pour  if9  par  an,  pour  avoir,  au  Boftt  de 
9  ans,  une  somme  de  20786  fr.? 

Cette  question  es£  Vinverse  des  précédente^  :  au  liéu*donc  de  multi- 
plier paf  (1,055)*  le  capital  qu'on  veut  avoir  au  boutdç  9  an^,  il  faut,  au 
contraire,  diviser  ce  C£lpital.par<l,055)^  Le  quptient  indiquera  tlécessai- 
'  rement  le  capital  qu'il  faut  placer  actuellement  pour  avoir,  au  bout  de  la 
nçuvième  année,  le  capital  voulu,  qui  est,  dans  le  caâ  présent,  29786  fr. 

Représentouii  par  x  le  capital  qa  il  faut  placer  actuellement  : 

^  *  29786 

Nous  aurons       ,  •  x=^j^.        . 

Voici  le  type  du  calcul  par  le  moyen  des  logarithmes  : 

iog  a:  ==log  SÎÔ786  ^  9  log  1 ,055 

loç  29,786  =  4.4740122  * 

s  9  log    1,055  «=0  2092725' 


log;r  =  4,2647397 
x;=r=  18^96  fr.  '70  C. 

Bemarque.  La  question  ci-dessus  eut  pu, être  formulée  de  la  panière 
suivante  :  Quelle  somme  faut  il  payer  actuellement  pour  se  libérejr,  en 
tenant  compte  des  intérêts  composés,  du  capital  29780  fr.,  qui  n'est  exi- 
gible qu'au  bout  de  9  ans?  «  . 

En  conséquence,  le  tjrpe  ct-de&sus,  en  le  modifiant  convenablement, 
quand  il  y  a  des  fractions  de  temps,  est  applicable  à  la  solution  de  toutes 

11 
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les  questions  d'âiconii^e  Qoni posé.  C'est  poar  ce1a><iaeaoiiSdvons  intitulé 
cet  iirttçle  Bègle  d'escompte  composé. 

^r  Annuités^ 

64.  Orfa^déjà  dit  qne  Tannaité  est  facquitt^^t  d*tihe  d^tté  par  des 
payemeîits  égaax  falpi  d'année  en  «nQée.-Mais,  côthriie  celui  qui  $e  libère 
ainsi  tient  nécessairement  compte  Su  créancier  des*  intérçt*  composés  de 
toute  Xaà  pifVtie  dé  la  somme  qui  resté  due  après  chaque  payement  égal, 
ces  soi^ès  de  règles'^  d'ailleurs  fort  intéressantels,  présentent  d'assez  grandes 
diffictittés  à  Tarithmétieien.  Qa  ne  s'en  occupeva  doric  d'une  manière  spé- 
ciale que  ^isilis  Je  traité  d's^gèbrç.    • 

.     •*        •       *  »  '  * 

BaelHes'pai^approjnfHfitîtm  à  l'aiih  4it  logarithmes, 

65.  li  pe«t«^  prélen¥er  trois  cas  :  le  notnbce'ipfoposé  peut  être  Hin' nom* 
bre  eijttier; -un  nombre |fifettonnatre,  ou  uiie  fraction.  \ 

Prejmier  cas.  S'agil-il  d'un  nombre  entier?  i'oplération  est  tîès-£açile  et 
ttèft-cpurie.  "^  **  *   •    ' 

O&cbecche  le  logarithme  du  aoenbre  dont  on  veut  avoir  ia  vaane  far 
approximation,  et  l'on  divise  ce  loganthn^  par  l'indice  de  la  racttie.  On 
cherché  efi&ciite  j^armi^es  logarithmes  le  quotient  obtenu ,  eitaugmentant 
sa  c&ractérii^ique  «^une  unité,  si  l'on  v«ut  obtenir  la  racine  à  0,1  prés: 
de  deux  nn|tés,  si  on  veut  L'avoir  é  0,01  près  ;  de  trois  uAttés ,  si  on  veut 
la  calculer  â  0,001  près:  ainsi  de  suite.  '  ^    ^ 

Exemple.  Quelle  est,  la  racine  sixième  de  i^,  à,  moins  djun  nÂUième 
d'unité  près  ?               .  ^  .         • 

Le  logarithme  de  |5  est. 1,397040 

Le  -  de  ce  logarithme  est 0,932900. 

0 

Ce  sixième,  cherché  danâ  la  tablé  avec  une-  Caractéristique  plus  forte 
de  trois  unités,  tombe  entre  les  logarithmes  dé  1^09  et  1710.  Sion  divise 
chatun  de  ces  nombres  par  1000,  on  ob^ent  les  quotients  1,709  et  1,710, 
qui  diffèrent  l'un  de  l'autre  d'un  millième  ;  donc  la  racine  carrée  de  S5, 
qui  est  comprise  e|;itre  ces  deux  quotients ,  diffère  de  chacun  d'eux  de 
moins  d'un  millième. 

Deuxième  cas.  Quand  il  «*fgit  d'un  neiaJ»it  fractionnaire  ,  on  retran> 
che  le  logarithme  du  dénommateor  de  celui  du  numérateur;  ensuite  on 
divise  le  reste  par  l'indice  dej<k  racine  ;  enfin ,  aprèsr'  avoir  augraienté  la 
caractéristique  du  quotient  obtenu  d'une  ,  de  dôur  ou  de  ti>ois  unités , 
suivant  le  cas ,  on  cherche  ce  quotient  dans  la  table. 

Les  deux  fogarithmes  entre  lesquels  tombe  ce  quotient,  ains»  modifié, 
sont  cewK  des  nombres,  divisés  par  10,  par  100  ou  par  i'OOO,  entre  lesquels 
est  comprise  la  racine  que  l'on  cherche. 
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Premier  exemple,  Qaelie  est^  à  moins  dun^  millième  près ,  la  racine 
septienie  de  — —  ?  .      ,  * 

•  Logarithme  de  519 §,715167 

V  I^arithmedf  U.    .    . I\a41303 

Excès  de  Fan  sûr  l'antre 1,673774 

Septième  de  cet  excès. 0,230111 

Ç^  septième  cherché  dajQ$  la  table  av^c  une  caractéristique  plus  forte 
de  trois  unités ,  tombe  entre  les  logarithmes  3,230049  et  3,230290,  qui 
corre^ndeat  aux  nombres  i73i  et  1735,  L«  racine  «herdiée  e^t  donc 
comprise  entre  les  nombres  1^734  et  1,735  qfd  di€èr«nt  entte  eux  d'un 
milHème.  Cette  radne  est  donc  calculée  à  moins  d'un  millième  d'unité 
près.       -        • 

La  ta£le  de  Callet  eût  permis  àe  calculer- immédûtement ,  à  moins 
d'fin  dix-millième  d'unité  près,,  la  racine- septième  du  nombre  fcicti^ik- 

.510.  /• 

naire— -.  ^  ^  ,      .    . 

Deuxième  exemple.  Quelle  est ,  à  moins  d'un  centième  près ,  H.  racine 
cabiquet  de  31  - 1  -  ' 

On  réduirait  d'abord  les  31  unités  en  septièmes ,  ce  «(ui  procurerait  le 
nombre  fractionnaire --—. 

On  adtèrerait  ensoiAe  l'opération  comme  dans  rexempb  p«èl9tdcnl^ 

Troisième  ^s.  S'il  s'agit  ^'und  fraction ,  on  retranche  l'excès  d^loga- 
rithme  du  dénominateur  sur  cehù  du  numérateur^  d'autant  de  /lojs  dix  i 
imités  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'indice  de  la  r^ne/4^  resl^  de  cette 
soustraction ,  divisé  par.  l'indice  die  Ut  racÂnC)  est  Je  complément  du  loga- 
rithme de  la  racine  cherchée j  c'est-à-dire  ,  que  sa  raciçe  doit  é,tre  ooiisi- 
dérée  comme  étant  trop  fortç  de  dix  unités  i  et  que,  con^éiquemment,  si 
l'on  avait  des  tables^assez  étendues  pour  que  ce  logarithme  s'y  trouvât,  il 
faudrait  diviser  le  nombre  correspondant  par  10,000,000,000.  Jklais , 
comme  les  tables  ordinaires  ne  vont  que  jusqu'à  IO^OOOl,  et  que  les  plus 
étendues  ne  dépassent  pas  100,000,  on  retranche  six  iinités  ou  cinq  unités 
de  la  caractéristique  de^ce  logirithAie.  On  dberchele  reste  dans  la  table , 
et  on  divise  le  nombre  correspondant  seulement  par  lO'^iMM^  ou  par 
100,000^  suivant  qu*oîi  a  retranché  six  unités  ou  cinq  unilés  de  la  carac- 
téristique;^ e'est-à-dire  qu|on  le  fait  exprimer  des  dix-^mitUèmes  ou  des 
cent-millièmçs. 

Exemple,  Quel  est ,  à  moins  d'un^  millième  d'unité  près,  la  racine  eu- 
13  V     ■  ;  '  . 

bique  de  la  fraction  rr  ?  • 

^  10 
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Calcul. 

Le  logarithme  <\e  10  est,    •  ; :  .  .  .     t,17g754 

Celai  de  13  Q»t 1,113043 

Excès  de  l'un  sur  l'autre .   :  .^  "  .  .   .    0,104811 

De.  ..../.. 30,(li&e006 

Je  rétranctte 0;,164911 

Le  reste  est.    .       .  » .  ,  S0.836180^ 

Dont  le  ^  est 0,04^063 

Ce  tiers,  chercliâ  dans  la  table  cte  Lalande  avec  3  pour  caractérrstiqae  , 
tombe  entre  les  logarithnies  de  8811  et  88H. 

là 

La  racine  cubique  de  ~~  tombe  donc  entre  0,8811  et  0,^812. 

La  table  de  Gallet ,  qni  contient  les  logarithme»  (tes  nombres  jusqu'à 
100,000,  perfnettrait  de  chercher  une  dêqiiT\a]e  de  plus,  et  d'obtenir  ainsi 

13 
immédiatement  la  racine  cubique  de  -r ,  à  moins  d'un  cent-millième  d'u- 
nité près. 

Observation»  S'il  arrive  que  l'indice  de  la  racine  soit  un  diviseur  exact 
de  10,  s'il  est  8  on  5,  c  est-à-dire  ,  s'il  s'agit  de  la  racine  carrée  ou  de  la 
racine  cinquième,  l'op^ation  es^'encorè  moins  longue. 

Aprèjs.avoir  calculé  l'excès  du  logarithme  du  dénominateur  sur  celni  du 
numérateur  de  là  fraction  proposée ,  on  formerait  tout  de  suite  le  complé- 
ment artibmérique  dé  cet  excès ,  et  on  en  prendrait  la  npoitié  on  la  cin- 
quiènqie  partie,  suivant  qu'il  9'aglrait  de. la  racine  carrée  ou  de  la  racine 
cinqiéèrne. 

Cette  iiioitié  crU  ce  ciiiquième ,  cherchés  dans  la  table ,  répondraient  à 
un  nombre  100^000  fois  ou  100  fois  plUs  grand  queMa  racine  que  Ton 
ehcvohe. 

Exemple.  Quelle  est ,  à  moins  d'un  centième  près,  la  racine  cinquième 

"^k        '.  •  •  '    ' 

Logarithme  de  15 :   •  «  .     1,176001 

Logarithme  de  7.  .,.....:.,...,..   .     0,8450^8 

Excès  de  l'un  sur  l'autre ....     0,330003 

Compliémenl  de  cet  excès.    .    o 0«6ôi;(007 

Cinquième  de  ce  complément.  ....!...     1,^3801 

Ce  cinquième  de  logarithme,  dqnt  la  caractéristique  doit  .être  consi- 
dérée comme  ne  renfermant  .plus  que  deux  unités  de  trop,  tombe  entre 
les  logarithmes  des  nombre  85  et  86.  Ces  nombres ,  divisés  l'un  et  l'aittre 
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7     * 
par   100,  deviennent  0,9$  et  0,85.   La  racine  cinquième  dey-  est  donc 

-   l  ..  '  '  «        • 

commise  entre  0,85  ct*oC8d;  elle  esVdonc  calculée  à  moins  d'iin  jceotième 

près.- 

7  .  .    *. 

Si  Ton  avstii  voùlb  avoir  lat  ratine  de  — ,  à  moins  d'un  dix-millièm'e 

d'unité 'près,  on  eût  augmenté  de  deux  unités  la  caractéristique  du  lo- 
garithme 1,^33801  j  ce  qui  eût  donné  le  iog^rithipe  3,033801,  dont  la 
caractéristique  éùt  alors  été  cunsidérée  comme  trop  forte  de  4  unités. 

Ce  nouveau  logarithme ,  cherché  dans  la  table ,  tombi  entre  les  loga- 
rithmes 3,03^^791  et  3,933841  ,  qui  appartiennent  aux  nombres  858Ô  et 
8587.  * 

.         .;  7  '  '  '  '  .      •     .,  . 

La  racine  cinquième  de  77  tombe  donc  entre  les  deux  fractions  4eci- 
15  , 

maies  0,8586  et  0^8587. 

Les  tables  de  Gallet  permettraient  de  calculer  immédiatement  cette 
racine  y  à  moins  d'un  cent-millièîn^  d'unité  près.       • 

Calculs  nvfc  apprdtfcimatiôn . 

66.  .11  arrive  fVéquemroent  qup  les  nombres  snr  lesquels  on  4oit  opéi*er 
sont  terminés  par  u/iç  grande.' {juantité  de  .chiffres  décimai^y,  dont  les 
derniers, surtout  expriment^  des  divisions  de  l'unité  qui  n'ont  pres^(|ile 
aacone  valeur,  et  doi^t  ^a  éonservàtion  allonge  et  complique,  sans  uti- 
lité, les  calculs  à  effejCItuer.  On  a  donc  dii,  po'ur  épa-rgner  le  ten]|ks>et 
poifr  ne  pas  se  donner  une  peine,  infructueuse',  chercher  des  méthodes 
qui  permissent  d'obteni^^  en  supprimant  une  partie  de  ces  chiffres,  une 
approximation  suffisante..,  On  en  a  trouvé  d'ausèi  simples  que  commode», 
à  l'aide  desqtiéAes  ou  abrège  considérablement  certains  calculs,  saps 
s'exposer  au  daiiger  àê  s'éloigner  plus  qu'on  ne  veut  du  véritable  ré^ 
sultât. ;  , 

67.  ^<2i9/ï/o».'I9^econserv^,dânschacundesnombresproposés (lorsque 
leur  nombre  n'ehttp^s  supérieur  à  dix),que  la  décimale  immédiatement 
inférieure  À  celle  à  laquelle  vous  ^vez  fixé  votre  approximation;  faites 
ensuitç  la  somme  de  ce5  nombres  ainsi,  modifiés. 

Exenvple.  Soit  proposé  de  calculer,  à  moins  dç  0,001,  la  somme  des 
nombres  suivants  :3'4,78689V  17,543280;  2;40410;  0,904326;  8,656187  et 
45,240228.  .  ** 

*       '*.   :     *i  .      34,7868 

,  ,  '•     •  i7,543i 

•  2,4041 

*•      0.9043 

8,6561 

15,2402 

109,5347 
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La  sdtiime  de  ces  nombres  est,  à  moins  de  .9,001,  égale  à  109,5347.. 
Mais  si  Ton  ne' vent  conserver  que  ]es  trois  premières  décimales  ^e  ce 
résqltat,  il  arrive  qae  la  (omme  chértthëe  est  comprise edtre  tD0,](9^7  et 
109,5357,  nombres  qai  'lifiërent  entre  eui  de  0,0<fl.  Donc  elle  diffère 
de  chlican  d'eùi,  et,  par  conséqa«ot,  du  nombre  intermëdi«ire  109,M5, 
de  moins  de  5,001.  Elle  ^t  donc  égale  à  109,535,  à  moins  de  0,001. 

Première  observation.  L'erreur  conlènae  dans.le  résultat  serait  encore 
moindre,  en  corrigeant,  4Qan<^  il  y  a  lien,  conformément  au  principe 
général,  le  dernier  cl^iffre  conservé  cle  chaean  deS  nombres.  Moyennant 
cette  attention ,  Terreur  de  chaque  partie  de  la  somme  serait  moindre 
qu'un  demi-dÎK  -  millième ,  et  par  conséquent  celle  de  l'a  somme  serait 
moindre  qu'un  demi-millième.  Il  peut  même  se  faire  que,  par  suite  de  la 
compensation,  cette  erreur  soit  nulle  ou  excessivement  petite. 

Repfenons  l'addition  qui  vient  d*être  faite,  en  ayant  soin  ^'augmenter 
d!Une  unité,  lorsqu'il  y  «UTa  lieu ,  le  dernier  èbiffre  conservé  dans  cha- 
cun  des  nombres  proposés  : 

,3i,7869 
17.5433^ 

;  ,  ...  0,9043'^  ,  \  •       .  . 

45,^409 


-         .  109,5351       -• 

» 

La  somme  de  ces  ndmj^res  est  égale,  à  moins *d un  dii-millièiAe,  à 
109,5351  ;  mais  si  on  né  conservait  que  les  trois  premièi^s  décimales,  on 
ne  serait  plus  certain  que  le  résultat  ne  diffère  que  d'un  demi-dix -mil- 
lième.* ' 

Seconde  observation.  Quand  on  veut  obtenir,,  à  moins  d'upe  unité  dé- 
cimale dun  ordre  donné,  fa  somme  de  plus  ^e  diix  nombres,  il  est  né- 
cessaire de  conserver,  dans  cbacilli  de  ces  nombres ,  deux  décimales  de 
plus  que  n'en  comporte  Tapproximation' que  l'ori  veut  .obtenir.  On  en 
voit  bien  la  raison.  ^ 

08.  Soustraction.  Polir  obteuir,  à  moins  d'une  unité  décimale  donnée, 
la  différence  de  deux  nombres  décimafux,  conserves,  darts  chacmf  d'eux, 
un  nombre  de  décimales  égal  à  celui  de  Tapp roiimation.  ^ 

Si,  vous  ybulee  avoir  cette  différence  à  moins  *d*une  demi-unité  déci- 
male d'un  ordre  donné,  conserves*  4aB8  les  deux  nombres,  une  'décimale 
de  plus  qu'il  n'y  en  a  dans  Tappraxiinatiotn. 

Exemple.  Calculer,  à  moins  d'un  demi- centième,  la  différence  des  deux 
nombres  73,437934  et  14,3708433. 

Je  ne  conserve  que  trois  décimales. 
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.   -  »  '  *  '  '  •;  • 

La  différence^ês  deux  nombres  donnés  est  égale  à  59,ùd,  à. moins  d'un 
demi- centième.  Elle  différerait  encore  gioins  si  Ton  changeait  le, 6  en 
an  7,  en  veçtu  ^e  la  règle  générale.  '  .    ' 

60.  âiuUipitcation.  Pour  obtenir  les-' prodaits. décimaux,  à  Aïoiuà .d'une 
unité  décimale  d'un  ordfe  donné,  il  sttflit  d'obtenir  clUque  produit  p'artiel 
avec  une  certaine  approximatiOh  ^otle  à  déterminer,  coiivJ2e''*oti|Va  le 

voir.-       ,      ;•  •      •  ;•  r\ 

Soit  proposé  d'obtenir  le  produit  des  deux  nombres  i3,7&i38  et  7;5783, 
à  un  millième  d'ttuitë  p<  es. 

Pour  que  le  produit  total  soit  okuleira  àmoifis  d'tm  millième,  il  suffît 
gne  chaque  prbduit  partiel  soit  calciUé  à  moins  d'un  dix- millième.  Mais 
jet  rêmarcjiMaïue ,  pour  déterminer  chaque  prodait  partiel  av^  ce  degré 
d*appr«Kimation ,  je  pvis  négliger  de  multiplier,  par  chaque  chiffire  do 
mttlcif4icatettr4  la  partie  du  miiitiplicaiide  dont  le  produit  par  ce  même 
diiffré  procure  de»  unités  inlérieni^s  aux  eeiat-millièmes.  Ainsi,  pour  ob- 
tenir le  produit  du  mukiplicAtide  par  Oi»f08fi,  je  pcùs  négliger  de  multi- 
plier les  quatre  chiffres  5,  i,  3  et  8;  car^'en- opérant  de  cette  nmnière,  la 
paMe  supprimée  dans  le  ruuUiplicande  est  moindre  que  0,1.*'  donc  l'er- 
Teur  <||ti  eu  résoltei-a  est  moiiodre  que  0,1  X<^t9^S  ott  que  0,OOOOS;  elle 
sera  donc  ^loindre  que  0,0001.  Ainsi,  en  multipliant , par  0,000S,  je  puis 
sBiipriniei-  les  chiffres  5,  i,  3  et  8  du  mnltipUcande.  De  même,  en  snulti- 
pliant  par  0,008,  je  puis  supprimer, , les  chiffres  i,  3  et  8i  fn  nnltipMant 
par  Q^Qtf  je  pnis  supprima-  Us  chiffires  3  et  8;  et  eu  mnltiptiaot  pMr  0^6, 
je  puis  supprimer  le  .chiffre  8.  j^ais  en  multipliant  par  7«  je  ne  puis  sup- 
primer aucnn  chiffre^  Je  conclus  de  ià^géoéraleinent -qu'il  sniiit  dtf  con- 
server, daaS'U  moltipiiofttioi»  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  du 
miMtiplicateur,  une  partie  dd  ^alttpUcundf ,  telle  que  les  plus  fidbles 
unités  du  produit  qui  en  résultent  soient  inférieures  de  driix  ordres  à 
celle  de  l'approtimatioii  chercha-,  ,  <  . 

Voici  corament  on  ordonne  les  factenrs. 

On  pos«  çh^qne  chiffre  dû  maltifUeatettr  sons  le  chrfAre  du  mnltipH- 
cande  «ipffiQMnl  las  plus  faibles'  unités  du  maltiplicande  qtti  doivent 
être  mol^^tées  par  ce  ahiffre.dn  mult^iicataar.  Mnsi,  dans  Hexeoiple 
dont  il  s'agit,  on  écrirait  le  chiffre  7  au-dessous  du  chiffré  3,  le  «hiffîre  6 
au-dessous  ^u  chiffire  3. . . .,  Cela  se  réduit  évidenonent  à  plaçef  le  ehiffi^e 
qui  représente  les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  du  muUiplicaAènr  sons 
le  chiffre  convenable  du  inAiltiplicande,  et  à  écrite  ensuite  les  autres 
chiffres  du  multiplicateur  ù  la  ^ucj)e  da  celui-là  dans  un  ordre  inyerse. 
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.  «87574  •    ^ 

30él8066  ' 

,  2187715 

■^  305278  '  , 

.  \      ;  •       3^000 

..'....  ^     874  '     •        "  '"    '       . 

•       .    .     *  ♦  33457933 

'  Apf^  a vo«r  supprimé  les  virgalës,^je  multiplie 4»37 5438  par  7;  437513^ 
par  5^  43^54  par  7  ;  4375  pjr  8,  et  eiïfin  437  par*.  J'écris  leà  cinq prô- 
dttits  partiels  de  manière  que  les  plus  faibles  unités  se  correspondent^ 
attendu  que,  par  suite  de.  la  disposition  du  calotii,  ces  unités  sont  de 
même  espèce*  La  ^omme  de  tous  cet  produits  partiel»  est  égale  à  33167933 
ceih-millièmes  ou  à  331,57933.  Le  produit  dierdié  est  done  égal  è^ 
331,57933y  à  moins  de  Q^ÛOl.  Mais  si  je  ne  yeux  conserver  dans  le  résul* 
tat  que  trois  décimales  »  je  remarque  que  le  produit  cherché  est  ocmdpns 
entre  .331,57933  et  331.58033,  nombrerqui  différent  de  0,001.  Doncyil 
diffère  de  èhacun  d'eux,  et^  à  plus  forte  raison,  du  pombre  intermédiaire 
331,580,  de  moins  de  ^,001 .  Do«çil«st  égal  à  331,586  à  moins  de  0,001. 

Procédé  générai.  Pour  obtenir,  à  moins  d'une  unitë  décimakle  d'un  ofdre 
donné,  leproduit^dedeux  nombres  décimaux,  renfermant  beaucoup  de 
décimales,  p4ac^  te  chiffre  des  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé  dit<nnlti^ 
plieatenr  sotas  un  chiffre  du  multipticai^de-  tel,  que  le  produit  de  ces  deut 
diilTres. procure  des  unités  inférieures  de  deux  ordres  à  Tunité  de  i'ap^ 
prosimation  que  vous  voulez  obtenir;  et- écrivez  à  la  gauche  les  autres 
chlores  du  multij^liéaleur  dans  pin  ord^e  inverse.  Les  facteurs  akisi  or-* 
donnés,  multipliez  lemoltîplicande  par  diaque  éhiffre  du  multiplicateur, 
en  négligeant  les  chiffres/du  multiplicafide  placée  îr la- droite  d^  celui  sur 
lequ^  You».  opérez  actuellemétit,  et  faitet  correapolidre  tes  plus  fûbles 
unités  de  tons  les  produis  partiels  que  .vous  «aléulez';  a^dditionnee  en^ 
suite  ces  produits,  et  sépare»,  sur  la'drotte  de  la  somme,  itn  nombre 
de  chifltres «décimaux. supérieur  de.deuxtinités  à  celui  de  rapproximatiour 
enfin  supprimez  deux  chiffres,  swr  la  droite,  du  résultat,  et  augmentez 
d'une  unité  le  dernier  des  chiffres  coi^servés-  Le  nombre -déçim»!  akisi  ob- 
tenu est  le  produit  denundé^  avec  le  degré  d'approxii^atien  ^oatu. 

Qn  peut  diminuer  encore  l'eri^eur  que  contient  le  résultat,  en.augmen- 
tant  d'une  unité,  lorsqu'il- y  a  lieu^  le  preniier*cfaiffre  de  droite  conservé 
«a  miiltq[»li<^nde  dans  chaque  produit  partiel.  Moyennant '.cette  atten^ 
tîon,  l'erreur  de  <;h^o|in  des  produits  pac^éls,  dans  lé  Cas  de  l'exemple 
précédent,  sera  moindre  d'ui  demi^dix-millième,  et  par  conséquent  celle 
de  la  somme  sera  moindre  d'un  ^mi«mtHième.  11  arrive  même  quelque^ 
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fois  qae,  par  sotte  de  la  compensation,  cette  errear  devient  naUe  ou  ex- 
cessÎTement  petite.  ^    •     ' 

Appliquons  cette  observation  à  la  multiplication  qae  -noas  avons  prise 
pour  exemple.  *  >  ' 

i8T57 

30629066 
21OT7Î0 
306878  . 
35000 

876  ^    ''        . 


33157940 


Effectuons  les  ipaltipltcations  par  7,  7  et  8  comme  dans  l'opération 
précédente;  mais  1«  en  ranltipliant  par  5,  avgmentons  le  chiffre  3  cor- 
respondant du  multiplicande  d'une  unité,  parce  que  le  chiffre  suivant  9, 
eitplas  grand  que  5;  2<>  en  multipliant  par  2,  augmentons  aussi  le  chif- 
fine  correspoiMiant  7  d'une  unité  «  parce  que  le  5  qui  suit  est  lui-même 
suivi  d'autres  chiffres  significatif.     * 

Le  produit  des  nombres  proposés  est  donc  égal  à  331,57940,  à  moins 
d'an  demi-millième.  Mais  si  l'on  ne  conservait  que  les  trois  premières  dé- 
cimales, on  ne  serait  plus  certain  d'avoir  le  produit  c|ierché  à  moins  d'un 
demi^millième. 

70.  Division*  On  saitiléjà  comment  on  peut  obtenir  le  quotient  de  deux 
nombres  entiers  ou  décimaux,  à  moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre 
donné.  Il  ne  reste  donc  qu  une  simple  observation  à  faire  relativement  au 
cas  où  le  dividende  contiendrait  plus  de  décimales  que  le  diviseur.  Alors, 
on  peut  quelquefois  supprimer  un  certain  nombre  des  chiffres  décimaux 
du  dividende ,  car  on  n'a  pas  oublié  qu'il  suffît  que  le  nombre  des  chif- 
fres décimaux  du  .dividende  soit  égal  à  celui  du  diviseur,plus  celui  de 
l'approximation. 

Supposons  le  cas  où  le  dividende  aurait  huit  chiffres  décimaux  et  le  di- 
viseur deux  seulement  Supposons  ensuite  qu'on  veuille  avoir  le  quotient 
à  0,001  prés.  Il  suffirait  de  conserver  les  cinq  premiers  chiffres  décimaux 
du  dividende;  on  supprimerait  les  trois  derniers. 

19ous  répéterons  ici,  en  cas  de  besoin,  que,  pour  avoir  le  quotient  à 
moins  d'une  demi-unité  décimale  d'un  ordre  donné,  on  cherche  un  chiffre 
de  plus  qu'ofi  ne  veut  en  conserver^  et  q^e  l'on  augmente  ensuite,  s'il  y 
a  lieu,  4' une  unité  le  dernier  de  ceux  que  Ton  conserve. 

Calcul  des  nombres  complexes. 

71.  -Le  nombre  concret  qui  renfethieune  unité  d'une  certaine  espèce,  iivec 
une  ou  plusieurs  subdivisions  de  cette  unité ,  reçoit  le  nom  de  nombre 
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complexe  ;  t;el  çst  Lb  nombrç  T^'^'OP^ll^  Celai  q«i  ne  cottti«t&t  i^ft'aae 
seule  espèce  4'amtés,  se  uoname  nombre  incomplexe  .*  Ul  est  le  ooBibre 
49  livres.  . 

Les  règles  données  pour  le  calcul  des  nombies  entiers,  sont  apfdicablg* 
aux  nombres  incoraplexes  ;  mais  le  pakal  >des  nombres  complexes  pré- 
sente quelques  difficultés,  et  exige  l'emploi  de  procédés  particuliers  que 
nous  exposerolis  successivement. 

Tout  nombre  complexe  peut  se  i^ettre  sous  la  forme  d'un  nombre  in- 
complexe,  en  se  conformant  à  l'une ^u  l'autre  des  règles  que  nous  allons 
indiquer. 

V  Conversion  d'un  nombre  complexe  en  unités  de  sa  plus  petite  espèce. 

Rè^le,  Multipliez  les  unités  de  la  plJus  forte  espèce  par  le  nombre  de 
fois  que  chacuue  de  ces  unités  renferme  les  unités  de  la  première  subdi- 
vision ;  ajoutes  au  produit  les  unités  de  cette  prenière  tttb^visioii  ren- 
fermées dans  le  nombre  proposé-  Puis  multiplieE  la  sojpùne  obtaïae  par 
le  nombre  de  fois  que  les  unités  de  la  première  subdivisioii  reofermeat 
celles  de  la  seconde  subdivision ,  ,et  ajoutes  encore  au  produit  les  unité» 
de  la  seconde  subdivision  coi^tenues  danS  le  nombre  donne  ;  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  vous  soyez  arrivé  à  la  plus  petite  subdivisiQii. 

JExemple.  Soit  proposé  de  convertir  en  deniers  le  nombre  complexe 

«  Disposition  du  calcul. 

43.  17.  9. 
20 


«60 
17 


S77  sons 
19 


175^4 

877 


10&t4 
9 


10533  deniers. 


Une  livre  vaut  20  sous  :  conséquemment,  43  livres  Valent  43  fois  20 
sous  =  8Ô0  sous.  860  sous ,  ajoortés  aux  17  sous  contenus  dans  Te  nombre 
proposé  font  877  sous.  Mais  un  soit  vaut  12'  deniers;  donc  877  sous  va- 
lent 877  fois  12  deniers  ou  10524  deniers ,  qui,  ajoutés  aux  9  deniers  du 
nombre  proposé,  font  10533* deniers. 

2"  Conversion  d'un  notkkte  complexe  ,ch  fr^nctiou  de  i unités  de  la  plus 
forte  espèce. 
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Jiègfe.  Goiivertitsez  «TabonlyÇn  ¥0&s  confonnaataa  pfoéédé  q^i  vâent 
detre  ]^€flcrit^  le  nombre  complexe  proposé  ea  unités 'dt  sa  plni  petite 
espèce;  cela  fait,  donnez  au  résultat,  pour  dénomiiiatear^le  noaibre  qui 
eiLprime  la  quantité  de  fois  que  l'unité  de  la  plus  petite  espèce  est  con- 
tenue dans  l'unité  delà  plus  £6rte  espèce. 

Exemple.  Soit  à  convertir  4e  nombre  complexe  43^  Xi*-  0^-  ten  fraction 
de  la  livre»  ou.]^atôt  en  nomb>e  fractionnaire  rapporté  à  la  livre. 

Nous  avons  trouvé  tout  à  l'heure  que  4^3^  iT'^-  yaleiit  10433  deniers. 

Mais  une  livre  vaut  90  sous,  et  un  sou  vaut  13' deniers  ;  donc  une  H* 

vîe  (ou  20  sous)  vaut  20  fois  12  ou  240  deniers.  Donc  un  denier  vaut  ^~- 

240 

10633 
de  livre  ;  donc  43*  17*-  9<*-  ou  10533  deniers  valent  — -■  \,-  de  livre. 

240 

Il  est  aussi  quelquefois  utile  de  faire  les  transformations  inverses, 
c*est- à-dire,  de  convertir  en  nombre  complexe  équivalent  :  lo  un  nombre 
entier  iQcomjplexe;  2"  un  nombre  fractionnaire  rapporté  à  aue  unité 
concrète  ;  '3**  une  simple  fraction  d'unité  concrète. 

lo  Conversion ^ d'un  nombre  entier  incomplexe  en  nombre  complexe. 

Règle.  Divisez  le  nombre  incomplexe  proposé  par  le  nombre  qui  ex- 
prime combien  il  faut  d'unités  de  son  ordre  pour  en  former  une  de  l'or- 
dre immédiatement  supérieur.  La  partie  entière  du  quotient  représen- 
tera le  nombre  des  unités  de  l'ordre  supérieur,  et  le  reste  celui  des  unités 
de  l'espèce  contenue  dans  lé  nombre  proposé.  Puis  cherchez  de  la  même 
manière  combien  les  unités  du  quotient  de  la  première  division  renfer- 
ment d'unités  de  Tordre  qui  leur  est  supérieur,  et  d'unités  deTordre  que 
ce  quotient  exprime;  continuez,  ainsi  jusqu'à  ce  que  vous  soyez  parvenu 
aux  unités  de  Tordre  le  plus  élevé ,  ou  à  un  nombre  qui  ne  contienne  pas 
assez  d'unités  pour  en  former  une  de  Tordre  supérietir. 

Exemple.  Soit  proposé  de  convertir  le  nombre  10533  deniers  en  livres 
et  subdivisions  de  la  livre. 


i0538<l 
03 


Disposition  du  calcul. 
12  8778-  20 


877  sons.  77 

93      ■  17. 

9. 


43  livr.ês. 


Il  faut  12  deniers  pour  faire  Un  sou  ;  donc  le  quotient  897  de  la  divi- 
sion de  10533  deniers  par  12 ,  expiimera  le  nombre  de  sous  contenus 
dans  10533^  deniers ,  et.  le  resté  9  exprimera  le.  nombre  de  deniers  qui 
excèdent  ce  nombre  de  sous.  On  voit  par  là  que  10533  deniers  égalent 
877  sous  9  deniers.  Mainteiiant ,  puisqu'il  faut  20  sous  pour  f^ire  une 
livre,  le  quotient  43  de  la  division  de  877  sous  par  %  exprimera  des  li- 
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▼ret ,  et  le  reste  IT  eiprrmera  des  soqs.  Donc  le  nombre  105SS  deniers 
éc^ale  iSnit-gA..  )  .\ 

^  CoMVêrtfom  0m  nmnbrt  complexe  ^tun  nombre  frat^nnaire  rapporté  à 
utu  unité  concnètê. 

Hègie,  Divisez  le  namératear  par  le  dénominateur.  La  partie  entière 
du  qaotient  cifirimera  le  nombre  des  unités  de  la  pins  forte  espèce  con- 
tenues  dans  le  nombre  fractionnaire  proposé.  Mnltipliez  ensuite  le  reste 
par  le  uonU>redes  unités  que  renferme  l'unité  principale:  puis  diriset 
la  produit  par  le  dénominateur.  La  partie  entière  du  quotient  exprimera 
les  unités  de  la  première  subdivision  que  renferme  le  nombre  fraction- 
naire proposé.  Continues  de  la  même  manière  jusqu'à  ce  que  vous  soyex 
arrivé  à  la  plus  petite  subdivision. 

Exemple.  Soit  proposé  de  convertir  en  nombre  complexe  le  nombre 

.     t0533  ,    ,.  . 

fractionnaire  •  de  livre  tournois» 

Disposition  du  calcul. 


aio 


43^17».  9d. 


10533* 

933 

213 

30 

4260 

isew 

ISO. 
la 

360 
180 

2160 

0. 

* 

La  première  division  donne  43*  pour  quotient  et  213^  pour  reste. 

On  convertit  ces  213*  en  sous,  en  multipliant  par  20,  ce  qui  donne 

4200  sous.  On  divise  4260  par  240;  on  obtient  17*-  pour  quotient  et 

180«-  pour  reste;  enfin  ,  on  réduit  ces  180»-  en  deniers,  en  multipliant 

par  t2.  Le  produit  2160,  divisé  par  240,  donne  exaqtementQ  deniers  pour 

quotient.  I>onc  le  quotient  de  10583  livres  par  240  est  égal  à  43*17»-9<*'î 

10533 
donc  aussi  — ; —  de  livre ,  valent  43*  17*  CM* . 
240 

3o  Cotwersion  en  nombre  complexe  d* une  fraction  d'une  unité  complexe. 

Ce  cas  diffère  du  précédent  en  ce  que  le  ni^mérateur  étant  plus  petit 
que  le  dénominateur,  la  première  division  par  le  déiiominateur ,  et 
quelquefois  même  la  deuxième  et  1?'  troisième  division  ont  0  ponr  par- 
tie entière  du  quotient  :  du  reste ,  c'est  la  même  règle. 
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Exemple,  Soit  proposé  de  transformer  en  nombre  complexe  équiva- 
lent, la  fraction  -—-  de  toise 
513 

Disposition  du  calcul. 
17      1513 


.6 


_      .  .        ^.  2«7       33       11 

513       57       19 


loa 
la 


304 
109 

1294 

108 

12 


648 
324 

3888 
207 


On  ne  trouve  au  résultat  ni  toises  nv pieds;  on  obtient  seulement 

Spo.41. 7poiiiu  .^ .  r 

10 

On  pourrait  y  à  la  rigueur,  à  l'aide  des  tradsfbrtnatidns  dont  On  vient 
d'exposer  le^  règles,  exécuter,  sur  les  nombres  complexes,  toutes  les  opé- 
rations de  Tarltlunétique.  M^is,  dans, un  grand  nombre  de  cas,  on  par' 
Tient  au  résultat,  d'nne  manière  plus  simple  et  plus,  expéditiv^.  Exa- 
minons donc  en  particulier  chacune  des  quatre  opérations  fondamentales. 

73.  Addition.  Règle  à  suivre.  Écrivez  Tes  Aombres  complexes  donnés  les 
uns  sons  les  autres,  de  manière  que  les  unités  de  même,  espèce  se  cor- 
respondent; puis  additionnez  successivement  les  nombres  contenus  dans 
chaque  colonne  ,  en  con^nençant  par  celle  des  plus  petites  unités.  Si  la 
somme  contient  une  ou  plusieurs  unités  de  Tespèce  immédiatement  su- 
périeure «  retenez-les  pour  les  ajouter  avec  celles  de  cette  espèce,  et 
écrivez  l'excédant  au-dessous  de  la  colonne  sur  laquelle  vous  opérez 
aetaeilement ;  dans  le  cas  contraire,  écrivez  le  résultat  tel  que  vous 
l'avez  trouvé. 
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Exemple    Soit  proposé  d'additionner  les  qii9t«e  nombres  sdirants  : 
45^  15*   i\^  ^  ;  7i^  t7«  8<»  ^  ;  13^  19»  7<«  -  ;  51^  5»  9<«  . 
Disposition  duetdçiU* 
45^  15»    llf    - 


1%     17       8 

13     19       7 
51       5       0 


183^  t9»-     0<i    — 


IS 

*       î*       1       ^5         .  1*    .^    .         t*  ^     .. 

Dites  :  -  +  -  4-  -  =  rr  =  1*-  --.  Ecrives  —-  et  retenez  un  denier;  1  et 
3      4      3      19  19  Ift 

11  tont  12  :  IS  et  8  font' 90;  SO  et  7,  97  ;  97  et  0,  3ft.  36  deniers  valent  3 
sous;  ainsi,  écrive»  0  sous  la  colonne  des  deniers,  et  retenez  3  sons.  3  et 
5,  8;  et  7,  15  ;  et  0,  94  ;  et  5,  90.  Écrivez  Ô^  et  retenez  9.  9  et  i,  3  ;  et  1 
4  ;  et  1,  5.  5  dizaines  de  sous  valent  9  livres,  plus  une  dizaiff*  de  sons  \ 
écrivez  1  sons  la  colonne  des  dizaines  de  sous  «  et  retenez  9  livret.  Ache- 
vez ensaite  l'addition  comme  à  l'ordinaire. 

La  somme  sera  ésale  à  183^  19«0^ . 

73.  Soustraction,  Règle.  Placez  les  nombres  comme poar  l'addition,  en 
écrivant  le  plus  petit  des  deux  nombres  spus  le  plus  grand.  Effectuez  en- 
suite la  soustraction  partiellement ,  en  cpmmençant  par  1^  unités  de  la 
plus  petite  espèce.  Si  quelqu'une  des  soustractions  partiales  se  trouve, 
dans  l'état,  impossible,  ajoutez ,  ^au  nombre  dont  vous  devez  soustraire. 
Une  unité  de  Tespèce  immédiatement  supérieure  ;  mais ,  quand  vous  pas- 
serez à  la  soustraction  subséquente  »  augmentez  d'une  unité  le  nombre 
des  unités  de  cette  espèce  supérieure  dans  le  nombre  à  soustraire. 

Exemple'  Soit  proposé  de  calculer  la  différence  entre  d'eux  pesées,  Tune 

9       ^  ■  3  ^ 

de  *»»▼•  10-  7G-  lÔf.  ~  et  l'autrg  de  9"^  7».  4«-  35»  -. 
•         ■  4 


Disposition  du  calcuL 

4UT. 

10. 

7Q 

19? 

9 

3 

9 

7 

4 

^5 

3 
4 

tllT. 

lOo 

2G 

55S 

11 
Î9 
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* 

2       3 
Réduise^  au  même  dénomioateitr  les' deux  fr^c^icms  ^  et  -  qui  devien- 

8  9 

nent  t^  c*  r^*  ï^  secoHde  ne  pouvant  se  soustraire  de  la  première ,  aug- 
mentez le  nninéTateur  de  celle-ci  d'une  unité  ou  de  ii  parties  Soustrayez 

9  «0  11 

alors  TT  i^Ti  ;  1«  w»rt«  est  j^  Dites  ensuite  1  et  915  font  aCV.  Mais  36  ne 

peut  être  retranché  de  19;  ajoutez  donc  à  19  grains,  1  gros  ou  72  grains, 
30  de  91,  il  reste  55,  que  vous  écrivez-,  et  vous  retenez  1.  1  et  4,  5;  5  de 
7,  il  reste  3.  Passez  aux  onces  et  dites  :  7  de  1  ;  cela  ne  se  peut;  ajoutez 
donc  lit^'  on  10  OQces  è  %9*  Dites  ensuite  7  de  17 ,  reste  10  ;  que  vous  écrivez 
au-dessous  et  vous  retenez  1 .  Or  1  et  2  font  3,  qui ,  retrancha  de  i,  don- 
nent pour  reste  1.  Donc  la  différence  totale  des  nombres  proposés  est 

lHT.loo.2C.55t— . 
12 

74.  Muitiplication.  U  est  de  principe  que  dans  toute  multiplication,  le 
mnlt^licateur  doit  être 'considéré  comme  abstrait.  Gela  étant,  voici  la 
règle  à  suivre  pons  multiplier  un  nombre  complexe ,  soit  par  un  nombre 
abstrait ,  soit  par  xm  nombre  incomplexe  considère  CQmme  abstrait. 

Multipliez  «  en  commençant  par  celles  de  Ja  plus  petite  espèce ,  toutes 
les  unités  du  nombre  complexe  dont  il  s'agit,  paf  le  nombre  abstrait  pro- 
posé (ou  par  le  nombre  complexe  donné,  considéré  comme  abstrait). 
Quand  un  produit  partiel  ne  conti«Mdra  pas  d'iinilés  ,d^  l'e^èoe  supé- 
rieure t  écrivez  ce  produit  tel  qu'il  est  ',  m^  lorsqn  U  cpi^tiendr^^  une  ou 
plusieurs  v^ités  de  l'espèce  supérieure ,  n'écrivez  ^ue  l'excédant  de  ces 
unités^  et  retenez  celles-ci  pour  les  ajouter  au  produit  suivant. 

£xemjfh.  Soit  à  multiplier  42^  13>-  5<V  par  le  nombre  abstrait  7,  ou 
bien  soit  à  calcixler  ce  que  contetAÎent  7  toises  d'oavirAg^s,  à  raison  de 
42^  13»  7^-  la  toise. 

BUspositiûH  du  caieul,  / 

4t^  138       5d. 

7 


29»^  13"    llf 


Je  dirai  7  fois  5  deniers  font  35  çleniers  ,  qui  valent  2  sous  plus  11 
deniers.  J'écris  11  deniers  et  Je  retiens  2  sous.  Je  dirai  ensuite  7  fois  13 
soos  font  91  sousj  et  2  sous  de  retenue  ,  font  93  sous  on  4  livres  pins  13 
sous.  J'écris  13  sous. et  je  retiens  4  livres.  Je  dis,  enfin,  7  fois  42  livre» 
font  294  livres  et  4  livres  de  retenue  font  298  livres. 

Le  pro4uit  total  est  donc  298^  13»   ll<i 

Ce  procédé,  qui  est  très -simple  et  très-expéditif ,  lor9<^ele  multipli- 
catenr  n'a  qu'un  seul  chiffre,  entraîne  de  lon^s  calculs,  lorsque  le  mul- 
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tiplicatenr  est  compoié  de  plVisieors  chiffres.  Il  e%t-  donc  nécessaire  q«e  le 
calculateur  ait  à  sa  disposition  une  autre  méthode. 

Cette  autre  mé,thode  consiste  à  décomposer  les  subdivisions  du  multi- 
plicande en  parties  aliquotes  de  l'unité  immédiatement  supérieure,  c'est- 
à-dixe,  en  parties  qui  soient  exactement  contenues  dans  cette  uoité.  Cette 
manière  d'opérer  reçoit  le  nom  de  méthode  des  parties  aliquotes. 

Exemple.  Soit  à  multiplier  5(y^  1T«  0<-  par  le  nombre  abstnâtSlS,  o« 
Wen  soit  à  trouver  le  prix  de  318  aunes  de  drap,  à  raison  de  56^  ÎT-  9*- 


D.isposition  au  calcul. 


1i6^  iT-  9* 
318 


7« 

10» 

31 

8 

7 

17 

3 

18 

6<l> 

18089^  13» 

ôd- 

448^ 
56 
168 

Produit  de  10» 159 

de  5«  .  .  . 
de  S»  .  .  . 
de  6<»  .  .  . 
de  3«»  .   .   . 


MnltipKez  d'abordr5$  par  318' comme  à  l'ordinaire.  ' 

Pour  multiplier  17  sous  par  318,  remarquez  que  17  sous  se  décompo-^ 
sent'en  10  sons ,  plu^  5  sons,  plus  S*  sous ,  parties  aliquotes  de  la  livre  , 
qui  vaut  20  f  ous.  Mais  10  sons  sont  la  moitié  d*nne  Kvre  ;  donc  le  pro- 
duit de  10  sous  par  318  ,  doit  être  la  moitié  de'318  livres  ou  159  livres. 
De  mémç ,  le  produit  de  5  sous  par  318  sera  le  quart  de  318  livres  ou  la 
moitié  de  159  livres.,  c'est-à-dire  70  livres  10  sons.  De  même  encore,  le 
produit  d^  2  sous  par  318,  sera  la  dixième  partie  de  318  livres,  ou,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  cinquième  part  de  159  livres,  qui  •est  égale  à 
31  livres  10  sous.  Écrivez  ces  produits ,  a  mesure  que  vous  les  formez , 
au-dessous  du  produit  des  entiers. 

Pour  multiplier  ensuite  9  deni^  par  818,  décomposez  aussi  9  deniers 
en  6  deniers,  plus  3  deniers  ,  parties  aticpotes  du  sou  ou  de  12  deniers. 
Mais' 6  deniers  étant  la  moitié  d'un  sou  ou  le  quart  de  3  sons,  le  pro- 
duit de  6  deniers  par  318  sera  le  quart  de  31  livres  10  sous,  ou  7  livres 
17  sous.  De  même ,  le  produit  de  3  deniers  par  318  ,  sera  la  moitié  de  7 
livres  17  sous,  3  livres  18  sous  6  deniers.  Écrivez  donc  ees  deux  produits 
an-dessous  des  précédents.  Faites  ensuite  la  somme  de  tons  les  produits 
partiels  que  vous  avez  successivement  obtenus.  Cette  so^ime  qui  est  égale 
an  nombre  18089^  Id»- 9*-,  est  nécessairement  le  produit  demandé. 
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U  ne  reste  plos  qu'à  examiner  le  cas  où  le  multipticatenr  serait  ini- 
iiiéme  im  nombre  complexe. 

lUgU  à  miifre.  Après  at«ir  multiplié  le  m'iiltiplieande  par  les  unités 
^tiéres  da  qialtiftficatfiir,  en  vous  conformant  an  procédé  ci-dessos,  dé- 
composez les  différentes  subdivisions  du  mnltipiicatenr  en  parties  aliqao- 
tes  de  Tonité  sabdivisionnaire  immédiatement  supérieure  ;  ensuite ,  com- 
parant, de  proche  en  proche ,  ces  parties  aliquotés  les  unes  aux  autres  • 
formes  les  produits  partiels  qui  leur  sont  relatifs.  Puis  additionnez  le 
tout. 

Exemple,  Soit  proposé  de  calculer  le  prix  de  25*'  9Pt-  9t»'  i^- ,  à  raison 

4e  35^  16^  8^- la  toise. 

,8  ♦  *   *  . 

Dispoiition  du  calcul. 

*  72 

Produit  de  10* 12  lOi- 

5»   .  .  .  .  ,  6         5 

1» 1         5 

6<l. 0  12       8 

2^ 0         *       2 

1  1  86i 

-4. 0         0       8       -     = 

3  3  2502 

1  432 

Produit  par    3Pi. 18        8      i       -    =217:^ 

*^  6  2502 

7  2018 

21*- 12         5       6        -     =r77- 

9  2592 

25         1800 

6P«. 3         1       4       —  =- 

36         2592 

25  900 

*•• i    "   »   rt  =i5M 

6». «        i      4       i^ 

^2 

601  601 

1». 0        0    10  =  — i- 

2592        2592 

.  1429 

12 
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Calcnlez  d'abord  le  prodait  de  309  lô*-  S^i-^  par  25,  comme  dans  rexçm- 


pie  préeédeiit.  fiMoite ,  pcMr  obtenir  le  prodiût  de  ce  nombre  per  i  pieds, 
décomposes  S  pîeds  en  8P^  -f-  i»i- .  Or,  S  pieds  et  2  pieds  sont  la  moitié  et 
le  tiers  de  la  toise,  qui  Tant  6  pieds.  Ainsi  «  prenes  pour  3  pieds  et  pour  2 
pieds  la  moitié  et  le  tiers  ^n  maltiplicande.  Écrites  cette  moitié  et  ce 
tiers  aa-dessons  des  produits  partiels  que  vous  avez  déjà  obtenus.  Dé- 
composez ensuite  9  polices  en  parties  aliqnotes  du  pied,  qui  vaut  12  pon- 
ces» c est-à-dire,  en  6P**  +  3Po-.  o  poscet  sont  la  moitié  d*mn  pied  <m  le 
quart  de  2  pieds  ;  prenez  donc  le  qnart  du  produit  obtenu  pour  2  pieds. 
3  pieds  sont  la  moitié  de  0  ponces ,  et  doivent  donner  un  produit  égal  à 
la  moitié  de  celui  de  0  ponces.  Passez  à  1  ligne.  C'est  la  douzième  partie 
d'un  ponce  on  la  trente-sixième  partie  de  3  pouces.  La  trente-sixième  par- 
tie d'un  nombre  n'étant  p^  asMft  facile  à  prendre ,  calculez  un  prodait 
fictif  intermédiaire ,  que  les  arithméticiens  nomment  produit  auxiliaire. 
Agissez  comme  si  vous  aviez  6  lignes  au  lien  d'une.  0  lignes  étant  la  si- 
xième partie  de  3  pouces ,  donnent  évidemment  un  produit  égal  à  la  si- 
xième partie  de  celui  que  3  pouces  6nt  procuré.  Vous  prendrez  ensuite  la 
sixième  partie  de  ce  produit  :  ce  sera  le  produit  d'une  ligne  ou  de  la 
trente-sixième  partie  de  8  ponces.  Vont  aàres  soin,  avant  de  procéder  à 
l'addition  des  produits  partiels,  de  barrer  le  produit  auxiliaire^  qui  ne 
doit  pas  faire  partie  du  résultat. 

Vous  trouverez  ain.si  que  le  prix  des  25^-  5Pi-  OPo-  fi- ,  s'élève  à  la  somme 

1429 

de  956»  4*   2<i . 

2592 

Autre  procédé.  Réduisez  les  deux  nombres  complexes  proposés,  en 
nombres  fractionnaires  on  en  fractions  de  l'unité  de  la  plus  forte  espèce. 

S'il  à'agit  des  deux  nombres  complexes  de  l'exemple  ci-dessus ,   voas 

trouverez  pour  36#  !•••  8^  -  le  nombre  fractionnaire  --— r- ,   et  pour 
^  3  720 

22429 
25T.  5P1-990-  !»• .  L'autre  nombre  fractionnaire    ■■■  .  . 

864 


La  question  proposée  eût  donc  pu  recevoir  l'énenciation  snifante  :  Une 
nse  d'ouvrage  a  coi 
du  même  ouvrage  ? 


toise  d  ouvrage  a  coûte  ---,^-  de  livre  :  quel  est  le  pnx  de  de  toise 
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Une  fois  que  les  deux  facteurs  ont  été  mis  ainsi  sons  la  forme  fraction- 
naire, il  ne  reste  plus  qu'à  les  multiplier  Fun  par  l'antre ,  en  se  confor- 
mant anx  régies  bien  connues  de  la  mnltipUciitian  des  fractions. 

33429  26531 

Le  prix  des    ^^,   4ctoise  on  de35T-  5P»-  Opo- 1»-,  à  raison  de de  li- 

86i  720 

^  i  ,  ,     .    .   S6521       22429      594839509 

vre,oade36*'l(y»-8*-    sera  donc  égal  a X 3= 

3  ^  720  864  622080    * 

En  divisant  le  numérateur  de  ce  résultat  fraoUennaire  par  son  dénomi- 
nateur ,  suivant  le  procédé  qui  va  être  prescrit  ci-dessous ,  on  trouvera 

qu*il  est  ecal  a  956'r4«-  2<'-  -— -. 
'  ^  2592 

Ce  dernier  procédé  de  multiplication  est  peut-être  un  peu  plus  long 
que  l'antre  ;  mais  il  exige  une  attention  moins  soutenue. 

75.  Division.  La  division  des  nombres  complexes  présente  deux  cas  prin- 
cipaux :  Le  premier  est  celui  où  le  dividende  «t  le  diviseur  sont  de  nature 
différente;  le  second  est  celui  où  les  deux  termes  de  la  division  sont  de 
même  espèce. 

Le  premier  cas  se  subdivise  en  deux  cas  particuliers*  selon  que  le  divi- 
seur est  un  nombre  incomplexe  ou  un  nombre  complexe. 

Nous  allons  examioer,  Tun  après  l'autre,  ces  trois  cas  différents. 

Premimr  eus,.  Division  d'un  nombre  complexe  par  on  itombre  in'ooai- 
plexe  de  natuie  différente  (ou  par  un  nombre  abstrail). 

Exemple,  38  toises  d'ouvrage  ont  été  payéeis  557^  16  "-  2  <i-  :  ont  de- 
mande quel  est  le  prix  de  la  toise? 

Le  dividende  devant,  dans  toute  division,  être  co^idjéré  comme  le 
produit  du  diviseur  pa,r  le  quotient,  l'un  de  ceux-ci  doit  nécessairement 
être  un  nombne  concret  de  même  ^espèce  que  le  divÂd^n^e  :  dope,  4aus 
l'exemple  dont  il  s'agit  ici,  le  quotient  doit  être  ^m  Nombre  de  Uvces, 
puisque  le  diviseur  exprimé  des  unités  différentes  de  la  livre.  La  question 
revient  conséquemment  à  trouver  un  nomb^  de  livres  qui,  répété  38  fois, 
nqproduiie  ^57^  iô»-  2<i-  Le  quotient  est  donc  la  38'  jfkartie  de  ce  nombre. 
On  obtiendra  évidemment  cette  38*  partie  en  divisant  successivement 
par  38  chacune  des  parties  de  557^  iO»-  2<i-. 
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Dispositions  du  calcul . 
557^  I6*.  ^'   I  38 


177  1  14^  13»  7^. 


500 

16 

516 

136 

%% 

ii 
»2 

264 

266 
0 


Le  quotient  de  557  livres  par  38,  est  14  livres,  et  le  reste  est  25  livres, 
qu'il  faut  encore  diviser  par  38.  Pour  y  parvenir,  convertissez  ces  25  li- 
vres en  sons,  en  multipliant  par  20,  ce  qui  fait  500  sous,  lesquels,  joints 
aux  16  sous  du  dividende,  donnent  516  sous.  Le  quotient  de  cette  seconde 
division  est  13  sous  et  le  reste  est  22  sous.  Ces  22  sous  doivent  eux-mê- 
mes être  divisés^r  38.  Or,  22  sous  valent  22  fois  12  deniers,  ou  264  de- 
niers qui ,  joints  aux  2  deniers  du  dividende,  donnent  266  deniers.  En 
sorte  que  le  quotient  cherché  est  14^  13«-  7<*-. 

En  résumant  ce  qui  vient  d'être  pratiqué,  on  peut  établir  la  règle  sui- 
vante pour  le  cas  dont  nous  nous  occupons. 

Divisez  successivement,  par  le  diviseur  donné ,  les  collections  des  di  • 
verses  espèces  d'unités,  en  commençant  par  celles  de  l'ordre  le  plus  élevé, 
et  en  ayant  soin  de  convertir  le  reste  de  chaque  division  partielle  en 
unités  de  l'ordre  inférieur,  pour  les  ajouter  à  celles  de  la  même  espèce 
qui  se  trouvent  dans  le  dividende. 

Deuxième  cas.  Division  d'un  nombre  complexe  par  un  autre  nombre 

complexe  d'espèce  différente^.  * 

13 
Exemple.  -418*  t8»-  6<>-  --  sont  le  prix  de  23^-5*1.  8P0'  :  on  demande  quel 

est  le  prix  de  la  toise  ? 

Le  quotient,  comme  dans  l'exemple  précédent,  doit  être  de  même  na- 
ture que  le  dividende  et  exprimer  des  livres  et  subdivisions  de  la  livre, 
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en  sorte  qae  ia  question  revient  à  trouver  un  nombre  qui,  multiplié  par 
)e  rapport  du  diviseur  à  la  toise,  reprodube  le  dividende. 

13 
Il  s  agit  donc  de  aviser  418^  18**  6<i-  --  par  ce  rapport  ;  ce  qui  nous  ra- 
mène au  cas  que  nous  avons  examiné.  Or,  23*'-  5P'-  8Po.  égalent  1724  pou- 
ces, et  1  toise  vaut  72  pouces   Done,  le  rapport  du  diviseur  à  la  toise  est 
1724  _^  862       431 
72  ""  "iT^Ti"  * 

13         431 
Ainsi,  il  faut  diviser  418^  18*-  &^  j-  par  --^,  ou  fiaultipli^r  en  vertu  de 

13          431 
ce  qui  a  été  dit  (p.  51  ) ,  418^  18«-  t^-  --  par . 

(418^  18»-  6d.  ^)  X  18        7540^  14«  1  d 

Le   quotient  est  donc  — ■ — -— sss  _^-_  =    nu- 

^  431  431 

9»  lld.. 

Troisième  cas.  Division  d'un  nombre  complexe  par  un  autre  nombre 
complexe  de  la  même  nature. 

Exempte.  Combien  ferait-on  faire  de  toises  d'ouvrage  pour  la  somme 

de  2285^  18*  0<l-  - ,  à  raison  de  79^  12*  6d-  la  toise  ? 

Le  rapport  de  ces  deux  nombres  est  évidemment  le  knéme  que  celui  du 
nombre  de  toises  cherché  à  lu  toise.  Or,  2285^  18*  0^-  -=r2104465 quarts 

de  denier,  et  79^  12^  6^-  =r  76440  quarts  de  denier.  Le  rapport  demandé 

2194465      438893 

est  donc   ■  >  = . 

76440  15288 

En  effectuant  la  division  de  438893  par  15288,  on  obtiendra  pour  quo- 
tient 2  8T  4Pi  3Po. 

Observation  essentielle.  On  s'épargnerait  l'embarras  de  toutes  les  dis- 
tinctions que  l'on  vient  d'établir,  en  disant  simplement ,  et  une  fois  pour 
toutes,  qu'il  faut  réduire  chaque  terme  de  la  division  à  un  nombre  in- 
complexe ,  dont  on  ferait  le  numérateur  d'un  nombre  fractionnaire  ou 
d'une  fraction ,  ayant  pour  dénominateur  le  nombre  de  fois  que  la  plus 
petite  espèce  de  chacun  d'eux  serait  contenue  dans  l'unité  principale  ;  que 
le  calcul  se  trouve  ainsi  ramené  à  diviser ,  co]i^ormément  aux  règles  con- 
nues, soit  deux  nombres  fractionnaires  Fun  par  l'autre,  soit  un  nombre 
fractionnaire  par  une  fraction  ou  réciproquement  ;  que  Ton  obtient  un 
résultat  fractionnaire ,  dont  on  extrait  les  unités  entières  et  les  subdivi- 
sions de  ces  unités  que  le  quotient  doit  exprimer,  suivant  la  nature  de  la 
question. 

Nous  ferons  deux  applications  qui  mettront  à  même  de  faire  toutes 
celles  qui  peuvent  se  présenter  dans  l'usage. 
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Premier  exemple»  OHv-  li<»-  O^-  igff.  d'ane  certaine  marchandise,  ont  été 

payées  80^  «••  6<*-  -•  :  on  demande  le  prix  de  la  livre  ? 

50 
Convertissez  le  dividende  80*  8»-  6*-  -—  en  06*"««  de  deniers.  Vons  tron- 

Wo 

verez  004130  ^oatre-vingt  seizièmes  de  denier.  Donnez  pour  dénomina^ 

tenr  à  00il80«  le  nombre  de  fois  que  la  livre  contient  le  rr^  de  deoiv, 

00* 

c est* à-dire,   23040.    Vons  obtiendrez  ainsi  an  nombre  fractionnaire 

««4180  ,    ...  ,.  .    ,        .      ^         ^50 

'^^,^  de  livre,  qui  est  équivalent  a  30*  «••  6«-- . 
23040  »  1  1  g^ 

Convertissez  également  OUv*  fa»*  0^  4Si-  engrainS.  Vous  trouverez  62040 

grains.  Donnez  pour  dénominateur  à  02640  le  nombre  de  fois  qae  la  livre 

contient  le  grain ,  c'est-à-dire,  0216.  Vous  anrez  ainsi  le  nombre  firaction- 

62640 
naire  — —•  de  livre  poids,  qui  est  équivalent  à  6>*M2«'  6G-48i'.  Il  ne 

reste  plus  qu'à  diviser ,  l'on  pat  l'antre ,  les  denx  ndmbres  f^Mîtionnaires 

604130   62640 ^  ,  .  ,.  . 

-rr;r-     et  „.."  •  divisM»  cpii  S  effectue,  comme  on  sait,  en  multipliant 

83040         9216 

le  premier  de  ces  dem  nombres  par  l'autre  renversé. 

Diâposition  de  la  fin  du  calcul. 
604130       0216       604130X0216  _  6307185024  ^ 
2304    ^  62640™  2304X02640  ""  14U331520  ** 

Second  exemple.  Combien ,  pour  ta  somme  de  12T*  18**  6^*,  ferait-on 
exécuter  de  toises ,  pieds,  ponces  et  lignes  d'ouvrage ,  à  raison  de  12/^ 
18^  04*  la  toise? 

dbnvertis  înii  et  l'Autre ,  comtne  dans  l'exemple  préirédent ,  le  divi- 

552673  8102 

dtnde  équivaut  à     ■  j^.    de  livre»  et  le  diviseur  à  ^— -  de  livre. 

tl  ne  s'agit  donc  plus  que  de  multiplier  le  premier  de  ces  nombreis  frac- 
tibnnùres  par  l'autre  renversé. 

BiêpQ$Uion  deléfin  du  calcul. 

552678       240       552678X^0      552673X1      M3673 

"lîîT^^îïôS*  4éioxiio2  "  i8X3io2  =  mSo"^  *'  ^  *' 

EXERCICES  ET  PROBLÈMES  DIVERS. 
Écrire ,  dont  un  autre  sytfelàe^  un  nùmifre  écrit  dans  ië  syititkk  décimal, 

70^  PtOcédë  k  àttitte.  Diviset  le  liûmbrépirojpotfépflirlâ  base dt  système 
dans  lequel  vous  voulez  le  traduire.  Le  reste  de  cette  division  sera  le 
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premier  chiffra  de  la  droite  dm  nomlMre  cherobé.  Diviies  eosvite  le  qao- 
dent  de  cette  première  division  par  la  base  du  système  ;  le  re^  de  cette 
seconde  division  sera  le  second  chiffre  de  la  droite  da  nombre  cherché. 
Continaez  de  la  même  manière' à  diviser  toujours  le  quotient  de  la  di- 
vision précédente  par  la  base  du  système»  jusqu'à  ce  que  vous  «rrivies  à 
un  quotient  moindre  que  cette  base.  Ce  dernier  quotient  sera  le  premier 
chiffre  de  la  gauche  du  nombre  cherché. 

Soit  le  nombre  0483,  écri^dkns  le  système  décimal.  Pour  l'écrire  dans 
le  système  nonaire ,  je.  fais  les  opérations  indiquées  ci-dessus ,  et  telles 
qu'on  les  voit  ci-après  : 


6iS3 

19 

03 


0_ 

oo|do 


81? 


Les  rémltats  di>teii4s  montrent  que  le  nombre  décimal  0483  prend  , 
quand  on  l'écrit  dans  le  système  nouaire,  la  forme  suivante  8803. 

En  «ifet  y  puisque  choque  imité  du  secoAd  ordre  en  vaut  %  du  premier , 
il  est  évideot  qu'en  diviiant  par  0  le  nombre  dédmal  proposé ,  lé  quo- 
tient rq>fféseBtere  la  quantité  d'uttitéft  du  second  ordre  que  doit  renfer- 
mer l'etpréssion  Mnaitê  du  ndmbre  ptopofté ,  et  que  le  reste  en  marquera 
ks  muitét  siniples.  De  même,  en  divisant  par  0  le  quotient  obtenu,  le 
■euVean  quotient  sera  le  nombre  àéê  unités  nonuires  du  troisième  ordre, 
et  le  reste  le  nombre  de  celles  du  seéond  ordre  que  renferme  le  nombre 
dédmàl  donné.  En  continiltttit  ainsi  de  diviser  par  9,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  quotient  moindre  que  9.  on  obtiendra  nécessairement  tous 
les  cyffipfs  4ui  doivent  eewiposey  l'expression  nonaire  cherchée,  dont  le 
premier  chiffre  est  le  dernier  des  quotients  trouvés  ,  et  dont  les  autres 
chiffires  sont  les  restes  des  difiërenles  divisioiis,  pris  en  rétrogradant. 

Soit  encore  le  nombre  80347,  écrit  dans  le  système. décimal ,  à  traduire 
dans  le  système  duodécimal. 

Le  système  duodécimal  exigeant  13  caractères,  y  compris  le  zéro>  on 
ajoute,  a  ceux  dont  on  se  sert  dans  le  système  décimal,  deux  nouveaux 
caractères,  par  exemple ,  a  pour  représenter  10,  et  b  pour  représenter  11. 

Dispotitiofi  du  calcul. 


5  10=a| 
L'expression  duodécimale  du  nombre  proposé  eit  donc  3a5^7. 
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Un  m0mhre  itamt  écrit  dmms  un  système  d^fhtmi  du  sytfime  dèdmal,  l 
crin  dans  h  système  décimal. 

Ecrives  la  base  dix  dans  le  système  da  nombre  à  traduire ,  et  faites 
ensnite  les  divisions  prescritet. 

Soit  proposé  d'écrire ,  dans  le  système  décimal ,  le  nombre  3a567,  qui 
est  écrit  dans  le  système  duodécimal. 

Disposition  du  calcula 

2aWt\a 
65     UtOQU 

7         4      3    o|? 

a ,  dans  le  système  doodêdmal ,  représente  la  base  10 ,  dans  laquelle 
en  vent  écrire  le  nombre  proposé  3a5i7.  On  a  donc  divisé  ce  nombre  par 
a,  d*aprés  la  règle  indiquée.  Ainsi ,  séparant  les  deux  premiers  dùffipes  à 
gauche ,  pour  en  former  un  premier  dividende  partiel  Sa ,  on  a  divisé  ce 
premier  dividende  partiel  par  a ,  en  disant:  En  quarante  six^le  ehifiîeS 
valant  trois  douzaines  et  a  valant  10) ,  combien  de  fois  a  ou  dtz  ?  i  fois. 
On  a  donc  écrit  4  au  quotient  ;  puis  on  a  dit  :  4  fins  10  font  40  ;  40  de 
46,  reste  0  ;  et  on  a  abaissé  5,  ce  qui  a  donné  pour  deuxième  dividende 
partiel  le  nombre  65,  sur  lequel  on  s'est  comporté  comme  sur  le  premier, 
ainsi  de  suite.  On  a  trouvé  de  cette  manière ,  que  l'expression  Aj^T^q^ 
du  nombre  duodécimal  proposé  est  80347. 

Le  raisonnement  étant  le  même  que  oélni  q^'on  a  déjà  fiût ,  il  est  inue 
tile^de  le  répéter. 

Un  nombre  étant  écrit  dane  un  système  diffèrent  du  système  décimal ^  écrire 
ee  nombre  dans  un  autre  système  différent  aussi  du  système  décimal. 

Procédé  à  suivre.  Divisez  le  nombre  proposé  par  la  base  du  système 
dans  lequel  vous  voulez  le  traduire ,  écrite  dans  la  base  du  système  à 
traduire.  Le  reste  de  cette  division  sera  le  premier  chiffre  de  la  droite 
du  nombre  cherché.  Divisez  ensnite  le  quotient  par  la  même  base  ;  Te 
reste  de  cette  seconde  division  sera  le  deuxième  chiffre  de  la  droite  du 
nombre  cherché.  Continuez  à  diviser  toujours  le  quotient  de  la  division 
précédente  par  cette  même  base-,  jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à  un 
quotient  moindre  que  cette  base.  Ce  quotient  sera  le  premier  chiffre  de 
la  gauche  du  nombre  cherché. 

Exemple»  Soit  proposé  de  traduîïe  dans  le  système  nonaire  le  nombre 
15S43,  qui  est  écrit  -dans  le  système  septénaire.  Je  divise  ce  nombre  par 
12,  qui  est  le  nombre  neuf  écrit  dans  le  système  septénaire. 
Voici  la  suite  des  (^rations  : 
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15943  12 

32       1242.112: 

33 

t03 

12 

6         3 

10=:7 

5 

Le  quotient  5  et  les  restes  successifs  10  =  7,  3  et  6,  montrent  que  le 
nombre  proposé  15243,  écrit  dans  le  système  septénaire  ,  s'ofire  ,  en  pas- 
sant dans  le  système  nonaire ,  sous  la  forme  5736. 

Les  observations  et  les  raisonnements  étant  absolument  les  mêmes  que 
ceux  qu'on  a  déjà  faits,  il  serait  superflu  de  les  reproduire. 

On  fera  seulement  remarquer  que  les  deux  chiffires  successifs  1  et  0, 
qui  expriment  le  reste  de  la  seconde  division  ,  équivalent ,  par  leur  réu- 
nion ,  au  seul  chiffre  7,£n  passant  dans  le  système  nonaire. 

77.  Problème,  Deux  fontaines  alimentent  un  bassin.  La  première  le 
ren^t  en  11  h^iues ,  et  ia  seconde  en  15  heures  :  on  demande  quelle 
serait  la  partie  du  bassin,  remplie ,  si  les  deux  fontaines  coulaient  en- 
semble pendant  5  heures  ^T 

Solution.  Cherchons  d'Sibord,  la  partie  du  bassin  remplie  par  chaque 
fontaine  pendant  une  heure. 

La  première  remplit  —  du  bassin  dans  uae  heure  ;  la  seconde  en  rem- 
plit —  dans  le  même  temps. 

Or,  —  plus  —  oa  —  plus  — •=  — ^  ;  donc,  les  deux  fontaines  coulant 
11  *^       15       165*^       165      165 

ensemble,  pendant  «ne  heure,  remplissent  les  ^—  du  bassin.  Donc,  dans 

165 

5  heures  -ou —  dhenie,  elles  en  rempliront  les  —  des  —  on  les--- — ^• 
2        2  ^  2  165  165X« 

ou  les  ^. 

Problème.  Deux  fontaines  alimentent  un  bassin.  La  première  le  rem- 

5  4 

plit  en  •>  d'heure,  et  la  seconde  en  -  d'heure.  On  demande  en  combien 
7  9 

de*  temps  le  rempliront  les  deux  fontaines  coulant  ensemble? 

Solution.  Cherchons  la  partie  du  bassin  remplie  par  les  deux  fontaines 

coolant  ensemble  pendant  une  heure.  Nous  en  déduirons  facilement  le 

temps  qu'elles  doivent  employer  à  le  remplir  entièrement. 

•5 
La  première  fontaine  remplit  tout  le  bassin  dans  -d'heure;  donc,  dans 

7 
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1     ,  .    1  .  7 

;-  d'heure«  elle  en  renplit  ~  ;  donc,  dans  une  heure,  elle  remplit  les  -  dn 
7  5  5 

bassin.  On  trouve  de  la  même  manière  que  la  seconde  remplit  dans  une 

g 
heure  les  •-  dn  bassin.  Donc,  les  deux  fontaines  coulant  ensemble  pen- 

Y  0  28  45 

dant  une  heure,  remplissent  les  -  plus  les  -  ou  les  —  plus  les  —  ou  les 

5*"  i  «0  "^  SO 

73 

--:  du  bassin. 
«0  i. 

73 
Les  —  du  bassin  étant  teimpHs  en  une  heure, 

—  du  bassin  sera  rempli  en  —  d!hettre. 
%(à  *^  73 

SO 
Donc  le  bassin  tout  entier  sera  rempli  en  -^  d'heure. 

73 

Ainsi ,  les  deux  fontmei  coulant  ensemble,  rempliront  le  bassin  en 

10  minutes  SO  secondes  — . 
73 

78.  Courriers. -^  Problème.  Deux  courriers  marchentdans  le  même  sens. 
Le  premier  qui*  a  une  avance  sur  l'autre  de  148  myriamétres ,  fait  0 
myriamètres  en  7  heures.  Le  second  fait  7  myriamétres  en  5  heures.  On 
demande  dans  combien  d'heures  le  second  atteindra  le  prenûer. 

Solution.  Il  résulte  de  Ténoncé'de  la  question^  que  le  prenitèr  courrier 

0  7 

fait  -  de  myriamètre  par  heure  «  et  que  le  second  fait  -  de  myriamètre 
7  5 

dans  le  même  temps.  En  calculant  la  di£férence  de  ces  deux  réstdtats,  j'au- 
rai nécessairement  la  distance  dont  le  second  courrier  se  rapproche  du 
premier  dans  une  heure*  U  me  sera  fiieile  alors  d<  talenler  le  nombre 
d'heures  nécessaire  pour  qu'il  s'en  rapproche  de  148  myriamètres. 
Le  second  courrier  dans  mw  hMure  se  rappuoclie  du  Second  de 

7      9        _    40      45        ,     4    .  .      . 

ou  de ou  de  —  de  myriamètre. 

5   7      35   35      35     -^ 

S'il  s'en  rapproche  de  ^  de  myr.  en  une  heure , 

35 

\\  s'en  rapprochera  de  —  de  myr.  en  ^  d'heure  ; 
35  4 

de  1  myr.  en  ^-  d  henre; 

35X148 
de  148  myr.  en —  =r  14^5  heures. 

Le  second  courrier  atteindra  le  premier  en  1205  heures  de  marche. 
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9 
Vérification.  Le  premier  courrier  fait  -  de  myriamé(ïè  en  une  heure;  U 

£iit  donc  en  1905  heures bu  1665  myriamêtres.  i 

Le  second  courrier  fait  -  de  myriamètre  en  une  heure  ;  il  fait  donc  en 

7X1105 

1S05  heures ou  1813  myriamètre. 

5 

En  retranchant  1665  mytiam.  "de  1816  rayriara.,  on  obtient  pour  reste 
148  tàfdaît,,  distance  qui  séparait  les  deux  courriers  au  moment  de  leur 
départ. 

Problème.  Deux  courriers  vont  dans  le  même  sens  :  le  premier  a  une 
avance  de  108  myrian**  lait  3  myriam.  en  4  heures ,  et  part  24  heures 
ayant  le  second^  qui  parcourt  7  mjriam.  en  8  heures.  On  demande  en 
combien  de  temps  le  teCôhd  cdtirrier  atteindra  le  premier  ? 

Solution.  Il  résulte  de  cet  énoncé ,  que  pendant  une  heure,  le  premier 

courrier  fait  -  de  myriam.,  et  que  le  second  fait,  dans  le  même  temps, 

^.  .      . 

•-  de  myriamètre. 

Le  prenaier  courrier,  qui  part  Si  heures  avant  le  second,  parcourt,  pen- 

dant  ce  tempt,  Si  fois  «  de  myriam.  ou  18  myriamêtres. 

Ainsi ,  lorsque  le  second  courriel  M  met  en  marche .  le  premier  cour- 
rier a  réellement  une  avance  sur  lui  de  108+18  ou  126  myriamêtres.  Le 
second  courrier  n'atteindra  doiic  le  second  que  lorsqu'il  s'en  sera  rappro- 
ché de  126  myriamêtres. 

Or,  les  courrier»  se  rapprochent  : 

.73      28      24761.  .^ 

de  -  — -  ou  —  —  ^  ■**  —  ô  '^'•ô  *^*  mynam.  dans  une  heure. 
8       4       3a       Sa       8       8       8 

de  1  myriam.  en  8  heures. 

de  126  myriam.  en  8l>X126=:1008k. 

3 
Vérification,  Le  premier  courrier  fût-  de  myriamètre  par  heure,  il  fait 

0|||VX|AAO 

donc,  en  1008  heutes, «756  myriam. 

7 
Le  second  tburrier  fait -de  myriamètre^par  heure,  il  fait  donc,  en  1008 

-  7X1608       ^^^     ^ 

heures,  -^^ a  888  mVinam. 

8 

Retranchant  756  myriam.  de  882  myriam.,  il  reste  126  myriam.,  c'est- 
à-dire,  la  totalfté  de  Tayance  que  le  premier  courrier  avait  sur  le  second. 
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70.  Problème.  Une  montre  marque  midi  :  on  demande  combien  de  fois 
raigaille  des  minutes  rencontrera  celle  dès  heures  depuis  midi  jusqu'à 
minuit,  et  à  quelle  heure  se  fera  cette  rencontre? 

Il  est  d'abord  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  rencontre  entre  midi  et 
une  heure. 

La  première  rencontre  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  Taiguille  des 
minutes  aura  parcouru  60  divisions  de  plus  que  celle  des  heures,  on,  en 
d'autres  termes,  lorsque  la  différence  sera  égale  à  60  divisions.  Or,  dans 
l'espace  d'une  heure,  raignille  des  miMitet  parcourt  les  60  divisions  du 
cadran ,  tandis  que  celle  des  heures  ne  parcourt  que  5  de  ces  divisions. 
La  différence  des  espaces  que  les  deux  aiguilles  parcourent  (laquelle  est 
dans  le  même  rapport  que  leur  vitesse)  est  donc 

de  55  divisions  dans  Tespace  d'une  heure  ; 

d'une  seule  division  en  rr  d'heure; 
35 

00 
et  de  60  divisions  en  7-  d'heure. 
55 

60    .      .        12 
Simplifiant  l'expression  fractionnaire  —,  il  vient  -—. 

Divisant  maintenant  par  11  le  nombre  12,  considéré  comme  marquant 

5 
des  heures,  on  obtient  pour  quotient  1  heure  5  minutes  r-r.  Ainsi,  la pre* 

,.  ,  .  5 

miere  rencontre  auraiieu  a  1  heure  5  minutes  —. 

Les  aiguilles  marchant  toujours  avec  la  même  vitesse,  le  temps  qui  s'e* 
coulera  depuis  chaq9e  séparation  jusqu'à  la  rencontre  suivante,  sera  con- 

stamment  égal  a  — . 

Voici  le  tableau  que  présentent  les  diverses  rencontres  : 

5' 
Première  rencontre 1  h.     5  m.--. 

10 
Deuxième  rencontre.    ...      2  h.  10  m.  •-- 


Troisième  rencontre.    ...      3  h.  16  m. 
Quatrième  rencontre.   ...       4  h.  21  m. 


11 

4 

Tï' 

0 

Cinquième  rencontre.  ...       5  h.  27  m.  r-^ 
Sixième  rencontre 6  h.  32  m.  r~. 
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Septième  rencontre 7  h.  38  m.  — . 

i 

7 

Haitième  rencontre 8  h.  43  m.  r~. 

•  tl 

Neuvième  rencontre,    ...      9  h.  40  m.  — . 

^.  ..  .0 

Dixième  rencontre.  .  .  .  '.     10  h.  54  m.  -— . 

Onzièmeetdern.refltontre.     12  h.  on  minuit. 

Si  l'on  demande  dans  combien  de  temps  les  aiguilles  se  rencontreront 
quand  il  est  11  heures  moins  15  minutes,  on  verra  que  cette  rencontre 

doit  s  effectuer  entre  10  et  11  h  ;  dr«  cette  dernière  a  lieu  à  10  h.  54  m.  — , 

0 
en  retranchant  10  h  45  m.  on  trouve  9  m.--;  ainsi  la  rencontre  se  fera 

6 
dans  9  m.  et  —  . 

Règle  de  fausse  position  ou  de  fausse  supposition. 

80.  Cette  règle  a  pour  but  de  découvrir  un  nombre  inconntf ,  au  moyen 
de  certaines  données ,  qui  se  réduisent,  le  plus  souvent,  à  des  rapports 
par  quotient  ou  à  des  rapports  par  différence. 

Pour  y  parvenir,  on  suppose  un  nombre  que  l'on  sbumet  aux  condi- 
tions de  la  question,  c'est-à-dire  sur  lequel  on  effectue  toutes  les  opéra- 
tions que  Ton  ferait  sur -le  résultat  pour  s'assurer  de  son  exactitude. 

lia 

Exemple.  Trouver  un  nombre  dont  la  -i  le  -  et  les  -  fassent  148. 

S         3  5 

Pour  rendre  les  calculs  plus  faciles,  prenons  un  multiple  de  2,  3  et  5, 

par  exemple  30. 

La  moitié  de 30  ses  15 

Le  tiers  de 30  »  10 

Les  deux  cinquièmes  de.  .  30eB:12 

RésulUt.  ...     37 

Ce  n*est  pas  30  qui  est  le  nombre  cherché ,  puisque  la  moitié  de  30, 
son  tiers  et  ses  deux  cinquièmes,  réunis,  ne  donnent  que  37. 

Mais  on  conçoit  d'abord  que  37  s'est  composé  des  parties  de  30  comme 
148  se  composera  des  parties  analogues  du  nombre  inconnu,  et  qu'il  y 
a  lieu  conséquemment  d'établir  la  proportion  suivante  : 

37  :     30  :  :  148  :  X 

148X30 

ou  37:148:;    30:x  = =  120. 

37 
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f^èrificatioH.         La  moitié  de 190=»   60 

Le  tiers  de ISOss  io 

Les  deux  cinquièmes  de  liOss  i8 

Total  égal U8 

On  pourrait  multiplier  les  applicatioils  à  l'ikifini. 

Lorsqu'il  suffit  d'une  seule  supposition  pour  découvrir  le  nombre 
cherché,  l'opération  est  dite  rèf^e  de  fanise  position  simple. 

Outré  la  rè^le  de  fausse  position  simple,  il  y  en  a  une  autre  que  l'oa 
nomme  réglé  de  double  fausse  position.  On  y  a  recours,  lorsque,  dans 
réncmeé  de  la  ^estîoo,  il  entre  des  quantités  qui  se  combiaent  ayec  les 
antres  par  additîoii  ou  par  soustraction. 

Voicii  en  peu  de  mots,  le  procédé  à  snirre  : 

On  suppose  successivement  deux  nombres  que  Ton  soumet  aux  con- 
ditions de  la  question.  On  compare,  par  le  moyeA  de  la  soustraction,  le 
résultat  qu'on  obtient,  à  cekii  que  l'on  eût  dû  obtenir. 

Les  différences  trouvées  reçoivent  le  nom  d'erreurs. 

Gela  fait,  on  multiplie  le  premier  nombre  supposé  par  la  seconde  er- 
reur, et  le  second  nombre  supposé  par  la  première  erreur. 

Ensuite,  si  les  signes  des  erreurs  sont  les  mêmes,  on  divise  la  di£fé- 
rence  d«  ces  deux  pro4lM>U  9»r  la  diâérenoe  dea  deux  erveuffs.  Si,  aa 
contraire,  les  signes  des  »uewn  sont  dîÂénenta,  o»  dirôe  lu  MiPwe  de 
ces  mêmes  produits  par  la  aomtfe  des  erreur^.  Daiw  l'un  et  |'««|iif  €«s> 
le  quotient  q»'on  olMent  est  le  vésaltat  .cherché, 

Exemple,  Quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  de  Sfa  «ttoil«é«  de  son 
quart,  de  ses  deox  tiers  ^t  de  5  unités,  est  égal  à  150? 

Je  supposerai  successivemont  li  et  Si. 

Voici  le  tableau  de  fous  les  calculs  a  faire  : 

Première  supposition.  Deuxième  supposition.. 
12  Si 

6  12 

3  0 

8  10 

5  5 

150  — Si»  110.  .  .  1««  erreur.         150— OSssW. .  .  terreur. 

$7  110 

li  Si 

17i  iOi 

87  SSS 

lOii.  .  1«' produit.  S78i.  .  S«  produit. 
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i78i  116 

lOU  87 


1740.  .  dififérence  des  produits.  20.  .  différence  des  erreurs. 

iriO  I  20 

I  dO«  &aiBhre  qmi  satisfait  a  l'énoncé. 

Obiêf^ation,  Dattt  i'^zempte  ci-dessus,  on  serait,  arrivé  plus  aisément 
tm  résultat,  en  faisant  usage  de  la  règle  de  fausse  position  simple,  car 
ajantôté  5  de  tM),  la  question  se  rédnit  à  trouf  er  un  nombre  qui,  aug- 
BMoté  de  sa  mc^tié,  de  son  quart  et  de  ses  deux  tiers,  égalerait  145. 

81.  Ckmmgê  tUà  moHHoits,  Les  opérations  rdatires  au  change  des  mon- 
naies qui  étaient  ri  épineuses  autrefois  {c'est-à-dire  sous  Tempire  des  an- 
cBCBf  poiéis  et  des  anciens  titres),  ne  présentent  maintenant  aucune  dif- 
cpUé  véeUe ,  au  nKiins  qu«id  Iftciiaiige  se  fait  au  pair,  comme  cela  a  lieu 
ordinairement  (1). 

.  En  effet,  il  existe  des  tables  légales  divisées  en  colonnes,  où  les  titres 
et  poids  légaux  de  tontes  les  pièces  de  monnaies  de  tous  les  peuples  ci« 
vijîaéft,  sont  établis  en  décimales  (INuiité  du  poids  étant  le  gramme). 

Or,  il  sttfit ,  pour  obtenir  k  videur  intrinsèque  d'une  pièce  de  monnaie 
quiconque ,  nationale  «u  étHngère,  1*  de  multiplier  son  poids  en  gram- 
mes par  son  titre  ;  i**  de  multiplier  ensuite  le  produit  obtenu  pac  8,44444, 
ou  par  0,89898,  suivant  qu'il  s'agit  d'une  pièce  d'oi  ou  d'argent;  3<*  de 
séparer  sur  la  droite  de  ce  second  produit,  le  nombre  de  cbiffires  déci- 
maux voulu. 

Exemple.  Quelle  est  la  valeur  en  francs ,  décimes  et  centimes ,  d'une 
pièce  d'or  étrangère  an  titre  de  0,007,  et  qui  pèse  101^548? 

10,»48 
007 

130680 
175088 


17780080 

4444S 

53100018 

7009018 

708800 

700^0 

7009 

01f,000949 


(1)  On  fera  bien  de  consulter  rAnnuaire  du  Bureau  des  longitudes;  il  renferme 
des  documents  précieux.  Nous  en  avons  extrait  quelques  pages  qu'on  trouvera 
dans  les  notes  de  cet  ouvrage. 
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La  valeur  d'une  pièce  de  monnaie  étant  une  fois  connue  «  on  connaît 
par  une  simple  multiplication  la  valeur  d*an  nombre  quelconque  de  ces 
pièces. 

Densités. 

8a.  Là  ^densité  d'«n  corps  «st  le  rapport  de  sa  masse  à  son  volume. 
L'eav  étant,  de  tons  les  corps,  celui  qu'il  est  le  plus  aisé  d'amener  à 
l'état  de  pureté  et  d'homogénéité,  a  été  prise  pour  terme  de  comparaison 
entre  les  densités  de  tous  les  corps  pondérables.  U  a  «té  dressé  des  ta> 
blés,  sons  le  titre  de  pesanteurs  spécifiques,  à  l'aide  desquelles  il  devient 
facile,  connaisssMat  Je  volume  d'un  cprps,  de  trouver  le  poids  de  ce  corps; 
et,  réciproquement,  connaissant  son  poids,  de  déteani«er  son  volume. 

Il  suffit,  en  effet,  pour  connaître  le  poids  d'un  corps  dont  le-volmne 
est  donné,  de  multiplier  ce  volume  par  1«  pesanteur  spé^qfie  du  corps 
dont  il  s'agit. 

Le  corps  pèse  autant  de  grammes  qu'il  se  trouve  de  centimètres  cubes 
dans  le  produit  qu'on  obtient. 

JSxemple.  Supposons,  pour  un  instant,  que  l'or  pèse  10  fois. plus  que 
l'eau,  c'est^à-dice,  que  la  pesanteur  spécifique  de  l'or  soit  exprimée  par 
10  :  quel  sera,  dans  cette  hypothèse ,  le  poids  d'un  lingot  d'or  de  3548 
centimètres  cubes? 

Calcul. 

354^ 
19 


31932 
3548 


Réponse    67413    grammes. 

Réciproquement^  pour  connaître  le  volume  d'un  corps  dont  le  poids 
est  donné,  il^suffit  de  diviser  le  poids  de  ce  corps,  exprimé  en  grammes, 
par  la  pesanteur  spécifique  du  corps  dont  il  s*agit. 

Le  corps  contiendra  autant  de  centimètres  cubes  qu'il  se  trouve  d'unités 
dans  le  quotient  qu'on  obtient. 

Exemple.  Un  lingot  d'or  pèse  6741S  grammes  :  quel  est  le  volume  de 
ce  lingot  (en  supposant  toujours  que  la  pesanteur  spécifique  de  l'or  soit 
exactement  exprimée  par  19)? 

Calcul. 

67418  |_19 

104      I  3548  centimètres  cubes. 

.....    152      . 
0 
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83.  Thermomètres  comparés.  Le  thermomètre  centigrade  a  été  ainsi 
nommé ,  parce  que  la  glace  fondante  y  est  marquée  0,  et  Tean  bouillante 
100.  Dans  lé  thermomètre  de  Réaumur,  le  même  intervalle  n*est  divisé 
qu'en  80  degrés  de  température.  Dans  celui  de  Fahrenheit ,  dont  se  ser- 
vent les  Anglais  ,  les  Russes ,  et  quelques  autres  peuples ,  l'ébulUtion  de 
l'eau  est  marquée  212,  et  la  glace  fondante  32.  En  sorte  qu'il  y  a  180  di- 
visions de  la  glace  fondante  à  l  ebuUition. 

Gela  posé,  lé  rapport  des  divisions  de  ces  trois  thermomètres  est  celui 
des  nombres  80;  100  et  180,  ou  bien,  en  divisant  ces  nombres  par  le  fac- 
teur comme  20;  ce  rapport  est  marqué  par  les  nombres  4,  5  et  9,  qui  sont 
premiers  entre  eux. 

D'où  il  suit  :  10  que  les  degrés  Réaumur  sont  les  r  des  degrés  c«itigra« 

9 
des  et  les  -  des  degrés  Fahrenheit  ; 

i  .     ^ 

2»  Que  les  degrés  centigrades  sont  les  -  des  degrés  Réaumur  et  les  - 

des  degrés  Fahrenheit; 

i  .5 

a»  Que  les  degrés  Fahrenheit  sont  les  -  des  degrés  Réaumur  et  les  -  des 

degrés  centigrades. 
Il  devient  doqc  bien  facile  de  résoudre  les  problèmes  suivants  : 

Premier  problème.  A  quel  degré  de  température  centigrade  et  Fahren- 
heit correspond^ent  25  degrés  Réaumur  9 


Calcul, 

25  degrés  Réaumur.  25  degrés  Réaumur. 

5  9 


125  I  4  225 

05     31 -centigrades.  25 

1 


-; 


56  ^  +  32  =  gS  -  Fahrenheit. 


Deuxième  problème.  A  quel  degré  de  température  ce^itigrade  et  Fah- 
renheit correspondent  7  degrés  Réaumur,  sous  zéro  ?  ^^ 

13 
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Calcul. 


7  RéafamuT. 
5 


7  Réanmar. 
9 


35 
3 


63 


&  r  centigrades  soas  zéro. 


i5 


3  i 

3S— 15  7  =  *<^  i  Fahrenheit. 


Troisième  problème,  Rédaire  la  tenipératare  S8  degrés  centigrades  en 
degrés  Réanmar  et  en  degrés  Fahrenheit. 


Calcul, 


^  centigrades. 

112 
IS 


SS  -  Réanmar. 

5 


S8  centigrades. 
0 

253 

OS 


50- 


2  2 

50  ^  +  32  =r  82  -  Fahrenheit. 
5  5 


Quatrième  problème.  Réduire  la  températare  8  degrés  centigrades  sont 
zéro,  en  degrés  Réaamnr  et  en  degrés  Fahrenheit? 


Calcul. 


8  centigrades. 

4 

32 

2 


6  -•  Réaamur. 

5 


9 
72 

22 
2 


"s 


2  3 

32—14  -r  «=  17   -  Fahrenheit. 
«»  5 


Onquième  problème.  Rédaire  147  degrés  Fahrenheit  en  degrés  Réaa- 
mur et  en  degrés  centigrades  ? 


Digitized  by 


Google 


ARlTHMÉTIQtJË.  APPlitCATIOllS*  €BUTE.  UpS  COBPS,  BTC.   Id5 

Caicmi. 

147  Fahrenheit 
32 

4 
460 

10 
1 


51  -  Réauniar. 


147 

ai 

Fahrenheit. 

115 

5 

575 

0 

S 

8 
53  -  centigrades. 

Siœième  problème.  hêdukUw  13  dsfrct  FahrtnlMtt  en  degras  Réanmur, 
«t  en  degrés  centigrades? 


Calcut. 


32 

13  Fahrenheit. 

"ïo" 

4 


76 

4 


8^  Réaamur. 


32 

13  Fahrenh^t. 

10 
5 

05 
05 


10  «  centigrades. 


ChiUe  des  corps  dins  h  pide. 

84.  La  loi  de  la  chate  des  corps  est  celle-ci  :  un  corps  qai  tombe  libre- 
ment dans  le  vide  parcourt  4**, 0044  dans  la  première  seconde  de  sa 
chote ,  le  triple  de  ce  nombre  dans  la  seconde  suivante ,  le  quintuple 
dans  la  troisième,  le  septuple  dans  la  quatrième,  le  nouuple  dans  la  cin- 
quième, et  ainsi  de  suite.  En  sorte  que  les  espaces  parcourus  pendant  la 
première,  la  deuxième,  la  troisième  ,  la  quatrième,  la  cinquième se- 
conde, forment  une  progression  équidifférentiette  dont  le  premier  terme 
est  4B,0044 ,  et  dont  la  raison  est  le  double  de  4«,0044  on  0,8088.  La  to- 
talité de  l'espace  parcouru  pendant  un  nombre  n  de  secondes  est  donc  la 
somme  des  n  premiers  termes  de  cette  progression. 

Or,  on  sait  que  les  nombres  qui  expriment  les  interyalles  des  carrés  suc- 
cessif forment  aussi  i|n«  progression  par  différence  dont  le  premier  terme 
«st  1 ,  dont  la  raison  est  2 ,  et  dont  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  est  le  carré  de  ce  nombre  de  termes  :  il  faut  donc  multiplier 
4" ,0044 ,  qui,  dans  la  circonstance,  représente  1 ,  par  le  carré  du  nombre 
de  secondes  qu'a  duré  la  chute. 


Digitized  by 


Google 


196         MATHÉMAT10UE9  ÉLÉMENTAIAES. 

Premier  problème,  Om  laisse  tomber^  du  haut  dum  édifice ,  une  boule  de 
métal ,  qui  emploie  quatre  secondes  pour  tomber  au  pied  de  cet  édifice  :  oit. 
demande  quelle  est  la  hauteur  de  cet  édifice ,  en  faisant  abstraction  de  la 
résistance  de  l'air  et  da  temps  q«e  le  ton  emploie  à  se  propager. 

Culcul. 
16 .     carré  da  temps  qa*a  duié  la  cliate. 


i9    4i64 
40     044 


78»,4704 ,    hantear  de  l'édifice. 

Deuxième  problème.  On  laisse  tomber  ane  pierre  dans  on  pmits  de  mine  : 
cette  pierre  n'arrive  an  fond  qaaprès  7  secondes  45  tierces.  Un  demande 
(en  faisant  les  mêmes  abstractions  qae  dans  l'exemple  précédent)  quelle 
est  la  profondeur  da  puits  ? 

Disposition  du  calcul. 

45  tierces  égalent  75  centièmes  de  seconde  :  la  durée  de  la  chute  est 
donc  7'',75. 

7,75 
7,75 


3875 
5  435 
54  S5 


60,0625,    carré  de  la  durée  de  la  chute. 


4iB,0044 
60  ,06S5 

245220 
08088 
204264 
204  264 

2041^,57052500»    profondeur  du  puits. 

Troisième  problème.  Une  aérolithe  est  tombée  d'une  hauteur  de 
74108iB,6676  :  on  demande  combien  de  temps  a  duré  sa  chute,  en  faisant 
toujours  les  mêmes  abstractions? 
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U  est  évident  qa*on  obtiendra  le  nombre  de  secondes  cherché,  en  ex- 
trayant la  radne  carrée  da  quotient  de  7ii98«,<M76  far  4B,00i4. 


741«««,(W76 
25454     6 
03S    00 
14S    aS7 
44     ISOO 
0 
151S9 
051 
7«« 
0 


JHtpotitiom  du  calcul, 
4,90U 


151S9 ,    carré  de  la  darée  de  la  chate. 


133 ,     darée  de  la  chate. 


as 

243 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


TABLES  UTILES 


ET 


NOTES  DE  L'ARITHMÉTIQUE. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


TABLES  UTILES 


ET 


NOTES  DE  L'ARITHMÉTIQUE, 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


TABLES  UTILES 


ET 


NOTES  DE    L'ARITHMETIQUE, 


85.  Pour  nous  conformer  à  Tusage,  et  surtout  pour  que  les  élèves 
qui  n'auraient  étudié  que  dans  notre  livre  ne  soient  pas  embarrassés 
pour  répondre  convenaWemerit ,  dans  certaines  circonstances ,  nous 
mettrons  ici  (sans  leur  donner,  au  moins  à  toutes,  notre  approbation) 
quelques  définitions  et  quelques  distinctions  qui  se  trouvent  au  com- 
mencement de  plusieurs  traités  d'arithmétique. 

86.  On  nomme  quantité  ou  grandeur  tout  ce  qui  est  susceptible 
d'augmentation  ou  de  diminution.  Ainsi,  une  longueur,  une  surface, 
des  arbres,  des  poids,  sont  des  quantités.  Il  faut  distinguer  deux  sortes 
de  quantités  :  celles  dont  toutes  les  parties  sont  liées  entre  elles ,  et 
qui  peuvent  croître  ou  décroître  sans  que  leur  nature  soit  changée , 
on  les  nomme  continues  ;  ainsi  une  longueur,  une  surface  sont  des 
quantités  eontmues  ;  et  les  quantités  qui  ne  sont  pas  liées  entre  elles , 
comme  des  arbres,  des  poids,  sont  dites  discontinues. 

De  cette  division  des  quantités  en  deux  sortes  dérive  la  division  de 
h  science  des  quantités  en  deux  partie&  générales.  Ainsi ,  les  Mathé- 
maUques,  qui  sont  la  science  des  quantités,  se  divisent  en  deux  par- 
ties :  ï  Arithmétique  y  qui  a  pour  objet  Tétude  et  la  comparaison  des 
quantités  discontinues ,  et  la  Géométrie ,  qui  a  pour  objet  particuliè- 
rement rétude  de  la  forme  des  quantités  continues. 

Pour  se  former  une  idée  exacte  d  .une  quantité ,  il  faut  la  rapporter 
ou  la  comparer  à  une  quantité  de  même  espèce  donnée  par  la  nature, 
quand  les  quantités  qu'on  considère  sont  discontinues ,  et  prise  arbi- 
trairement, quand  la  quantité  qu'on  veut  évaluer  est  continue.  Dans  ce 
dernier  cas,  c'est  la  Géométrie  qui  donne  Vunité  pour  servir  de  terme 
de  comparaison ,  et  c'est  TArithraétique  qui  fait  Tévaluation. 
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AÎDsi ,  runité  est  une  quantité  prise  entre  plnsienrt  quantités  de 
même  nature  et  qui  leur  sert  de  tennt  de  comparaison. 

D'après  cela,  le  nombre  est  le  résultat  de  la  comparaison  d*aiie 
quantité  à  son  unité. 

Lorsqu'on  énonçant  un  nombre,  on  désigne  l'espèce  des  unités  qu'il 
renferme,  on  TappeUe  nombre  concret.  Dans  le  cas  contraire,  où  on 
ne  désigne  pas  la  nature  des  unités ,  on  le  nomme  abstrait. 

Nous  avons  dit  que  l'Aritlimétiqiie  a  pour  ol^t  l'étude  4e  la  com- 
paraison des  quantités;  d'après  cela,  l'Arithniétique  est  la  science 
des  nombres  qui  sont  les  résultats  de  cette  comparaison  :  elle  a  pour 
but  l'étude  des  propriétés  des  nombres  et  les  résultats  de  leurs  combi- 
naisons. 

Monnaies  décimalee  de  France. 

87.  Les  monnaies  françaises  sont  asscyetties,  sous  le  rapport  de  leurs 
divisions ,  de  leur  titre ,  de  leur  poids  et  de  leur  module,  au  système 
décimal  des  mesures  prises  dans  la  nature. 

Aux  termes  de  la  loi  du  7  germinal  au  XI  (28  mars  1903),  cinq 
grammes  d'argent,  au  titre  de  neuf  dixièmes  de  fin,  constituent 
Tunité  monétaire ,  qui  conserve  le  nom  de  franc. 

Le  franc  se  divise  en  10  décimée  ou  en  20  pièces  de  5  centimes,  qui 
ont  conservé  vulgairement  les  noms  de  2  sous  et  de  sous. 

Titre. 

Les  monnaies  d'or  de  VVance  contiennent,  akisi  que  ceOes  d'aifent, 
un  dixième  d'alliage  et  neuf  dixièmes  de  métal  puf.  En  général  (le 
titre  s'exprimant  en  miUiémee),  le  lîM  monétaire  exact,  ou  sans  to- 
lérance,  est  de  900  millièmes ,  ou  0,900. 

Les  expériences  de  Cavendish  et  d'Atchett  ont  démontré  qne  cette 
proportion  d'alliage ,  outre  l'avantage  d'être  en  harmonie  avee  notre 
système  de  numération  décimale,  et  de  simfrfifier  par  conséquent  les 
calculs  d'alliage  et  de  titre,  se  rapproche  beaucoup  de  ceHe  qui  donne 
au  métal  le  plus  de  dureté,  ou  le  rend  le  plus  propre  à  résister  à  Tac- 
tion  du  frai,  c'est-à-dire  à  la  diminution  du  poids  par  le  frottement 
et  la  circulation. 

Le  titre  du  billon  est  de  200  millièmes ,  ou  0,200. 

La  tolérance  de  titre ,  soit  en  dessus,  soit  en  dessons ,  est  de  2  mil- 
lièmes pour  l'or,  de  3  millièmes  pour  l'argent ,  et  de  7  millièmes  pour 
le  billon. 
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Poids  et  diamètre  des  pièces  de  monnaie. 

Poids.  Le  poids  des  pièces  de  monnaie  d*argent,  de  cuivre  et  même 
de  binon  ayant  été  établi  en  nombres  ronds ,  elles  peuvent  servir  de 
poids  usuels  ;  ainsi  : 

1  pièce  de  bîlk»  de  10  ceatues         pète  fi  grammes. 

1  pièee  d'argent  de  S  Arattci  im         i   ,     ... 

s    'i.     JM       '      JE       *3_  J  pesé  1  decagramme. 

1  pièce  de  cuivre  de  5  centimes        y 

4  pièces  d*argent  de  5  francs  ou  \ 

10  pièces  d'argent  de  2  francs  ou  >  pèsent  1  hectogramme. 

10  pièces  de  cuivre  de  5  centimes  ) 

155  pièces  d'or  de  90  freoct  ou  \ 

40  pièces  d'argent  de  5  francs  ou'  i-j.^     f  ItIa-»». 
500  pièces  de  billon  de  10  centimes  ou  j^^^*  *  iwiagrMnmc. 

50  i^èces  de  came  d'un  décûne'  / 

i  sac  de  200  pièces  de  5  franc»  eu  j 

de  250  décimes  ou  |  pèse  5  IcilogrAmmes. 

de  500  pièces  de  5  centioèei  ; 

La  proportion  entre  la  valeur  de  Vor  et  celle  de  l'argent ,  qui  est , 
dans  notre  système  de  monnaies  décimales ,  de  15  î  ^  1 ,  n'a  pas  per- 
mis de  donner  aux  pièces  de  20  francs  un  poids  en  nombres  ronds  ; 
mais  155  pièces  de  20  francs  équivalent  à  un  kilogramme ,  comme  on 
Ta  déjà  vu. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  suppose  que  les  pièces  de  monnaie  sont  du 
poids  exact  qu'elles  doivent  avoir,  ce  qui  a  lieu  ordinairement,  à  peu 
de  chose  près,  la  tolérance  de  poids,  qui  est  peu  considérable,  étant 
établie  tant  en  dessus  qu'en  dessous.  Il  suffit  d*en  peser  un  certain 
nombre,  pour  être  sûr  qu'un  même  poids  donne  la  même  quantité  de 
pièces,  et  réciproquement. 

ûiaméires.  Les  monnaies  de  différentes  valeurs  ont  plus  ou  moins 
de  diamètre ,  suivant  leur  poids  et  la  nature  du  métal  dont  elles  sont 
composées  ;  mais  on  a  eu  soin ,  en  général ,  qu'aucun  de  ces  diamètres 
ne  fût  le  même  pour  des  monnaies  différentes,  afin  qu'elles  ne  pussent 
être  confondues  dans  les  piles  ou  les  rouleaux ,  et  qu'on  pût  les  distin- 
guer à  la  première  vue  ou  même  au  tact.  (  La  pièce  de  2  francs  a  ce- 
pendant le  même  diamètre  que  la  pièce  de  5  centimes  ;  mais  la  diffé- 
rence du  métal  et  des  types  les  distingue  suffisamment). 

Les  pièces  de  monnaie  de  même  valeur  el  de  même  métal  ont  toutes, 
au  contraire ,  rigoureusement  le  même  diamètre.  Ainsi ,  quoique  fa- 
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briquées  dans  divers  ateliers ,  comme  elles  se  frappent  dans  des  viroles 
d*acier  exécatées  sur  un  seul  et  même  calibre,  elles  forment,  étant 
réunies ,  un  cylindre  parfait  ;  ce  qui  donne  une  grande  facilité  pour 
en  former  des  piles  ou  des  rouleaux.  Il  suffit  d*en  compter  une  pile , 
pour  être  sûr  que  toutes  les  autres  piles  de  même  hauteur  contien- 
dront le  même  nombre  de  pièces. 

Le  diamètre  ou  module  des  pièces  étant  fixé  en  nombres  décimaux 
entiers ,  elles  peuvent  offrir  des  mesures  usuelles  de  longueur  ;  ainsi , 
par  exemple  : 

32  pièces  de  40  francs  et  8  pièces  de  20  francs  ou  bien  \ 

11     id.        id.  et  34   id.         id.  1^         . 

f     A   af  \  '  donnent 

20  pièces!       ,    .       ^.       [et  20  pièces  de  i  franc  (  1  mètre. 
^        (  ou  de  5  centimes)  '^  \ 

7  décimes  et  29  pièces  de  5  centimes  / 

Au  moyen  d'un  certain  nombre  de  trois  espèces  de  pièces  diflë^ 
rentes ,  on  pourrait  aussi  obtenir  1  mètre. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  est  exact  pour  les  pièces  de  monnaie  qui  ont 
été  frappées  en  virole  pleine  et  dont  les  lettres  de  la  légende  sur  tranche 
sont  marquées  en  creux.  Depuis  1830 ,  époque  à  laquelle  on  a  adopté, 
pour  les  monnaies  d'or  et  les  pièces  de  5  francs ,  la  (narque  sur  tranche 
en  relief,  au  mdyen  de  la  virole  brisée ,  les  diamètres  des  surfaces  sont 
bien  les  mêmes  ;  mais  la  légère  saillie  des  lettres  de  la  tranche ,  si  les 
pièces  qu*on  rapprocherait  sur  une  même  lighe  se  touchaient  par  ces 
lettres ,  donnerait  moins  d'exactitude  aux  mesures  de  longueur  que 
nous  avons  indiquées  ci-dessus.  Les  pièces  de  2  francs  et  de  1  franc 
sont,  depuis  la, même  époque,  cannelées  sur  tranche. 
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Tableau  du  poids  des  pièces  de  monnmes  et  de  leur  diamètre. 


DléffOBflBATION. 

POIPS  tx^ct 

OU 

droit. 

Tolérance 

en  millièmes 

da  poids. 

POIDS  AVEC  L 

A  TOLfiRANCE 

En  moins. 

i 

En  plus. 

/         Or. 

fr.      c. 
40       » 
20       » 

gr. 
12,90322 
6,45161    : 

milli. 

12,^92903 
6,46451 

gr. 
12,8X74 
6,43871 

mm. 
26 
21 

Argent. 

\{ 

5       » 
2       » 

1        » 
.      75 
»      50 
»      25 

25 
10 

5 

3,75          1 

2,50 

1,25 

3 

1  '  ! 

10 

26,075 

10,05 
5,025 
3,77625 
2,5175 
1,2625 

24«925 
9,95 
4,975 
3,72375 
2,4825 
1,2375 

37 
27 
23 

» 

18 
15 

BiUon. 

-     10 

2 

7 

2,014 

1,986 

19 

Cuivre. 

.      10 

*        5 

3 

\  :  ; 

20                > 
10 

6 

4 

2 

>    20     , 

f  20,4            > 
10,2 

6,12 

4,08 
,     2,04 

1       sans 

^   tolérance   . 

1  au-dessous. 

U r— 

f  3t 
25 

Il  n'a  pas  été  émis  de  pièces  de  trois  quarts  de  francs  oa  75  centi- 
mes ;  mais  les  pièces  ancienne»  de  1  franc  50  centimes  et  de  75  centi- 
mes, créées  par  les  lois  du  28  juillet  et  du  18  août  1791,  s'accordant 
a?ec  la  division  décimale  de  nos  monnaies ,  ont  continué  à  circuler. 

La  refonte  de  toutes  les  autres  pièces  d'or  et  d'argent  duodécimales 
a  été  terminée  en  1834. 

Le  titre  des  pièces  de  1  franc  50  centimes  et  de  75  centimes  est  de 
(8  deniers)  0,667  avec  la  tolérance  de  (2  grains  de  fin)  ou  6'"'»-,9444.. 

Le  poids  exact  des  pièces  de  30  sous  ou  de  1  franc  50  centimes  doit 
être  ( à  la  Uille  de  24  f,  au  marc).de  10«'*»  ,1366,  avec  la  tolérance  de 
(24  grains  au  marc  )  ou  5»»">  ,2083. 

Le  poids  exact  des  pièces  de  15  sous  ou  de  75  centimes  doit  êlre  (  à 
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la  Uille  de  48  H  «u  marc)  de  5^">-,0683,avec  (a  tolérance  de  (36  grains 
aa  marc  )  oa  7»"»- ,81246. 

Les  pièces  de  10  centimes  en  biUon  ont  été  créées  par  la  loi  du 
15  septembre  1807.  On  n'en  fabrique  plus ,  à  cause  des  inconvénients 
du  frai  et  de  la  facilité  de  la  contrefit^. 

Ùl  loi  da  7  germinal  an  XI  (28  mars  1803)  ne  porte  pas  création 
de  pièces  de  enivre  de  10  centimes  (un  décime  ]  ni  de  celles  de  1  cen* 
time  ;  celles  qui  sont  en  circulation ,  ainsi  que  celles  de  5  centimes , 
avaient  été  créées  par  les  lois  des  3  brumaire  an  V  (  24  octobre  1796) 
et  29  pluviôse  an  VII  (17  février  1799  ) ,  aux  mêmes  poids  que  ceux 
qui  sont  indiqués  dans  le  tableau  précédent;  mais  la  tolérance  était  de 
40  grammes  par  kilogramme ,  dont  moitié  en  dehors  et  moitié  en 
dedans. 

Les  pièces  de  3  centime»  et  de  2  centimes ,  décrétées  par  la  loi  du 
7  germinal  an  XI  (  28  mars  1803  ) ,  n'ont  pas  été  émises. 

Il  a  souvent  été  question  de  la  nécessité  de  remplacer  notre  monnaie 
de  cuivre  et  de  billon  qui ,  outre  son  imperfection  so|is  le  rapport  d» 
l'art  f  offre  l'inconvénient  d'être  de  toute  espèce  de  diamètres,  poids^ 
type  et  alliage ,  par  une  monnaie  de  bronze  qui  fût  uniforme,  en  har- 
monie avec  le  système  métrique  de  nos  poids  et  mesures,  moins  lourde 
et  moins  embarrassante ,  peu  altérable ,  exécutée  avec  toute  la  per- 
fection possible  ;  ce  qui  la  rendrait  beaucoup  plus  difficile  à  contre^ 
foire.  On  s'occupe  de  nouveau  de  ce  projet ,  qui  vraisemblablement 
recevra  prochainement  son  exécution. 

Proportion  de  la  valeur  des  métaux  dans  les  monnaies. 

On  désigne  par  la  proportion  d'un  métal  à  un  autre ,  servant  tous 
deux  de  métaux ,'  le  rapport  de  la  râleur  d'un  kilogranne  de  monmie 
du  premier  métal  à  celle  d'un  kilogramme  de  monnaie  du  second 
métal. 

Nous  avons  déjà  dît  qu'en  France  la  proportion  de  l'or  à  l'argent 
est  de- ♦S.S  à  I. 

Celle  de  l'or  au  billon  est  de.  .  . 62     à  1. 

Celle  de  l'or  au  cuivre  est  de *.    680    à  1. 

Celle  de  l'argent  au  billon  est  de ^     à  1. 

Celle  de  l'argent  au  cuivre  est  de 40    à  1. 

Prix  du  kilogramme  d'or  et  du  kilogramme  d'argent, 

La  retenue  au  change  des  UMMUiaîes^  powr  frds  de  fabrimttOB,  déchet 
compris ,  ou  la  différence  entre  la  valeur  întrimèque  el  la  valeur  no- 
minale, élait,  du  17  prairial  an  XI  (  6  jnia  1808)  au  1«' juillet  183^, 
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i07 


de9flraBC8par  kilogrammêd'of  êl^  SfrmcstMir  kitogmniiied'argent. 
A  compter  du  1"  juillet  1835,  elle  a  été  réduite  à  6  francspour  l'or 
et  à  â  francs  pour  Fargent. 

jémden  tarif  d»  17  p^mHai  «a  XI  (  ô>/s  1803). 


■ILOGftàllMt. 

SANS  RETENUS 

OU  att  pair. 

AYSC  RETENUB 

au  change . 

Anse»*-    [  r«So»: 

fr.     c. 
UU    U    4444 
3100      »         » 

222     22     2222 
200       »         • 

fr.     c 
3434     44     /M44 
3001       » 

-218       > 
107       •          > 

Tarif  du  i"  juillet  1835. 


EILOGRAMMS. 

SiMS  MTMDB 

<Mi  au  pair. 

aVAC  KElBHiim 

auehangf». 

fr.     c. 
3444    U     4444 
3iOO       . 

222     22     2222 
200       > 

fr.      c. 
3437     77     7777 
30M       » 

220       » 
198       » 

Extrait  de  VAnnuaire  du  Bureau  dei  longitude*. 
Fideur  <m  pair  des  monnaieg  et  au  kilogramme^ 

8B.  FàUur  au  paw.  Le  pair  des  moanaits  est  ce  cpi'il  y  a  de  plus 
important  dans  les  opérations  de  change  ;  îl  esl  la  clef  de  tout  système 
moBélaire ,  et  ce  n'est  que  par  lui  qu'on  peut  résoudre  toutes^  les  dif- 
ficultés de  finance  et  de  commerce  qui  ont  pour  objet  rappréoiatîon 
des  valeurs.  Dés  l'instant  où  ce  pair  est  établi ,  il  est  aisé  y  par  un 
calcul  très-simple ,  de  conrertir  en  monnaie  d'un,  pays  une  somme 
quelconque  exprimée  en  monnaie  étrangère ,  et  réciproquement. 

Cette  conversion  résulte  de  la  comparaison  exacte  du  titre,  du 
poids  légal  et  de  la  valeur  intrinsèque  de  l'unité  monétaire  d'un  pays, 


Digitized  by 


Google 


208  MATHÉBIATIQUES  ÉlibilBSiTAmBS. 

avec  le  tilre ,  le  p<»ds  légal  et  )t  vitleur  mtrimèque  de  ruaké  moné- 
taire d'an  autre  pays. 

Nous  rendrons  ceci  plus  sensible  par  un  exempliB. 

Supposons  qu'on  veuille  savoir  ce  que  le  nouveau  souverain  d^or 
d'Angleterre ,  de  la  valeur  de  âO'shtilings  ,  vaut  en  nouvelle  monnaie 
d'or,  de  France.  Le  titre  (\)  légal  de  ce  souverain  est  0,917  ;  le  poids 
de  7f  ,960655  ;  celte  pièce  contient  en  matière  pure  7«,31644035. 

La  pièce  de  âO  francs  de  France  est  au  titre  légal  (2)  de  0,900;  elle 
est  du  poids  de  6^45161  ;  elle  contient  donc  5»,806449  d'or  fin. 

On  fera  la  proportion  suivante  : 

5s,606449  :  20^  ::  7.31844055  :  ^  =  25'«£079. 

Le  souverain  d'Angleterre  vaut  donc  25(',20«  ^  en  argent  de 
France. 

Tel  est  le  principe  qui  a  servi  à  trouver  le  pair  des  monnaies  d'or 
et  d'argent  du  tabVeau  publié  chaque  année  dans  V Annuaire,  du  Bu- 
reau  des  longitudes. 

Pour  les  pays  étrangers  ,  et  surtout  pour  la  France ,  on  ne  se  borne 
pas ,  dans  ce  tableau  que  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  reproduire 
ici ,  aux  momnaies  nouvelles  ou  cowantes  ;  on  a  pensé  que  la  connais- 
sance des  monnaies  anciennes,  dont  il  est  question  dans  une  foule 
dactes  publics  ou  particuliers ,  ne  serait  pas  sans  utilité  sous  le  rap- 
port des  intérêts  privés ,  des  finances ,  de  l'histoire  et  des  recherches 
numiamatiques. 

11  a  paru  surtout  essentiel  de  donner  le  pair  de  la  monnaie  de 
compte  de  chaque  pays  ;  car  souvent  cette  monnaie  n'est  pas  réelle , 
mais  fictive. 

Il  n'a  pas  toujours  été  possible  aux  auteurs  de  ce  tableau  important 
d'établir ,  faute  de  reoseignements  suffisants ,  le  poids  légal  et  le  tilre 
légal  de  chaque  espèce  de  iponnaie  ;  ils  y  ont  suppléé  par  le  poids  et 
le  titre  tirés  des  meilleurs  ouvrages  sur.  les  monnaies ,  ou  par  le  titre 
moyen  résultant  de  plusieurs  essais. 

S9.  Fulewr  par  kilogramme  au  cha/nge  des  monnaies.  Les  poids 
variant  souvent  par  le  plus  ou  moins  d'exactitude  de  la  fabrication,  et 
chaque  pièce  ayant  pu  éprouver  un  affiaôblissement  de  poids  dans  la 
circulation ,  on  a  l'habitude ,  dans  le  commerce  et  aux  changes  des 
monnaies,  de  ne  les  recevoir  qu'au  poids  ;  it  a  donc  paru  utile  aux 
auteurs  du  tableau  en  question  de  donner  aussi  dans  ce  tableau  la  va-. 


^1)  Loi  de  novembre  I8i8- 

{1)  Lpi  du  28  mars  I803  (7  germinal  an  XI). 
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leur  dâ  kilogrunine  de  chaque  eapèce  de  monnaie ,  avec  doutant  plus 
de  raison  que  cette  Yialeùr  a  été  modifiée  par  rordonnaoce  du  30  juin 
1835  et  païf  lesnouyeaèx  tarifs  du  pHx  des  matières  et  des  espèces 
d*or  et  d'argent,  publiés  en  exécution  de;, cette  ordonnance. 

Si  rôn  remarque  une  différence  avec  le  titre  légal  de  chaque  mon- 
naie et  le  titre  pdrté  au  tarif  pour  le  kilogramme ,  cela  tient  à  ce  qu^il 
est  d'u&age  de  ne  portée  «  dans  les  tarifs  des  niontiaies,  letitrede 
chaqf^e  nature  d'espèce.  )]u'avcc  la  déduction  de  la  toléràùce  et  même 
de  Taffaiblissemen^^  titre  qui  a  pu  être  reconnu  par  des  essais  répé- 
tés; sjns  cette  déduction,  les  entreprepeurs  deJa  fabrication  pour- 
raient être  exposéf  à  une  perte  plus  ou  moins  grande. 

La  différence  entre  les  titres  légaux  et  les  titres  du  tarif  est  moins 
considérable ,  en  général,  pour  L'argent  que  pour  Tor,  parce  que  le 
nouveau  mode  d'essai  de  Vargent  par  la  voie  hukQÎde,  adopté  en  1830, 
a  fait  rea>nnajlt^  que  Tancien^essâi ,  à  la  coupt^rlle»  accusait  un  titre 
moins  éle?ê  que  le  titre  réel. 

On  a  ^outé,  aux  valeurs  des  espèces' par  kilogramme,  celle  des 
ouvrages  d'Or  et  d'argent. 

Le  tableau  ne  donne  pas  la  valeur  d'un  kilolj^ramme  d'or  et  d'argent 
à  toute  espèce  de  titre  ;  mais  rien  n*est  plus  facile  que  d'obtenir  la 
valeur  è  un  titre  quelconque ,  'si  Ton  considère  qu'en  général  les  va* 
leurs  souX  proportionnelles  aux  titres. 

Ainsi ,  par  exemple,  le  kilogramme  d'argent  à-  900  valant,  au  tarif, 
198  francs^  comme  on  Ta  déjà  dit,  si  Ton  veut  reconnaitre  la  valeur 
d'un  kilogramme  à  950,  pn  fait  la  proportion  suivante  : 

v900  :  198  ::  950  :  a?  «X  209  fr.  (4). 


90.  Densités  de  quelques  gaz^celle  de  Voir  étant  pfise  pour  unité. 

Air  atmosphérique. 1,00.00. 

€az  oxygène 1^1026. 

—  ij^ote 0,9760. 

—  hydrogène • 0>068B. 

— :  acide  carbonique.    .    .........  1,5245. 

—  •acide  sulfureux.. : 2,2^. 

—  ammoniaque 0,59^. 

(— f^ ' ' • ; ; ' " 

(1)  Extrait  de  VÀnmtùire  du  Bureau  det  longitudêi. 
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91  .Denêitéê  de  quelques  vapeurs,  celle  de  Valr  étant  prise  j^our  unité. 

ynpeut  d*e*a 0,62â5.* 

-     d'âteooi.  ; .  . *   t,6m.  ^ 

— .    d'éttar  suUiiriqae. 2,0^6* 

^      de  fonfre.  .............      6,61^. 

99.  Besànteàrs  spécifiques  de  quelques  liquiaes,  celle  de  feau  étant 
,  prise  pour  unité,        ,^.}  '      '         ^ 
♦ 

EandistUMe. i,0000.    ' 

Acide  iiilllanqne(  huile  de  cvitriol).  .    .  .      1,84:99. 

Kftudener 1,2176. 

Yin  de  Bordeaw.  .;...*........      0,9919. 

YiadeBourgegne.    ... .      0>99U.*    . 

âuile  d*olive. .  ^    Q,9lS3. 

Alcool  abaolu  («spriUte-Tiir} 0,792., 

Éther  Bulfiirique. 0,7155. 

HercureCTifJSRr^enjt).  ...........     U,598.. 

93.  Toile  des  pesariteursspécifiques  de  certains  eorps^  celle  de  Veau 
'    .  étant  \. 


IflsLiiue 


laminé ,. 22,0690. 

passé  à  la  filière 21,041*7. 

forgé. 20,3366. 

!   parifié 19,5000. 

r.           (  forgé 19,3617. 

^"  *  *  t  fondu. 19,2581. 

.  Plomb  fqndu.  ;  . 11,3523. 

Argent  fondu.    .    .'....'........  10,4743. 

Cuivrerai.  .................  S,87é^. 

GuÎTre  rouge  fondu 8,7880. 

Acier  non  ecroni 7,8167. 

Fer  en,  barre 7,7880. 

Élain  fondu *.  .  .  t 7^2914. 

Fer^fondu. 7,2p70. 

Zinc  fondu,  i .  6,86ltf. 

Rubi»^oriental 4,2833. 

Saphir  orienta] \  3,9941. 

Saphir  du  Brésil 1,1807. 
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Topice  prienMe. "4,01^06; 

Jop%sftde&^e.  .  .-.  ,  .^,  ,« .  3,5640-. 

Q^jl  ori^otel.  .    ...'..........  3,5489. 

Diamants  les  plnff  lourds. 3^5310. 

^      Jes  plus  légars.  . \  .  3,5010, 

.  Uto]»!^  de  Pturq».  .  •  . -  .  .  .  5,83)6.* 

CHsUl  de  roche  por.   ...  ^.  ......  .  i^fi530« 

Venre  4a  Saiot-Gobain.  .'....!.....  2,4B82.  ,  « 

Porcelaine  de  dhine \  2,3847. 

Po«oelainede  Sèyres.  .  .  : 2,1457. 

Soufre  natif. '...../ 2^332. 

Ivoire '.../,  1,917a 

AlMtre. ..>....;....  ^    1,8740. 

Anthracite .  .  .  , ],8. 

Bouille  compacte \  .....  .  fy3292. 

Gidoe. ,  .  ;  .  .  .^  .  -  0,9}0. 

BOiS  de  hêtre.'.  ...-.,, 0^852. 

Frêne. .0,845.      • 

if.  .... 0,8^7, 

Bois  dVme.    .  .  . ,  *"  Ô;800. 

Pommier., ....*...,..  ^,733. 

BoisdVanger. 0,706.  . 

Sapin  jaune.   . ^  *  0,657. 

Tilleul.    .........;., ;  0,604.  ' 

Tfok  de  «fprea.   . ,  .  .  -^ .  0,598. 

Bois  d^'càdre ...'.....  ^0,561. 

Peuplier  hlano  d'Espagne.    .........  h),52S, 

Peuplier  ordinaire 0,383. 

^    Uége.  .  .  .  ç  . 0,240. 

94.  Pour  établir  une  liafson  entre  les  tables  qui  précèdent,  nous 
2^outerons  que,  d*âprès  les  reclierehes  d&MM.  Bîot  et  Aragb,  le^poids 
dèratr  atmosphérique  sec,  à' la  température  de  la^çlace.fondaqle  et 
sfous  la  pression  de  0»>,76;  est,  h  v^uipe  égal,  ^  de  celnf  .d0  Teaii  dis- 
fillée.  .  '^      ',  , 

Par  une  moyenne  entre  un  |(rand  nombre  de  pesées  ,op  ^^  trouvé 
qu'à  zéro  de  température  et  sous  la  pression  de  (H^Tâ',  iei  rapport  du 
poids  de  l'âîr  à  celui  du  mercure  est  de  1  à  10366.  * 

Qudqueê  problémes  reltUifs  aû^jc  monnaies:. 

95.  Premier  problème.  L'or  pur  vaut,  à  poids  ég^,  15  fois  et  demie 
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plus  que  l'irgeht  ;  et  l'argent  raut  40  'foiï  plos  c(tie  iS  cuivre.  Le 
prix  du  tilogràuMne  d'argent  est  282  fr.  22  c.  ^.  On  demakide  1«  xjuel 
csh  le  prix  du  kilogramme  d'or?  2*  Quel  est  cehildn  kiIogra(mme  de 
cuivre?  .  '.        .       ' 

Deuxième  problème.  Sachant  maintenant  que  Je  .kilogramme  d*or 
pur  vaut  3444  fr.  44  c.  J,  et  que  celçn^  du^cuivre  vaut  5  ft*;  ^  c.  |  : 
on  demande  Ce  que  vaudrait  un  lingot  du  poids  total  de  12  kilo- 
grammes*, dont  le.  tiers  du  poids  iserait  en  or,  les  ^'en  argc^nt ,  çt  le 
reste  en  cuivre  ?  " 

Troisième  problème.  On  chargé  un  orfèvre  de  faire  une  lampe  du 
poids  de  25  kilogr^ipmes,  composée' d'argent  et  de  (îuiyfe.  On  ne  lui 
payera,  pour  le  prix  de  la  matière,  que400dfr.  Dans  quelle  proportion 
doit-il  allier  l'argent  et  le  .cuivire  ?  À  qqel- titre  ou  à  quel  degré  de  fin 
sera  cette  lampe? 

Quatrième  problème.  Le  travail  de  la  lampe  dont  on  parle  dans  le 
problème  i)récédent«  ^est  payé  à>raison  de  63  fr.  SjS  par  kilogramme 
d'argent,  etjdë  5  fr.  75  c.  par  kilogramme  de  cuivre.  Combien  revient- 
il  à  l'orfèvre  pour  son  travail? 

Cinquième  problème.  A  poids  égal ,  la  monnaie  d^or  a ,  d'après  la 
loi»  une  valeur l5, fois  et  demie  plus  grande  que  celle  de  la  monnaie 
d'argent.  On  sait  d'ailleurs  que  le  poids  du  franc  est  de  5  grammes. 
On  demande  ,  cela  posé ,  1**  quelle  ^sl  la  valeur  du  kilogramme  d'or 
monnayé  ?  2*  Quel  est  le  poids  total  d'une  pièce  de  20  fr.? 

Sionème  problème.  La  pesanteur  spèciâque  de  l'argenl^est  mar- 
quéiîpar  le  nombre.décknal  10,4743.  En  admettaql  que  celle  du  cui- 
vre pur  soit  exprimée  fmr  8*,8785,on  demande  quel  esile  volume  d'un 
lingot  pesant  lir  kilogrammes  destiné  au  n(ioanayage ,  et  qui  contient 
exactemeùt  tm  dixième  de  cuivre  ?  ^ 

Septième  problème.  Sachant  que  dans  les  pièces  d'or  il  entre  neuf 
dixièmes  d'or  pur»  un  vingtième  d'argentpur,et  un  vingtième  de  cui- 
vre pur;  sachant  en  outre  que  la  çesajiteur  spécifique  de  l'or  pur  est- 
exprimée  p^r  fe  nombre  décimal  19,i$617»  on  demande  quel  est  le 
volume  d;  ou  lingot  pesianl  23.  hectogramme  destiné  au  monnayage, 
et  qui  cQÙtient  exactement  un'  vingtième  d'tirgent  et  un  vingtième 
de  cuivre?  • 

Huitième  problèràe.  Quel  est ,  en  millimètres  cubes ,  le  volume 
d'une  piSce  de  1  fr.?  Quel  est  celui  d'une  pièce  de  20  fr^? 

Neuvième  problème.  Le  poids  d'une  pièce  de  20  fr.  étani  de 
O'yldlOI ,  combien  en  taiUe-t-on  ai|  kilogramme? 

Dixième  problème,  Gommeni ,  ^n  prenant  un  (sertain  nombre  de 
pièces  de  5  fr.,  de  2  fr.,  de  f  fr.,  de  un  demi-fr.,  de  tm  quart  de  fr., 
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f6niie4-on  là. moitié,  Iç  quart ,  te  huitième ,  le  ^efjÈième  ,  lelreiile- 
deaxième  du  kilogramme?  ••  *  * 

Onzîf^mê  ppobléme,  FormeruEfe  longueur  de  3  mètres,  eh  pjrenant 
un  certain  nombre'de  pièce  ^  5fr.,  jiç  âfr*  (oa.'de  pièces  de  5  cent.)» 
d'im  franc,  d'iw  demi  fraBCt  et  d'un  quart  dé  franc  ? 

%,'FitBSêe  ée  la  liAmére.  t^  hîmièré  parcourt,  en  8 minutes  13 Se- 
condes , .  la  distance  du  sc^ell  à  la  terre ,  qui  est  de  3464^)000  lieues 
communes  de^FranceVon  de  25  au  degré  terrestre. , 

Prphlèjne,  1°  combien  la  lumière  parcoiM*t^e1le  de  myrijaimètres  par 
seconde;  2°  combien  met-elle  de  temps  affranchir  Tespace  de 
146â2â00O7uyriamètres ,  qui  est  ki  distance  dp  soleil  à  Saturne  ;  3*  à 
quelle  distance,  calculée  en  myriamètres;  ferait  de  la  terre  une.  étoile, 
dont  4a  lumière  ne  nous  parviendrait  qu'au  bout  d*une  année  com- 
mune ,  qui  yàut  ^  jours  5  heure» ,  48  minutes ,  51  secondes  ? 

ntesjse  acquise  pçit  Ml}  corps  tombant  dans  le  vide,  Cett^  vitesse  est 
égale  à  la  racjhe  carrée  du  produit  que  Ton  obtient  en  muH^)lianl  la 
totalité  de  Itespace  parcouru,  pqr  l'espace  que  toQt  corps  lourd  (om« 
bant  libreiifent  parcourt  pendant  les  deux  premières  secondes  de 
chute,  c'est-4hdire  ^ar  4,9044-4-4,9044  X  3  =i.l9"^6176. 

Problème  :  On  demande  ai^ee  quelle  vitesse  Vient  frappiu*  la  terre 
une  aérolithe  qui . tombe  de  2749  mètres  de. hauteur? 

DiêposHion  du  calcul. 

i9»,Ç17  6  . 

2  7  49  .  : 

^1785  58  4^    ' 
,  78  4  7  0^4  . 

1373232  . 

3  9  2^52     ..        •     ^ 


5,3r  9,3^,7  8^4 

2^,2» 

1  ^9     ^       • 
103,Q      ,  •  •' 

tr0,6  7,8 
.    .  139Aâ,4 
•95 

♦8 

4643  ' 
■46443 

La  vitesse  acquise  par  l'aérolithe,  en  arrivante  la  terre,  serait  de 
232"^  23  parsçconde: 

97.   Durée  des  oscUlaîioni,  d'^un  pendule.  Cette  durée  augmente 
comme  la  racine  carrée  de  la  longueur  du  pendule.  D'où  il  suit  qu'en 
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qiiMinipliDt  k  kNigneuT  d'wi  ptnënle,  û  mtUn  de«x  feii  ptat  de 
temps  ^  ichever  chaque  oscillatiMi.  .    •       # 

Problème.  Bètenniner  le  rapport  de  la  dorée  des  escUlatioiis  de 
trois  peiMlules  dont  le  premier  a  784  nûllinètres  dé  loDgiieiir»  le  se- 
cond 103â  et  le  troisième  id96  7 

Les  racines  carrées  de  7i4 ,  1037  et  1296  sont  28  /3S  et  36. 

1«  Si  Ton  prend  peur  unité  la  durée  d*|uie  oscillation  du  l^'  pen- 
dule ,  la  dSrée  djun^  osdllati^  do  ^^  sera  exprimée  par  le  nombre 

•n'     8 
fractionnaire  ^  "^  7  >  ^^  ^  ^^^  ^*^^  oscillation  do  3*  sera  expri- 

36      9 
mée  par  le  nombre  fractionnaire  ^  **  f* 

â*  Si  on  prend  poor  onîté  la  durée  d*one  oscillation  do  seeoad 
pendole  »  la  dnrée  d'one  osdilalion  do  !«'  seta  marquée  par  la  frac- 

28      7  .  *  * 

tion  ^  ^§  >  et  la  dorée  d*fvie  osdllatioû  do  S*"  sera  marquée  par  le 

*  36      9  * 

nombre  frac^nnalre  05  ^  s-  * 

3*  Enfin  ,  si  l'on  prend  poor  ooité  1%  dorée  d^wie  oscill&tion4lo 

3*  pendule ,  la  d^rée  des  oscillatioos  d^s  dtox  aolres  ,sera  exprimée 

2S     32  7      é 

par  les  fractions  .^  et  gg  qoi  égalent  g  **  §• 

Que  Ton  sache  maintenant  coitibieQ-d^osdllations  l'on  quelcon(que 
de  ces  trois  pendules  achève  dans  on  temps  donné ,  on  calculera  6ci- 
lement  le  nojnbre  des  escillationi  produites,  pendant  le  même  temps, 
par  chacun  des  deox  autres. 

Problème,  Un  pendule ,  dont  la  longueur  est  connue  produit» 
86400  oscillations  dans  un  temps  dodné  (dans  2f  heures  par  exem- 
ple )  ;  un  autre  produit ,  pendant  le  it^éme  temps ,  lOOOOt)  oscillations  : 
on  demande  quelle  est  4a  lojfgueu»  de  ce  second  pendule  ? 

Autre  proÙéme.  Un  pendule,  dont  la- lenteur  est  ct>nnoe,  fait, 
dans  un  temps  donné ,  un  nombre  donné  d^o^lUationS  :  on  demande 
combien  feraientd'ôsciHations,  daAs.le  même  temps,  deux  autr^  pen- 
dules ,  dont  l\in  aurait  une  longoeur  double  de  celle  du  premier,  et 
le  troisième  une  longœor  égale  à  la  somme  des  longueurs  du  premier 
et  du  second  ?    , 
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49.  Énoncés  de  ^eêtkm»  é.  résentàre  (1). 

■  ■".  ' 

1.  Trùuver  m  n^m^f  i$l^qu$,4i  ^i^^rMrtBMhen^  le  .t$ste, 
mdUplié  par  1»^  igak  117.  * 

3  3 

2.  Trouver  un  nombre  dont  lès  -r  soient  égaikx  aux  -  de  140. 

3.  F/irt€gèr  l^  nombre  501  p-.enh-edeui/o  persoMm,  de  mwiére 
qne  la  part  de  ia  seconds  $urpa$ie  celle  dcfA  première  de  7?  /r. 

4.  Un  ^ëHMah^  îaisê»  en  mourant  t  de  sa  fortune  à  Ion*  neveu, 

2  1 

les  g  aw  Mpitma^^  ^à^se$  dob^90Hquê$^  H  le  reste^  qm  forme  la 

somme  de  56789  fr,  ^  dux  pauvres  de  sa  coinniune  :  on  demande 
quelïe  esi  la  vattu{  de  la  succession  entière,  et  quelles  sont  les 
sommes  recueillies  par, son  neveu  ^  par  lés  hôpitaux  et  pair  ses  <2o- 
mestiques?  ' 

5.  25  out>ri^<  ont  fait  *319  mètres  é^ouvrâge*:  on  demande  bom- 
bien  48  ouoriêrs  ftraimt$  ^ouvrage  dans  le  nMme  temps  ? 

6.  70  o$Êori$rê  <mt  fitUju».  certain ouvr^tqe  en  15  jours:  on  de- 
mande  en  combien  de  temps  ^  ouvriers  feront  le  même  ouvrage  ? 

«  7.  pe^  ounrjiers  omi  fait  ^'mètres  d'ouvrage  en  25  Jours  :  ôom- 
bien 'f émir 0r4^i  de* fours  d  ces  ouoriere  pour  m  faire  3318  méêres? 

8.  Deux  ouvriers  ont  fait  24  i/kètres  d'ouvrage:  com^en  15  mi- 
vrier\  feront-ils  de  mètres  d'un  autre  ouvrage^  en  apposant  que 
la  difficulté  du  premier  ouvrage  est  à  celle  du  second  comme  5  est  é  6? 

9.  Les  mise^  de  4  associés  sont  700.  fr.,  1000  /r„  1500  fr,, 
llK)0/r.  :  le  gain  total  est  9600/^.  Trouver  le  gain  de  chaque  as- 
socié? ^ 

10.  Les  mises  de  3  associés  sont  200 /r.,  500  et  1100  /r*.  Jt^J^e- 
mière  mise  e$t  restée  5  mois  dans  la  société ,  la  deuxième  7  mois, 
et  la  troisième  18*  mois  :  le  gain  total  est  510  fr,  ^^l  est  le  gain 
relatif  d  chaque  mise? 

11.  Combien  la  spmme  de  7800  fr\^  placée  4  intérêts  simples  pen- 
dem{  4  ems,  à  raison  de  6  pour  lOO  par  an,  a-telle  produit  àHnté- 
Tels  pendant  ces  i  ans?  , 

12.  Un  capital  de  5830  fr.a  été  placé  4  intérêt  simple  pendant 
45  mois^  à  raison  de  5  pour,  i(lùpar  an  :  quh  vaudra-t-il  au  bout 
ces  de  ^  mois? 


(i)  IVou«  engageons  l^s  éfèvvs  â  se  |»reeurer  tes  çnencét  de»  f roblémès  de  âàigey 
MdeFeftvr.  '  '  • 
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13.  Combien  7518^  /r.  payable  dmi  WmoiK  vaimi-Us  en  argent 
comptant?  £c  taux  de  Vintérét  e^t  dé  5  pour  100  par  an. 

14.  Trouver  dans  combien  ê'^ti^néee  et  ée  ^mm,  le^  capital 
dâ65/r.  placé  à  intérêt  eim)ple,  àrptison  de.^  jHmrlO<^  va^$dra 
7518  fr.?  .  •    ..  . 

15*  Combien  doit^on  payer  à' escompte  en  deho)rêf  à  raison  de 
6  pour  lOO p9r  an^^pour  toucher  sûr4e-chttmfp un  biUetde^^^  fr. 
payable  dans  2  ans  9  mois  ou  éansm.inois? 

le.  4:!omèien9W>fr.  vauàâroaii-its  ^s  k  ansç  ayanP^gàrd  aux 
intérêts  composés,  à  ra^isoh  de  5 pour  100  par  an? 

V2.Combienlamêmesomme^audmU*^k,  auhemtd^métAe  tempsj 
si  les  intérêts  cof^posér  étaient  de  6  p.  tOO  par  an  au  lieu  de  5? 

18.  Que  devient  la  somme  de  5400  fr,'  placée  pendant  10  ans 
d  intérêts  composés ^  à  raison  de  ^fr.  50  c,  ptur  100  par  an? 

19.  Que  devient  là  somme  de  8520  fr.,  placée peMant  6  afis.ll  mois 
à  intérêts  composée,-,  à  raison  de  4  /r«  75  c.  pour  100  par  an? 

âO.  La  somme  de  4800  fr.,  pidbé^pendant  6  uns  A  intérêts^  com- 
posés, est. devenue  5432  fr.  46  <?.:  en  àenwnde  à  quel  ^ontix  eUe  était 
placée?  ^  • 

21.  Quel  est  le  temps  pendant  lequel  le  capital  4,500  fr.  est  de- 
meuré placé  d  intérêts  composés  à  6  pour  lÔO  par  an^  pour  de- 
venir SbpSfr.  20^(?.     .  ''  .  '^ 

22.  Une  personne  place  tous  les  ans  une  somme  deJQO  fr.  dont 
elle  laisse  les  intérêts  s* accumuler.  Le  taux  est  5  pour  100  par  an: 
on  demande  ce  que  devimi  la  somme  totale  dis, placements  nu  bout 
de  S  ans?  '  *      .  ' 

23.  0^  place  chaque  mois,  pendant  9  mois,  là  somme  de  2000/r. 
auAaux  de  6  p.  100  par  an  ou  de  0  fr.  50  é.  par  mois;  qOe  wdent 
toutes  ces  sommesMu  bout  des  9  mois? 

24.  On  vend  quatre  ^pêçes  de  eafê  :  la  première  à  3  fir.  7b  c 
le  kîlogr.;  la  deuxième  à  3  fr.Ji  c.;  là  trqisiém^  à  2  fr.  59  cet  la 
quatrième  à  2  /f ,  17  c.;  quel  est  le  prix  moyen? 

25.  La  dista/nce  entre  deux  objets  a  été  mesurée  trois  fois,  et  f^m 
a  successivement  trouvé:  d'abord,  1936™,Q12,  ensuite  1935«,943,  et 
enfin  1935*^,872;  on  dema^e  quelle  est  la  distance  moyenne? 

26.  On  a  mêlé  28  iiectoL''de  viti  d  59  fr.  rhec^toU^e,  43  heetol.  de 
61  fr.  V  hectolitre;  on  demande  quel  est,  à  un  demi-centime  près  y  U 
prix  moyen  de  chaqfie  déccâitre  du  mélange? 

27..  On  à  àfiux  espèces  de  froment  :  celui  deda  première  quaUté 
vaut  19  fr.  Vhectolitre,  et  Vautre  17  fr.  60  c;  combien  faut-il  mêler 

-     7 ' 
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é^Kectolitres  de  ehague  e$pêeepourguc  cAague  hectolitre  de  mélange 
vaille  18  /r.  10  c.  .   ' 

â8.  £n  aâmetêant  iefmémes  priœ  qus  d^ns  le  problème  préjcédent 
combien  fa^dre^t-il  pr^/sndré  d* hectolitres  de,  chaque  espéccy  pour 
obtenir  tifi  mélange  de  150  hectolitres  ? 

29.  On  a  trois  lingots ^  d! argent  :  le  premier  *est  du  poids  de 
^5Ù9  grammes,  et  au  titre  de  0,867;  le  second'pêsê^iSid  grdmmes,  et 
est  au'titre  de  0,914;  le  troisième  pète  2978  grammes^  et  est  au  titre 
de  0,896^;  on  demande  cornMen  il  faut  prendre  de  grammes  dans 
chaque  lingot  pour  en  former  un  quatrième  qui  soit  au  titre  de  901? 

90,  Dans  lès  mêmes  hypothèses,  combien  faudrait-il  prendre  de 
grammes  dans  chaque  lingotypouravçif  un  lingot  de  1200  gram- 
mes qui  soit  ^u  titre  de  90i?  *      i  .  •     , 

31.  Les  âges  de  deux  frères  font  ensemble  25  anXs  .'celui  de  Vaine 
est  les  V  de  celui  du  jeune  :  quel  est  Vâge  de  chacun  d'eux  p  ' 

32.  Une  personne  fait  planter  une  file  de  120  atlfres  4loignésl^e 

uns  des  autres  de  3  mètres.  V ouvrier  employé  à  cet  ouvrage  a  mis 

'  >  2 

OU  pied  de  chaque  at^e^iÊne  èroueftée  deterreâUy  e&ntmànt  les  ? 

d'un  mètre  ctlbe,  quHl  a  été  chercher  d  25  mètres  du  premier  arbre; 
on  demande  1*»  la  quantité  de  terreau  employée  ;  2«  le  temps  mis  à 
faire  Vouvrage,  sachant  que  Vùuvrier  a  travaille  7  heures  par  jour 
et  que ,  Vun  dans  F  autres,  il  a  fait  4  kilomètres  par  heure  ? 

33.  Trois  personnes  partagent  entre  elles  la  somt^e  de  743  /"r.,  de 
manière  que  la  première  en  prend  la  moitié:,  la  seconde  le  septième 
et  la  troisième  ié  reste  ;  eomMen  ret/iénP4l  à  chacune? 

34.  Partager  le  nombre  7346  en  trois  parties,  de  manière  que  la 
prewHère  •s&ît  à  la  secoiide  comme  13  à  47,  et  ^  cette  première 
partie  soit  à  la  troisième  comme  i9â^^^ 

35.  Un  géomètre  célèbre  passa  le  sixième  de  sa  vie  dans  Venfance, 
le  douzième  dans  Vadolescence,  ensuite  il  se  maria^  et  passa  le  sep- 
tième de  m  longue  carrière,  plus  5  ans,iivec  sa  fêmrne^  avant  d'a- 
voir eu  un  fils^  atiquel  il  survécut  de  4  ans:,^tqui^  lorsqu'il  mourut, 
avait  la  moitié  de  Vdgé  auquel  son  père  parvint;  combien  d'années 
ee  géomètre  m-t^l  vécu?  •  -     ,     • 

36.  Uf^père,  interrogé  sur  l'âge  de  son  fis,  répçnd  :  mon  â^e 
est  le  triple  de  celui  de  mon  fUs ,  et  il  y  a  dix  ans  qu'il  en  a  été  le 
quintuple  :  qt*el  est  Vâge  au  fils?  '        . 

37.  PluÂeurs  personnes  ont  gagné  entre  elles  la  somme  de  1521  fr. 
Il  y  a  auta^it  de  personnes  que  chacune  d'elles  a  gagné  de  francs; 
combien  y  OrtU  de  personnes  ? 
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ÇUantitéê  numériques  ineommeniurablei. 

99,.  DfeM  iM  çâlculft  oè  H  «ntre  its  qqnltUéd  incolnraeiisàrables^ 
ces  quantités  ne  pbutent  être  rénnfefl  ({ae^par  voie  (Tadditipn,  de 
soijMtraclion  »  de  maltiplication ,  d*éléyation  aux  (Hii^sances>  de  divi- 
sion, d'extraction  de  racines;  nons  âl1oni>donc  considërar,  comme 
type ,  ce  qni  àrrîre  quan^  on  Veut  faire  la  diyidon  de  deux  n,onibres 
dont  on  ne  peut  avoir  que  tes  valeurs  rapprochées. 

Je  supposerai  qu'on  peut  ivoir  chaque  quantité  incomqrensurable 

isolée  avec  lé'-degré  d'approximation  que  Ton  veut,  etje  vais  chercher 

à  déterminer  une  limite  que  ne  pourra  dépasser l'erreurcommîse  sur 

chacune  âeB  quantités  employées  dans  -l'opération^  pour  que  le  ré^ 

SHltat  final  obtenu  •  diflère  dn  résistât  vrai  d'Un  nombre  moindre  que 

^  -1  .       '        '  ' 

la  fraction  doooé«  j*,  ,  \ 

le  considérerai  deux  câs  :  y  le  diviseur  aenl  est  incoonnênSùrablè  ; 
^  lès  defOx  nombres  donnés  sont  incommensurable»^ 

Rremkr  09s.  Le  difiseor  ^iluÀ  incomineDMiEabto^  smt  à  divîaer  «1 
par  B. 

Le' quotient  exact  est  -^  et  si  r<mprend-B  par  excès,  lequdtient 
calculé  est  ^^  ., ,  on  demande  que  l'erreur  commise  qui  est 

^  —  ^  I  ,  soit  moindre  qne  -  ;  nous  avons  appelé  é  l'erreur  nu- 
mérique commise  sur  la  quaniàé  iocoaUBcnaurable  B.  Or,  -aoît  e  l'er^ 
reur  cherchée  qu'on  doit  commettre  sur  B^pôur  qu'on  a/l  -5-  —  5-7— 

moindre  que  j;  or  on  a,  puisque^  .' .,  est  le  quotient  par 
excès,  la  felatiop-jj-g-p>^-j^.    , 

H  suffit  de  prendre  |  -  ^^Kjô^  ïïiW^h<  i'  ^''  ®"  "^ 
nombre  inférietù!  à  B,  et  par  suite  à  B-<f-V>  «M  a  AtUeMveat 
rxir  ""rï  >  g(5q:^;dortcsionprett<l«telqueg::j<-,  a 
fortiori  aura>'t-on  „  -  ,   '^  <  - ,    on  preiidra  donc  4poùr  limite 
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ott  yj^g-^,^ir  conséquent  il/faudra  prendre  ^r  à  I^qq  P'^^- 


AAlTHBlAnQOB.  T|kttLtS'VT«iJ»:«T.tlO^  ti9 

Prenons  pour  exeUople  ~  dont  on  veut  avoir  \i  valeur  k  «près; 

on  dei|Hinde  ewi^ien  il  laudra  prendre  de  déciqiales  pour  la  valeur 

3*     '      9 
approchée  4p  ?r  ;  dir,  on  prendra  irk  i*app^otii&â6oA  j^  ou  ^^ 

Deuxième  cas.  SoieiU  A  et  IB  ctenx  nombres  incommensurables , 
onveutdivlëerATiarB.  .        ^      , 

Jepreûd8Ajtordéfeut>tBpat«tc*s,oua-j>g-p-;   lôlt   e 

l'erreur  jqu^n  ii<rft  conutfettre  sttfr  A  et  ff  pour  que  Terreur  eomuise 

sur  le  résuHat  soit  <  p  oTr  ona^;^  >  j^^»  <l'oÙ  on  aura 

qui  est  l'erreur  commise.  Il  itSSiï  de  prendre  «  lel  que 

Soie«t  A'  et  B'  deux  uM&bre»  plus  grands  qife  A  et  B ,  B"  un  non^- 
bre  inférieur  à  B,  et  par  suifte..à' B -f- ^ »  on  a  A'r+-B'>A4-Bet 

B"xB".ouB'«<B(B-fe)Vdoik;'on  aurâ-^^'^^'it'^'^  ^  luB^l) * 
donc   si    nous  prenons   é  tel    que   •  ■■'■3i""^<-j,»  ^  /oritort 

la  limite  de  ràppro^imation*  avec  laquelle  on  doit  calcnler  séparé- 

KÏ7      1 
ment  A  et  B.  Soit  cdmme  application  -7— *  jg^  P'^*  •  on  prendra 

»  '       '  '  3«  9  1 

K  17  et  ^,  chacun  à  rsy)preximatibn  g^^^.=  ,|jj^  *^  7Î55\* 

s 
On  voit  qu'il  suffit  de  .calculer  \/xi  et  ^ ,  chacun  à  0,01 'près.  Il  ré- 
sulte de  !S  que  dans  la  division  ,-=^,  quand  le  diviseur  seul  B  estinconF 
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mensurtble,  il  faul  prendre  ce  diviseur  pju*  excès  à  r.approximatioa 

— y  y  en  représentant  B"  on  nombre  ipférienr  à  B. 

m4  ..      ^   .  \   .       ^    '^- 

Dans  ladiTiûon -^.si A>et B  sont iucçvBtmensurables , on  prendra 

«"8 

A  par  défaut,  B  par  excès  chaenn  à  l'àppoiimatîon  ^,  ,  '  ;^    (1). 


Démonstration  élémentaire  du  principe  qwe  [1  +  ^^  ]  ^'^  ^v^otn- 

dre  9^\1'+ j)  *  ^^^  moj^n  duqmel  on  prouve  que  H  un 

.  ntmtire^  es|  plus  graud  que  VunUé  on  peut  trouver  l'indice  4^ne 
puissance  telle  qu'en  élevant  ce  nombre  à  cette,  puissance,  le 
résultat  soit  plus  grand  que  toute  ^^lumiité^donnée.  (â)'. 


100.  Soit  L'identité 


*.+i=»+s; 


dans  laquelle  je  suppose  que  ^  est  une- fraction  proprement  dite. 
Si  ^estuqe  notaTctUe  firaction  propcemeotidiÉe^  il  eBl  clair  q^ete 

produit  (  1  +  jrj  ^  Mra  plus  gr^nd  que  ^;  donc,  si  Ton  sgoute 

aux  deux  membres  de  Tidentité  ci-dessus  ces  deux  quantités  inégales, 
on  obtiendra  rinégalitè  suivante  : 

*+sr+i<*+s:+(*+é)è<(*+ï;).  (*+i> 

1  .'"'■. 

Si  =-  est  une  troisième  fraction  propïrement  dite^  on  se  convam- 

crade  même  que  le  produit  [l +  17--]  (l  +  V"  )  ^'  P'^  grsknà 

que:^:-.  A^outalit  ces  deux  illégalités  aux  4enx  membres  de  la  pré- 


(1)  Extrait  des  Ifouveilet  Annales  de  mathématiques,  tome  ]«',  paj^e  249,  p«r 
M.  Guilmiti.  •  .       ♦  . 

(2)  Extrait  de  l'ouvrage  de  M.Waltés. 
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cédenie  ioégalîtè ,  çt  réjlàisant»  on  en  concisra  llnègalité  suivante  : 

'+è+é+i<('H)('+t}0+i> 

E«  ^néral ,  si  êette  piropriétè  subsiile  poQr.nn  Qombre.n  —  i  de 
fractions,  ie  telle  sorte  qv^'on  ait  ' 

je  dis  qu'elle  subsistera  aussi  pour  un  nombre  n\ 

n  est  éyident ,  en. effet,  que  la  upavelle  fraction  ^^  sera  moindre 
que  le  produit 

('+t)('+é.>-('+il:;)£>  Z^' 

l'inégalité  préioédente  subsistera  donc  toujours  »  sL  Vx>n  ^ote  ^  àson 

premier  membre  et  le  produit  ci -dessus  au  second  :  exécutant  ces 
additions ,  et  réduisant  en  seul  les  deux  termes  du  second  membre , 
il  vient  :  / 

ce  qui  démontre  qu*en  effet  la  prf^priété  ci-dessus  ser|i  Traie  pour  n 

fractions,  sl'déjà  elle  Test  pour  n  —  1.  Or^  nous.en  avojis  démontré 

la  vérité  pour  deux  et4Mnir  trqis/;  H  s*ensuît  donc  qu'elle  est  générale. 

Gela  posé,  supposons  que  toutes, les  fractions  ci-dessus  sont  égales 

entre  elles,  et  représentons-les  par  ^  ;  dans  ce  cas,  le  prenner  mem- 
bre de  rinégalité  précédente  (deviendra  (l -f*n^j ,  et  le  second 

jnembre  prendra  la  forme  (^  +  j  )  i  ^^  a<u^  donc,  comme  «qus 
l'avons  annoncé ,  ^         '  «      -  . 

l  +  n4<(l+*)".    ■ 

Il  est  facile  de. prouver  qâe  cette  proposition  est  encore  vraie  lors 
que  -  est  négatif. 
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retranchant  ces  deux  quantité»  dans  les  deux  meng^ices  de  Tidentitè 
ci-dessus  •'  on  obtiendra  riné|;a1ité 

,  ■  '-^-ih<('-è)(i-È)^   ,  . 

et  en  répétant  le  mèùie  raisonnement  qoerirdesfffo^^  on  arrivera  an 
rèsnttat  suirant  : 

'-i-é;'-=-+é.<(-è)(<.-i):--('-0 

Supposant  donb  que  toutes  les  fractions  sont  égales  entre  elles  et 
qu'on  }esTe|Mse«te  psn^^ ,  celte  inégalilé  se  chnige*en  cetle-d  : 

■('->i)<(-i)-- 

C'est  ce  que  voulions  démontrer. 

CamplétnênU<irithmétiqiêes. 

101.  Dans  les  calculs  logarithmiques,  on  est  coifduit  souvent  à  re- 
trancher .un  iQgarifhibe  d'un  autre  ;  or  on  peiit  rémpUceft'  la  soustrac- 
tion à  effectuer,  pourladétermuiationdu  résultat,  par  une  simple  ad- 
dition ,  en  employant  les  compléments  arithmétiques.  On  appelle 
xsompl^BWt  arithmétique  d'un  logaj'itlmie  ee  qui  manque  à  ce  loga* 
Tithme  pour  faire  10  unités  ;  en  d'autres  termes ,  c'est  le  résultat 
^u-on  obtient^  sousirayailt  ce  logçirithme  de  10,  <t  cette  opération 
se  fait  très-facilement ,  et ,  pour  iPînsi  dire  ,  d'après  l'inspection  des 
^iOgtritlMMs.  Le  complément  arilhmétique  sie  dèiigne  par  Ci.  «^ 
qu'on  place  devant  le  nombre  dont  on  veut  chercher  le  logarithme  > 
^insi  on  a  Gt.arit.  7,930^73»  10—7,9308473,  et,  par  conséquent, 
pour  obtenir  le  ré^sultaC,  il  fatit  retrandi^  k.dernier  chiffre  significa- 
tif à  droite,  de  10 ,  et  chacun  des  autres  chiffres  de  9  ;  donc,  dans 
l'eiempte  précédent,  on  aura  Ct.  arit.  7,930^73^^2,0691527. 

Dans  le  cas  où  lé  dernier  chiffre  à  droite  du  logarithme  est  unO, 
il  faudrait  retrancher  le  premier  chiffre  significatif  â  la  gauche  de  ce 


Digitized  by 


Google 


ARITHMénOCfi.   TABLAS  VTÎLWS  ET  1V0T£S.  223' 

zéro,  deMÔ,  «t  les  aatres  chiffres  11  gaiiicba,  de  9  ;  ainsi ,  Gt.  aiit. 
8,34O570()r==i, 6594300. 

Supposons  qn*ofi  ai^à  soastraire .  de  la  somme  des  quatre  loga* 
rithmes  L\  L\  L",  L"  là  sommî^des  trois  autres  logarithmes  l,  T,  V\ 
et  désignons  par  Bla  différence,  on  a 

-^    D ou    L  +  L'+L*'-{-L"'  — (/  +  r  +  r)  = 

=-L-f  L'+i;'4^L':'+to-.i+io-.i;-fio--r-3o, 

ou        D  =  L  -f  L'  -I-  L"  +  L"+  Ct.  î  +  ce.  l  +  Cf.  T—  30. 

D'où  Ton  déduit  cette  règle  générale  : 

O»  prend  les'  eoiffpléments  arithmétiques  des  logarithmes  à  sous- 
traire-;  on  l^it  la  sociale  de  ces  compléments  et  des  logaiiibmes 
dont  U  fairt  soustrah^ ,  puis  on  retranche  de  là  caràctéristique  du 
réutot  liutant  de  fôis  fO,  on  antant'de  dftairies  qu'on  a  pris  de  -com- 
pléments, et  on  a  poqr  résultat  la  différence  demandée.  * 

Supposons  maintenant  qu'on  demande  de  trourer  le  nombre  cor- 
respondant à  un  logarithme  Mi^ecté  du' signe -^;  aiasi  soît  donné  le 
logarithme  —  0,82074  ,  on  demandé  le  nomhre  correspondant. 
Soit  N  le  .nombre  correspondant  au  logarithme  6,82074»  Ton  iaura 

log  |^<=  — 0,82074,  or  on  tait  troafer  tog  Nd.=  0,82074.  ^po- 
sons que  N==6,618i,  d'où  le  no'nibre  cherché  :=g-   a  j)our    valeur 


N 


=0,1511. 


6,6181 

B'où,  pourtrouver^  quel  nombre  correspond  un  logarithme  affecté 
du  signe  —  ,  on  cherche  d'abord  à  quelnombre  appartieot'le  loga- 
ritlmie  ,  abstraction  faite  de  son  signie ,  puis  on  diviàe  l'unité  par  le 
nombre  obtenu ,  le  quôtiei^t  est  le  nombre  demandé.  On  peut  encore 
avoir  recours  à  l'artifice  suivant  :.0n  met  le  logarithme  — 0,82074 
sous  la  Joi^he  4—0,82074—4 ,  ce  qui  revient  à  augmenter  et  dimi- 
nuer à  la  fois  le  logarithme  proposé/  de  4  unités;  il  vient 
4  -  032074  =3.17926  -^  4.  ^ 

Or  on  a  ,  d'après  les  Ubles  ,  3.17926  =  log  1511,  d  où^ 

3,17926-^  4  =  log  1511  —  log  10000 , 
et ,  par  conséquent , 

p,ë2074  -  log  -^^  ^  logJ0,15il. 

Soit  encore  à  déterminer  le  nombre  correspondant  au  logarithme 
-2,35478. 


Digitized  by 


Google 


0*abord  ce  logarilbme  éttat  con^ris  Mitire  -^  2  et  —  3 ,  le^oombre 

correspoodaDt   est    compris  entre     {âq  ^^  TgÂg-   ^^  V^^  ^" 

obtenir  la  vatenr  d'ajf»rès  le  «second  moyen ,  on  met  le  logarithme  soos 
la  forme  6  -  3,3S478 -- 6  *=^  3,6i5âS -^  6  ; , 

or  on  a  3,64âg3—log  4417,9  ; 

donc  6.-2.35478^6     ou  — 2,35478  =^  log  ^^  ; 

on  bien  -  2,35478  =  logJO,OOI4179. 

Le  second  moyen  consiste  donc -à  /etrancber  Jertogarithme  proposé 
d*aotant  d'anités,  phis4,  que  la  caractéristique  eu  reaferme  ;  à  déter- 
miner lé  nombre  corr.espondant  au  résultat  ainsi  obtenu;  puis  à  divi- 
ser ce  nombre  par  Tunilé  suiyie  d'autant  de  séroa  qu'on  a  été  obligé 
de  prendre  d'unités  pouc  effectuer  la  sons^action.  . 


Logarithmes  ¥tégaiif$  oU  logarithmes  des  fractioiM, 

1Û2.  Dans  les  logarithmes  ûet  nombres,  nous  n'avons  considéré  que 
la  progreçîdon  par  quotient  eroissante  à  l'Infini 

fri:  10: 100:1000,      . 

et  la  progression  par  différence  correspondante 

<-■  0.  1.  2,  3. 

Or^  si  «aa^ntenant  on  suppose  que  les  deux  progressions  Vont  en 
décroissant,  on  aura  la  progression  par  quotient  décrpissante 

•      -10  •   100  •   4000' 

et  la  progression  par  différence  eorresp<>n()ante 

tO.  —  t.— 2.  — 3. 

L'ensemble  des  deux  premières  progressions  est  composé  de  ter- 
es  qui  comprennent  tous  les  nombres  plus  grands  que  l'unité  et  leurs 
logarithmes. 

L'ensemble  des  deux  autrqs  progressions  est  composé  de  termes  qui 
•comprennent  tous  tes  nombres  plus  petits  que  rûnité  .  ainsi  que  leurs 
logarithmes,  ceuxici  n'étant  autre  chose  que  les  logarithmes  de  la  pre- 
mière partie  ,  précédés  du  signe  — ,  lequel  seH  à  distinguer  les  loga- 
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ritbmes  des  nombres  plus  grands  que  FuDitë ,  des  logarithmes  corres- 
pondant aifx  nombres  plus  petits  que  Funitjè. 

Les  nombres  précédés  du  signe  —  sont  appelés ,  en  algèbre,  nom- 
bres négatif  par  opposition  aux  nombres  ordinaires  qu'on  appelle 
Dombres  positifs  ou  absolus. 

La  considération  des  nombres  négatifs  dans  la  tbéûrie  des  loga- 
rithmes est  aussi  indispensable  que  celle  dès  nombres  positifs  ,  puis- 
que c'est  par  eux  seuls  qu'on  peut  exprimer  les  logarithmes  des  frac- 
tions. Gela  est  si  vrai,  que  dans  l'hypothèse ,  très-admissible ,  où  Ton 
aurait  d'abord  établi  le  système  des  deux  progressions 

^1.1.  1.1 


10  •  100  •    1000   • 
tO.    1    .    2    .       3      . 

(auquel  cas  toutes  les  fractions  auraient  eu  des  logarithmes  positifs  et 
d'autant  plus  grands,  que  les  fractions  eussent  été  plus  petites). Les 
logarithmes  des  nombres  de  plus  en  plus  grands  que  l'unité»  savoir 
1, 10,  100,  1000,  et  tous  lés  nombres  compris  entre  eux  auraient  été 
Hécessair^nent  représentés  par  là  série  dés  nombres  négatifs 

0,  --1,-2,^  3, 

et  tous  les  nombres  compris  entre  ceux-ci. 

Nous  allons  maintenant  indiquer  comment  on  peut  obtenir  le  loga- 
rithme d'une  fraction  proprement  dite ,  et  comment  un  logarithme 
négatif  étant  donné  ,  on  peut  obtenir  le  nombre  auquel  il  correspond. 

Je  dis  d'abord  que  le  logarithme  d'une  fraction  est  égal  au  loga- 

u 
nthme  de  la  fraction  renversée,  pris  avec  le  signe  —  ,  soit  ^  une 

fraction ,  on  a    a  <  ô  ,    je  dis  qu'on  a    log  ^  =  —  log  -  ;  en  effet, 

on  a  évidemment  ?  =  !:-,         d'où         logf  «  log  1  —  Jog  -  , 

o  a  0  d 

or  log  1  ==  0^       donc       log  ^=— log-. 

D'où  Ton  peut  établir  cette  règle  : 

Pour  obtenir  le  logarithme  d'une  fraction  on  soustrait  le  logarithme 
du  numérateur  de  celui  du  dénominateur,  et  on  prend  le  résultat 
avec  le  signe  — . 


15 
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103.  Complément  numérique.  On  peut ,  dans  un  grand  nombre  de 
cas ,  tirer  parti  de  la  propriété  du  complément  numérique ,  pour 
abréger  les  calculs  de  Farithmétique  (1). 

Le  complément  numérique  est  ce  qu'il  faut  ajouter  à  un  nombre 
pour  que  ce  nombre  deyienne  égal  à  10,  ou  à  100,  ou  à  1000 ,  ou  à 
lOOOOouà.... 

On  obtient  le  complément  d'un  nombre,  en  prenant,  à  partir  de  la 
gauche ,  la  différence  de  chacun  des  ctûffres  de  ce  nombre  avec  le 
nombre  9.  Toutefois ,  la  différence  de  son  dernier  chiffre  significatif 
de  la  droite  se  prend  avec  le  nombre  10. 

Tout  chiffre  significatif  pouvant  se  trouver  à  la  dernière  place  de 
la  droite ,  a  deux  compléments,  Tun  à  9  et  Tautre  à  10. 

Si  le  nombre  dont  on  forme  le  complément  est  terminé  par  un , 
par  plusieurs  zéros,  ces  zéros  doivent  être  mis  à  la  droite  de  la  série 
de  différences  partielles  que  Ton  a  obtenues^. 

Exemples.  Le  complément  de  8  est  2  ;  celui  de  56  est  44  ;  celui 
de  347  est  de  653;  celui  de  8965  est  1035;  celui  de  7066400 
est  2913600. 

104.  Multiplication  par  les  compléments.  Règle  à  suivre.  V  Places 
les  deux  facteurs  Tun  au-dessous  de  l'autre ,  de  manière  que  leurs 
unités  de  Tordre  lé  plus  élevé  se  correspondent  ;  2®  après  les  avoir 
ainsi  disposés,  écrivez ,  à  la  suite  du  multiplicateur,  autant  de  zéros 
qu'il  .y  a  de  chiffres  au  multiplicande  ;  3°  formez  à  côté  les  complé- 
ments des  deux  facteurs  ;  4^  multipliez  ensuite  le  complément  du 


O  Ce  qai  est  compris  entre  le  nO  103  et  le  nO  107  appartient  tout  entier  à  M.  Mer- 
paut,  ancien  professear  de  mathématiques  des  collèges  de  Saint-Brienc  etde  Vannes. 
M.  Merpaut  est  un  arithméticien  profond,  à  ^ui  l'on  doit  beaucoup  de  travaux  utiles. 

A.  B. 
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multiplicande  par  celui  da  multiplicateur,  et  portez  les  produits  par- 
tiels ,  à  mesure  que  vous  les  formez ,  au-dessous  des  zéros  qui  font  les 
tètes  de  colonnes ,  en  ordonnant  ces  produits  entre  eux  comme  à 
l'ordinaire  ;  5^  additionnez  le  tout.  La  somme  que  vous  obtiendrez 
sera  le  produit  que  vous  dierchiez ,  en  y  supprimant  Tunité  qui  s'a- 
vance à  droite.  Cette  unité  se  reproduira  dans  toutes  les  multiplica- 
tions faites  de  cette  manière  ;  mais  elle  devra  toujours  être  supprimée, 
comme  ne  devant  pas  faire  partie  du  résultat. 
l«r  Exemple,  Soit  à  multiplier  9867  par  987. 

Disposition  du  ealcuU 

9867 0133 ,  complément  du  multiplicande. 

9870000 013 ,  complément  du  multiplicateur. 

399 
133 


Produit...      i9738729 

2«  Exemple.  Soit  à  multiplier  7965  par  68976? 

Disposition  du  calcul. 

7865 2135,  complément  du  multiplicande. 

689760000...  31021,  complément  du  muUiplicatear. 
•8540 
4270 
2135 
6405 

Produit...    £u42496240 

3*  Exemple.  Soit  à  former  le  carré  de  8994? 

Disposition  du  calcul. 

8994 1006 

S9940000...  1006 

6036 
1006 
Carré....      ^80892036 


I  compléments. 


Remarque.  Le  procédé  indiqué  procurera  toujours  le  produit 
cherché  ;  mais  ce  procédé  n'est  avantageux  qu'autant  que  les  complé- 
ments des  facteurs  sont  exprimés  par  des  chiffres  moins  forts  que 
ceux  qui  représentent  les  facteurs  proposés. 
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Preuve  tréi-commode  de  la  muUiplicaHon»  Multipliez  celui  des 
deux  facteurs  que  vous  voudrez  par  le  complément  de  Fautre  ;  et 
ajoutez  le  produit  que  tous  obtiendrez  au  produit  que  vous  a  donné 
la  multiplication  que  tous  Toulez  Térifier. 

Si  cette  première  multiplication  est  bonne ,  et  que  tous  n*ayez  pas 
commis  d'erreurs  dans  la  seconde ,  la  somme  sera  égale  au  facteur 
ainsi  multiplié ,  suivi  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  dans 
Fautre  facteur. 

Vérifions  par  ce  procédé  le  produit  de  6743  par  867. 

Dispoiiiion  du  caicuL 

6743 
867.. .133,  complément  de  867 


47201 
40458 
53944 


Produit....  5846181 
20229 


6743 


Preuve...  6743000 

105.  Divisionpar  les  compléments.  Toutes  les  fois  que  le  diviseur 
sera  composé  de  chiffres  forts  ou  de  moyenne  grandeur,  le  calcula- 
teur trouvera  un  double  avantage  à  suivre  le  procédé  qui  va  être  in- 
diqué. 

t"  Exemple.  Soit  70619835  a  diviser  par  8979. 

Disposition  du  calcul. 

8979 1021 


70619855 
7  14  7 

7,7  7  6  6  8 
8  16  8 

8,5  8  3  6  3 
6  12  6 

6,4  4  8  9  5 
6  10  5 

7865 


5,0  0  0  0 

Règle  à  suivre.  1^  après  avoir  posé  les  termes  de  la  division  comme 
on  le  fait  ordinairement,  formez  le  complément  du  diviseur,  jet  por^ 
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tez  ce  complément  à  côté  ;  2*  après  avoir  mis  on  premier  chiffre  au 
quotient,  vous  le  ?érifierei  en  ajoutant  au  premier  dividende  partiel 
le  produit  du  complément  du  diviseur  par  ce  chiffre.  Cette  addition 
faite ,  séparez  par  une  virgule  le  premier  chiffre  de  la  gauche  de  la 
somme  obtenue. 

SI  ce  chiffre  que  vous  avez  ainsi  séparé  est  le  même  que  celui  que 
vous  avez  mis  au  quotient,  et  si ,  en  même  temps,  les  chiffres  qui 
restent  à  la  droite  de  la  virgule  composent  un  reste  moins  grand  que 
le  diviseur,  vous  pouvez  être  sûr  que  le  chiffre  que  vous  avez  posé  au 
quotient  est  celui*  qu*il  y  fallait  mettre.  Mais  si  le  chiffre  mis  au  quo- 
tient est  plus  fort  que  celui  qui  se  trouve  à  la  gauche  de  la  virgule ,  il 
est  trop  fort.  Diminuez-le  d*une  unité  et  faites  de  nouveau  l'addition 
et  la  multiplication  prescrites.  Si  ces  opérations  amènent  les  mêmes 
circonstances,  diminuez  d*une.  nouvelle  unité  le  chiffre  mb  au  quo- 
tient; continuez  à  le  diminuer  ainsi,  d'une  unité  à  chaque  fois,  jusqu'à 
ce  qu'il  soit  égal  au  chiffre  qui  est  à  la  gauche  de  la  virgule,  et  que  les 
chiffres  à  la  droite  de  cette  virgule  restent,  en  même  temps,  moins 
grands  que  le  diviseur. 

Si,  au  contraire ,  le  chiffre  mis  au  quotient  est  moins  fort  que  celui 
qui  est  à  la  gauche  de  la  virgule ,  ce  chiffre  est  trop  faible  :  augmen- 
tez-le d'une  unité ,  et  employez  les  mêmes  moyens  de  vérification. 
Ces  moyens  amènent-ils  Içs  mêmes  circonstances,  c'est-à-dire  le 
chiffre  mis  au  quotient,  en  second  lieu,  est-il  encore  plus  faible  que 
celui  qui  est  à  la  gauche  de  la  virgule  ,  augmentez-le  encore  d'une 
unité ,  et  ne  discontinuez  de  l'augmenter  (d'une  unité  à  chaque  fois) 
que  lorsqu'il  sera  égal  à  celui  qui  est  à  la  gauche  de  la  virgule. 

Une  fois  que  le  chiffre  mis  au  quotient  est  bien  vérifié  ,  les  chiffres 
qui  se  trouvent  à  la  droite  de  ^a  virgule  composent  le  reste  qu'aurait 
procuré  la  division  ordinaire.  On  descend  à  côté  de  ce  reste  le  chiffre 
du  dividende  total ,  ce  qui  procure  un  second  dividende  partiel ,  sur 
lequel ,  ainsi  que  sur  tout  les  suivants ,  on  se  comporte  de  la  même 
manière  que  sur  le  premier. 

Observaiion.On  a  porté,  au-dessous  de  chaque  dividende  partiel,  le 
produit  provenu  de  la  multiplication  du  complément  du  diviseur  par 
le  chiffre  mis  au  quotient;  mais,  de  même  que,  quand  on  opère  par 
l'ancien  procédé,  on  peut  faire  en  même  temps  la  multiplication  et  la 
soustraction  requises,  on  peut  aussi ,  dans  la  nouvelle  méthode,  faire 
simultanément  et  commodément  la  multiplication  et  l'addition 
prescrites. 

Exemple.  Trouver,  à  un  cent-millionième  d'unité  près,  le  quotient 
de  8783659  par  9786? 
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Disposition  du  calcul. 

8  7  8  3  6  5  9  I  y^86 0214 

8,9  K  4  8  5  i  S97,  57398324 

9,7  4  1  1  9 
7;5  6  1  7  0 
5,7  2  4  0  0 
7,88  98  0 
3,9  6  2  2  0 
9,8  14  6  0 
8,3  1  7  2  0 
3,2  3  6  2  0 
2,4  0  4  8  0 
4,1  3  3  6 

Remarque.  Les  chiffres  séparés  sur  la  gauche  de  la  somme  donnée 
par  les  additions  qui  servent  à  vérifier  le  quotient  étant  la  répétition 
exacte  des  chiffres  du  quotient ,  on  pourrait  rigoureusement  garder 
dans  la  pensée ,  au  lieu  de  l'écrire  réellement  à  la  place  destinée  au 
quotient,  le  chifi^re  qu'on  soumet  à  Fessai;  et,  alors,  Tappàreil  de  la 
division  en  serait  d'autant  simplifié. 

Si  Ton  adoptait  ce  mode,  qui  est  tout  à  fait  rationnel,  on  aurait  soin, 
quand  la  division  des  entiers  serait  terminée,  d'indiquer  cette  circon- 
stance par  un  signe  de  ponctuation  plus  fort;  par  exemple  au  moyen 
d'un  point  et  une  virgule,  comme  on  Ta  fait  ci-dessus.  Cette  ponctua- 
tion ferait  connaître  on  finit  la  partie  entière  et  où  commence  la  partie 
fractionnaire. 

Preuve  de  la  dimsion  par  complément.  1*  multipliez  le  quotient 
que  vous  avçz  obtenu  par  le  complément  du  diviseur  ;  2<*  ajoutez  le 
dividende  au  produit  que  vous  obtiendrez. 

La  somme  contiendra  toujours ,  quand  la  division  aura  été  faite 
exactement,  un  nombre  de  chiffres  marqué  par  le  nombre  des 
chiffres  du  dividende ,  augmenté  du  nombre  des  zéros  mis  à  la  suite 
des  restes  pour  avoir  des  décimales. 

Quand  la  division  n*aura  point  donné  de  reste ,  la  somme  sera  égale 
au  quotient  suivi  d'autant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  au  diviseur. 
Lorsque  la  division  aura  procuré  un  re$te ,  la  somme  obtenue  présen- 
tera deux  séries  de  chiffres  à  la  suite  l'une  de  l'autre.  La  première  r 
celle  du  côté  gauche,  sera  le  quotient  lui-même.  La  seconde,  celle 
de  droite ,  sera  le  reste  de  la  dernière  division  partielle.  Quelquefois 
ces  deux  séries  sont  séparées  par  un  zéro  et  quelquefois  par  plusieurs; 
mais  toi^ours  de  telle  sorte  que  la  première  offre  le  développement 
de  tout  le  quotient,  et  la  seconde  celui  de  tout  le  restée 
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Preune  de  la  première  division. 

Prodait  de  786»  par  1021 803  0165 

Dividende 7061  6835 

7865.0000 

Preuve  de  la  seconde  division. 

Prodait  de  89757398324  par  0214 1920808324  1 336 

Dividende  suivi  de  8  zéros .^...    87836590000  0000 

89757398324.1336 

106.  Complément  de  complémenU.  Le  complément  de  complé- 
ment est  le  complément  numérique  d'un  résultat;  obtenu  en  opérant 
par  compléments ,  d'une  certaine  manière. 

La  propriété  du  comf^ément  de  complément  permet  de  combiner 
l'addition  et  la  soustraction. 

Règle  à  suivre,  l""  écrivez  d'abord  les  uns  sous  les  autres ,  tous  les 
nombres  à  soustraire.  Soulignez  le  dernier  ;  2^  écrivez  ensuite  au- 
dessous  de  ce  trait  tous  les  nombres  dont  les  premiers  nombres  doi- 
vent être  soustraits  ;  3"*  au-dessous  de -ces  derniers  nombres ,  écrivez, 
en  FavançaQt  d'une  place  vers  la  droite,  un  nombre  composé  de 
cM&es<^  indiquent  respectivement  combien  il  y  a  de  nombres  d*un , 
de  deux ,  de  trois ,  dç  quatre...  chifiFres  parmi  ceux  dont  les  autres 
doivent  être  retranchés  :  Soulignez  ;  4»  cela  fait ,  additionnez  les 
nombres  qui  sont  au-dessus  du  premier  trait  avec  les  compléments 
de  tous  ceux  qui  sont  au-dessus  du  second  trait. 

La  somme  que  vous  obtiendrez  sera  le  complément  du  reste  que 
vous  cherchiez. 

1*'  Exemple.  Retrancher  la  somme  des  trois  nombres  4ôi  ,  732 
et  245  de  la  somme  des  deux  nombres  98Q  et  789. 

Disposition  du  calcul. 

451 
732 
245 

986 
789 

.an 

Complément  dd  reste 9653 

Reste  réel 0347 


(*)  Le  chiffre  2  indique  que  les  nombres  desquels  les  autres  doivent  être  sous- 
Ifaiis  sont  au  nombre  de  2. 
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2*  Exemple.  Un  négociant  a  venda  à  diverses  reprises  7349, 1256, 
873 ,  517,  119,  615  kilogrammes  de  marchandise  :  il  avait  emmaga- 
siné 9749, 7768,  5895,  697,  975  kilogrammes  :  combien  reste-t-il  en 
magasin  ? 

Disposition  du  ccUcul, 

7343  kilo. 


1' 

12M 

873 

§ 

517 

•s 

119 
615 

1   9749 

si 

o  <e 

as 

e 

i  7768 
J  '5895 
]   .697 
/   .975 

O) 

\  ^2C} 

'..... 

85639 

Complément  de  ce  qui  reste 85639 

Reste  réel 14361  kilo* 

Remarque,  On  peut  proposer  comme  exercices  la  recherche  de  la 
démonstration  des  différents  procédés  de  calcul  *qui  viennent  d'être 
iridiqaés. 

Fractions  continues. 

107.  Pour  avoir  une  idée  plus  précise  d'une  fraction»  on  cherche  à  la 

comparera  une  fraction  dont  le  numérateur  est  l'unité,  soit,  par  exemple, 

7  .  .  1 

-- ,  en  divisant  les  deux  termes  par  7,  on  trouve  -. 

N  est-il  pas  naturel  de  Ôhercher  à  effectuer  une  semblable  opération 

sur  toute  fraction  ordinaire  ? 

7  7 

Prenons  la  fraction  --  ;  en  divisant  les  deux  termes  de  r—  par  7,  nous 

trouvons  —  ,  ou  en  effectuant  la  division  autant  que  possible,  nous 

T 

1  ,  ,.  5  ,     .        .        1       .     .  i     jr 

trouvons  en  nes'Ueeant  -  nous  avons  la  fraction  -  :  ainsi  --    dii- 

5  °   *  7  2  2 

^+7 


C)  Le  nombre  32  indique  qu'il  y  a  trois  nombres  de  quatre  chiffres  et  deux  de 
trois,  parmi  ceui  qui  désignent  les  quantités  emmagasinées. 
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7 
fère  peu  de  — .   Xa  lieu  de  prendre  2  pour  quotient ,  nous  pouvions 

1.7  11 

prendre  3,  la  fraction  fût  devenue  -  ;  ainsi  —  est  compris  entre  «  et  -. 

1  5 

Mais  prenons  la  fraction  elle-même  — ^ ,  nous  pouvons  opérer  sur  - 

»+? 

7.1                           1 
comme  nous  l'avons  fait  sur  r-  ,  nous  obtiendrons  - ,  ou  bien ; 

5  7       1. 

remplaçant  ;f  par  sa  valeur,  nous  trouvoris  pour  --,    ^         ,  puis 

2  7         5  2   ,     ,  . 

opérant  sur  -  comme  sur  les  fractions  jg  et  - ,  nous  trouvons  j  égal  a 

-  = ,  donc  enfin  —  s= ^ 

»+— -1 
2  +  â 

Cette  fraction  est  dite  vote  fraction  continue. 

Il  est  évident  qu*en  prenant  une  fraction  continue  on  peut  revenir  de 
cette  fraction  continue  à  une  fraction  ordinaire  ;  soit ,  pour  exemple,  la 

fraction  continue  '  ,  c  est  en  remontant  que  nous  trouve- 

rons  la  fraction  ordinaire,  et  d'abord  6 -f-  -  est  égal  à  — - — ,  c'est- à - 

j.      31       .     .                    1 
dire  -—  ;  ainsi  on  a  déjà 

7H 

31  ,,20-1-31       51  ^1  .     .   ^    .  ' 

♦  4-    -  est  égal  a — - — =-=-,  on  a  donc  — -,   ,  mais  1  divise  par 
o  5  5  1 

7+  — 
51 

T 
51  ,     ,  ,    5  1  5 

■p  est  égal  a  --,  on  a  donc  pour  la  fraction  ,  or7-| — -  est  égal 

*  51  «  .     5  51 

'+51 
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.    357-f5        362  ,  1  ^.        51  ,  , 

a  — — —  ou  ■—-;  on  a  donc  encore  -— •,  ou  bien  zrrz   POur  la  valeur 
51  51  362  362    *^ 

'"5r 
de  la  fraction  continue 

Donnons  les  définitions;  les  fractions  -,  r*  -  »  r    se  nomment  frac- 

7    4    6    5 

lions  intégrantes  ;  les  dénominateurs  7,  4 ,  6,  5  sont  les  quotiemts  incom" 
pletSf  et  si ,  en  se  bornant  à  une  approximation ,  on  prend  ~  on  bien 

,  ou  bien ,  ou  enfin  ■ 


les  fractions  ordinaires  égales  à  ces  fractions  continues  se  nomment  des 
réduites  (1). 

Formation  et  propriété*  des  'réduites. 
Prenons  la  fraction  générale  continue 

.+— 

■*-    . 

Loi  de  formation  des  réduites.  Ou  a  pour  les  deux  premières  réduites 

a  1       ab+i    „ 

«=- ,  a  4-  -  =  -.  11  est  évident  que  pour  avoir  la  troisième ,  il  suf- 


(1)  Les  fractions  continues  ont  une  très-grande  importance  dans  les  mathémati- 
ques élevées  ;  et,  d'ailleurs,  comme  elles  doivent  être  comprises  pour  la  théorie  des 
logarithmes  considérés  d'une  manière  algébrique,  nous  les  plaçons  à  la  suite  de 
l'arithmétique,  parce  que  les  élèves  de  l'école  centrale  des  arts  et  manufacturer 
auront,  en  un  seul  volume,  toutes  les  parties  de  Tarithmétique. 
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fit  de  mettre  dans  la  seconde  i+  -  au  lieu  de  6 ,  et  il  vient  :  a  H = 

i+1 


.(*+î) 


= ,  on  obtiendra  la  qnatneme  en  changeant  c 

b+i  """^ 

c 

en  c  +  -,  et  ainsi  on  pourra  les'obtenir  toutes. 
a 

Il  est  facile  d'apercevoir  la  loi  de  la  formation  cTe  ces  réduites;  car  la 
troisième  peut  se  former  en  multipliant  par  c ,  les  deux  termes  de  la  se- 
conde ,  et  en  ajoutant  au  tiumérateur,  le  numérateur  de  la  première;  et 
au  dénominateur ,  le  dénominateur  de  cette  première.  Il  s'agit  de  savoir 
si  cette  loi  est  générale.  Elle  est  vraie  pour  trois  réduites  consécutives. 
Nous  allons  démontrer  qu'elle  est  vraie  pour  la  quatrième. 

P    Q   R 
Soient  —,  ~,  —,  trois  réduitescoqsécntives  pour  lesquelles  la  loi  est  vraie; 

j> 
soit  m  le  quotient  incomplet  correspondant  à  ~,  on  a  R  «■  Qm  +  P,  R' 

=Q'm  +  P'.  Soit  "  la  fraction  intégrante  qui  vient  après  m ,  on  aura  la 

R  .  i  .  ^ 

rédoite  qui  suit  ni  i  ^^  remplaçant  m  par  m  +  -  dans  l'expression  de  —  ; 

^V'"^;j"*"^      „(Qm+P)+Q      R»-f-Q     r. 
on  aura  — ^ f =    ,^,       J  \:,  =v,    \^, .  Cette  réduite  est 


Q'(«+l). 


formée  d'après  la  loi  indiquée,  et  ainsi  généralement  :  chaque  réduite  y  à 
partir  de  la  troisième ,  se  forme  en  multipliant  par  le  nouveau  quotient , 
chaque  terme  de  la  précédente ,  et  en  ajoutant  à  ces  produits  les  termes  res- 
pectifs de  l'autre  précédente. 

Les  réduites  sont  alternati\fement  plus  petites  et  plus  grande/ que  la  frac- 
tion  continue. 

La  première  a  est  plus  petite  que  la  fraction ,  puisque  l'on  néglige  toute 

la  partie  fractionnaire  qui  suit.  La  seconde  a  +  -  est  plus  grande,  puis- 
que le  dénominateur  b  est  plus  petit  que  dans  la  fraction  continue.  Le 
même  raisonnement  s'applique  aux  réduites  suivantes. 

La  différence  entre  deux  réduites  consécutives  ,  est  égale  à  l'unité  divisée 
par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  réduites.  —  La  différence  entre  les 

deux  premières  est  a  -f =  7—7.  Or,  je  vais  démontrer  que  la  diff'é- 

b      1       iX^ 
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rence  entre  deux  réduites  consécutives^  est  égale,  abstraction  faite  du  si- 
gne,  à  un  nombre  constant  divisé  par  le  produit  du  dénominateur  de  ces 
réduites.  Ce  nombre  constant  sera  évidemment  Tunité. 

P    Q    R 
Prenons  trois  réduites  consécutives  ^^,  pry.  —,  on  a  par  la  loi  de  for- 
mation : 

R       Qm  +  P   ,       ,.„,  ,,  .  -      Q       P 

^  =  TTi — riTr  ^^^  différences  entre  ces  réduites ,  sont  :  —  —  :=r;  = 

P'Q-PQ'    R        Q       Qm+P      Q       PQ'-P'Q   ,     ,, 

P'Q'  '  R'  -  Q>=Q^;rrp-Q>-'  Q'R>  '  ^  <«»»««'»'*"«' 
toujours  le  produit  des  dénominatemrs  des  réduites ,  et  le  numérateur, 
qui  est  le  même  au  signe  prés«  sera  : 

PQ'-.p'Qssdbl; 

on  prendra  le  signe  +.  si  la  réduite  retranchée  est  de  rang  impair,  et  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 

La  différence  •^jrrj  est  plus  grande  que  Terreilr  commise ,  en  prenant 

l'une  des  deux  réduites  pour  la  Valeur  de  la  fraction  continue  ;  mais  les 
dénominateurs  augmentent  jnsqu  à  Tinfiui  ;  donc ,  on  pourra  prendre  des 
réduites  qui  donnent  la  valeur  de  la  fraction  avec  une  approximation  dé- 
terminée. 

Les  réduites- formées  suivant  la  loi  indiquée,  sont  des  fractions  irréduC' 
tibles, 

P 

Soit  —  une  réduite.  Supposons  qu'il  y  ait  un  facteur  p  commun  aux 

deux  termes  ;  mais  alors  p  devrait  diviser  PQ'— P',  ce  qui  est  impossible 
puisque  PQ'— P'Q  ru  ±  1. 

Chaque  réduite  est  plus  approchée  de  la  vraie  valeur,  que  la  réduite  pré' 
cédente. 

^  ,RQm  +  P  ...  ,,i. 

Nous  avons  trouve  —  =  pr^ —  ;  pour  avoir  la  valeur  où  de  la  trac- 
tion continue  ,  il  suffit  de  remplacer  m  par  m  +  1,  etc Je  représente 

cette  partie  par  Xy  et  j'aurai  ; 

<?r  +  P 

P   Q 

je  cherche  la  différence  entre  œ  et  deux  réduites  =r,  -p-.,  consécutives ,  el 

P'  C^' 


]ai: 


p     Qr  +  P  P  _r(P^Q— PQ^) 

"^    P'  ~  Qy+P'  P' — P'  (  QV  +  P') 

Q      Qr  +  P  Q      (PQ^-FQ) 

""     Q'~  Q.r+P'  Q'~  Q'(QyH-P') 
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Mais  on  a  PQ'  —  P'Q  =  d:  1  ;  et  ainsi  ces  différences  viennent  à 


a?  — =r. 


F""P'(Q'r+PO 

Q  _        ±1   . 

Or^  est  pins  grand  que  1,  puisque  c'est  un  quotient  complet  ;  et  Q'  est 
plus  grand  que  P'  ;  donc  la  deuxième  différence,  abstraction  faite  du  si- 
gne ,  est  moindre  que  l'autre.  Cest  pour  Cela  que  les  réduites  sont  appe- 
lées yrac/io»*  convergentes. 

Lorsqu'on  prend  une  réduite  pour  la  Pâleur  de  la  fraction  continue.  Ver' 
reur  est  moindre  que  l'unité  divisée  jwr  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
réduite  et  de  la  suivante  ^  et  elle  est  plus  grande  que  l* unité  divisée  par  le 
produit  du  premier  dénominateur,  multiplié  par  la  somme  de  ce  dénomina- 
teur et  du  suivant. 

Prenant  la  différence  x— rry=g  ,  il  est  évident  que^  est  plus 

grand  que  m,  et'moindre  que  m  +  If  donc  : 
_Q       1 


Q'^Q'((ym+P') 


^-cv>\ 


OrQ>m+F  =  >^donco.^|<^,>^,^^f^Q,^. 

Chaque  réduite  donne  es  videur  de  la  fraction  continue  y  avec  plus  d'ap' 

proxitnation  que  toute  fraction  qui  aurait  un  dénominateur  moindre. 

P    Q  p 

Reprenons  deux  réduites  consécutives  ^t  pr;  soit  —,  une  fraction  irré- 

Q  P 

doctible,  qui  donne  x  plus  exactement  que  -rr-,;  comme  x  est  entre  •5;  et 

Q  »  PO 

^f,  il  faut  que  -,  soit  elle-même  entre  ^  et  pr-,,  et  plus  près  de  la  se- 
conde que  de  la  première.  On  aura  donc ,  ab&traction  faite  des  signes  des 

»       P       O       P       bP'— d'P         1 
différencesp-p<  ^,-^ou-pp-<p^,;  maispP'-ii'P  est  au 

moins  égal  à  1  ;  il  faut  donc  quep^P'  soit  plus  grand  que  P'Q^  oap*  >  Q', 

p  Q  . 

et  ainsi  pour  qu'une  fraction  —,  approche  plus  de  la  valeur  que  ^r  il  faut 

que/i'>Q'. 

Équations  exponentielles. 

108.  On  appelle  équation  exponentielle,  celle  dans  laquelle  l'inconnue 
est  en  exposant. 
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Avant  d'indiquer  les  propriétés  de  ies  équations,  nous  allons  démontrer 
qae  les  puissances  d'an  nombre  positif  différent  de  l'unité,  peuvent  re- 
produire tous  les  nombres. 

Soit  d*abord  un  nombre  A  plus  £^and  que  l'unité.  Représentons  par  x 
et/  deux  variables,  et  posons 

j^  =  A«. 

En  donnant  à  x  les  valeurs  0,  1,  2,  3 jr  prend  successivement  les 

valeurs  1,  A,  A*,  qui  croissent  indéfiniment;  et  si  x  augmente  d'une 
manière  continue  entre  0  et  1, 1  et  2  ,  /prendra  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles entre  1  et  A,  entre  A  et  A*. 

En  faisant  x  négatif  et  le  changeant  en  —  or',  on  aura  y  =  A^-^^'  es — 

et  si  X*  augmente  d'une  manière  continue ,  à  partir  de  0,  le  dénomina- 
teur augmentera  d'une  manière  continue  jusqu'à  « ,  et  la  fraction  dimi- 
nuera d'une  manière  continue,  depuis  1  jusqu'à  ^  ou  0. 

QO 

Soit  j  un  nombre  positif  moindre  que  Tunité ,  posons/  =s:  f  j  J     =t 

•—,  Si  X  augmente  de  0  à  l'infini,  «r — prendra  tous  les  états  de  grandeur 

depuis  1  jusqu'à  0,  et  si  x  diminue  depuis  0  jusqu'à  —  «,  la  fraction 
prendra  tous  les  états  de  grandeur  depsis  1  jusqu'à  l'infini  positif. 

Lorsque  dans  l'équation  A=s  JB^  A  est  donné,  on  peut  trouver  x  a^eçiout 
le  degré  d'approximation  qu'on  ^eut. 

Supposons  d  abord  A  et  B  plus  grands  que  l'imité  ;  si  on  prend  pour  x 
les  valeurs  0, 1,  2,  on  parviendra  à  deux  nombres  consécutifs  m,  m+ti 

1     , 

qui  seront  tels  que  A«»<B,  A«»+*>B,  On  pourra  poser  x  ««  m  -H  -;/ctant 

y 

plus  grand  que  l'unité  ,  on  aura  : 

t  1  i 

a"*^^=  B  d'où  A«XA^=:B,  d'où  A''=.^ 

A*» 

/  B  Ny 
Enfin  •  A  =  (  j-  )   ;  le  quotient  de  B  par  A»»  étant  compris  entre  1  et 

A,  on  pourra  donner  à/  toutes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  A,  et  en  con- 
tinuant ainsi ,  la  valeur  de  x  sera  exprimée  par  une  fraction  continue. 

Soit  A*=  B',  B'  étant  inférieur  à  l'unité,  x  devra  être  négatif ,  et  on 
posera  x= — /,  d'où  : 

A-y  =  B'  ou  —  =  B',  d'où  Av  =  — 

As  D 

et  cette  équation  rentre  dans  le  cas  de  la  première ,  puisque  =rr  est  pins 
grand  que  l'unité. 
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Soit  A'»  =  B,  A'  étant  moindre  que  1 ,  et  B  plus  grand  que  1.  La  va- 
leur de  X  devra  être  négative;  nous  poserons  x=x— /,  et  il  viendra  : 

A'-«=B,oa^=B.doù(-~y=B, 

et  comme  — :  est  plos  grand  qae  1 ,  on  retombe  dans  le  premier  cas. 
A 
Soit  enfin  A'*  =  B',  A',  B',  étant  moindres  que  Tonité.  Si  l'on  divise 

il  , 

l'unité  par  chaque  membre,  il  vient  :  *rr^  =  —,  et  on  est  ramené  au  pre- 
mier cas. 

Nous  allons  chercher  les  conditions  nécessaires  pour  que  ré<piation 
A«=:  S  puisse  être,  vérifiée  par  une  valeur  commensurable  de  x,  A  étant 

entier,  et  B  commensurable  ;  représentons  par  -  la  valeur  de  x,  on  aura  : 
P 
À«=B,d'oùA''  =  B'. 

Pour  que  cette  égalité  existe  i  il  faut  que  B  soit  entier  ;  il  faut  de  plus  que 
A  et  B  soient  composés  des  mêmes  facteurs  premiers,  puisque  tout  facteur 
qui  divise  AP ,  doit  diviser  Bq.  Or,  tout  facteur  qui  divise  Ap  ,  divise  A  , 
et  doit  divises^ B.  Cela  posé,  si  a  et  i  sont  les  facteurs  premiers  de  A,  on 
dem avoir  A=ra«in,  B=ra»»'An',  et  ainsi  légalité  Ap=B«  devient a«vA««= 
am'qbnfq .  et  pour  que  cette  dernière  ait  lieu ,  il  faut  que  mp=nifq,  np=:n^q, 
et  po«r  que  cette  demies  ai^  lieu  ,  il  faut  que  mps=m^q,  npz^n'qt  d'où 
P      m}       n' 

q^  m        n' 

m'       n': 
Ces  conditions  suffisent  ;  car  on  a  A  =  a**^** ,  B=  a"»  &•*',  —■  =="^  <*  ou 

m'  mfn 

A"  =a«'*  "•  =zan^'b*'=z  B. 

P 

Si  la  valeur  de  x  était  négative,  on  poserait  xzs. ;  d'où  A^=B,Bî— 

■j- ,  et  il  faut  que  B  soit  une  fraction  telle  que,  réduite  à  ses  moindres 
termes,  le  numérateur  soit  l'unité,  et  le  dénominateur  un  nombre  dont  la 
puissance  q  soit  égale  à  A*»  ;  et  si  A  =  ««è»»,  il  faudra  que  B  = -^jrjj^,  et 

£-^ 
n"  n' 

Logarithmes. 

109.  Les  valeurs  de  x  dans  l'équation  A«  =  j,  A  étant  positif,  sont  ap- 
pelées les  logarithmes  des  valeurs  correspondantes  de  y  ;  A  est  la  hase  du 
syttèmê  de  logarithme  fourni  par  cette  équation. 
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Soïty,  y^x",  des  nombres;  x,.x\  x",  leurs  logarithmes,  on  aura  : 

y  =  A«',  /'=A«"; 
d'où  yy'y  =  A*+»'+aj".  donc  log.  yyV'  =*^  4-  x'  +  x"  =  log.  7  +  log. 

y  +  ïog-/'- 

1.  On  conclut  de  là  ,  que  le  log,  d'un  produit  est  égal  h  la  somme  des  lo^ 
garithmes  de  ses  /acteurs. 

On  a  aussi  de  jr  =r  A»  ,y  :=  A*'. 

^=:_=:A»-»' 
yi       A«' 

Donc  log .  ^  =r  X— x' = log.  ^  —  log.  y. 

2.  Le  log,  d'un  quotient  est  égql  au  logarithme  du  dividende,  moins  ce- 
lui  du  diviseur, 

de^=A*"^,  on  tire  Iog.^»»=mx=mXlog.y. 

3.  Le  log,  d'une  puissance  est  égal  au  log,  du  nombre  multiplié  par  l'ex- 
posant de  la  puissance. 

logo^ 
'  jr      mm 

4.  Ze  Ibg,  d'une  racine  d'un  nombre  est  égal  au  log,  du  nombre  divisé  par 
l'indice. 

Module,  On  jfeut  passer  d'une  base  A  à  «ne  autre  base  B>  lorsque  l'on 
connaît  les  logarithmes  des  nombres  pour  la  première. 

Soit  N  un  nombre,  soit  x  le  logarithme  de  ce  nombre  dans  la  base  B , 
on  aura  : 

B«=:N. 

Prenant  les  log.  des  deux  membres  dans  la  base  A,  on  a  :  x  log.  B  = 

>       «r    «  !         log.  N  1         ,       „       1  ,  „   , 

log.  N ,  d  ou  X  =  j_^= j—g  xlog.  N;  j— ^  est  ce  qu  on  appelle  le 

module  de  la  nouvelle  base  B,  par  rapport  à  l'autre  A. 


On  a  1  y-  =  A  —  d*oii  log. .  x  =—  a 

V  y  rn  °    V  y      - 


FIN  DB  L'ARITHMÉTIQUE. 
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CHAPITRE  PREMIER- 
NOTIONS  PRlbnnNAlRES.  —  DÉFINITIONS. 


1 .  L*ALGBBRB  a  poar  bot  de  donner  des  tkfjies  générales  poar  ré- 
soudre les  questions  relatives  «aia  Quantités. 

Pour  parvenir  à  ces  règles  g^iérales,  en  représente  par  deê 
LBTTKBS  de  Valphiibei  les  nombres  que  Von  considère.  Au  moyen  de 
cette  convention ,  les  caractères  qui  représentent  les  nombres  ,  en 
algèbre ,  ne  désignent  par  euK-mèmes  aucune  valeur  particulière. 

Les  signes  des  opérerions  à  effectuer  sur  les  quantités  proposées  « 
et  les  signes  qui  expriment  la  relation  de  grandeur  de  deux  quantités, 
sont  les  mêmes  eh  algèbre  qu*en  arithmétique. 

Ainsi ,  deux  nombres  étant  désignés  par  les  lettres  a  et  b,  les 

expressions 

a  * 

a+b,a^b,  axb  ou  a.b,    -ou  a:  6, a*,  j/- 

iodiquent  que  Ton  aura  à  effectuer  la  somme  de  ces  deux  nombres  ^ 
im  leur  d^érenee^  ou  leur  produit,  ou  le  quotient  du  premier  di- 
visé par  le  see<»d,  ou  la  deuxième  puissance  du  nombre  a»  ou  Tex- 
traotton  de  la  racine  cubique  du  nombre  a. 

Si  le  nombre  a  doit  être  plus  grand  que  b ,  ou  égal  i  b,  ou  moindre 
que  ( ,  on  Tindiquera  en  écrivant  : 
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La  représentation  des  nombres  par  les  lettres,  et  Tindication  des 
opérations  à  efféctaer  et  des  relations  de  grandeur,  par  les  signes  que 
nous  venons  de  rappeler,  constituent  ce  qu*on  appelle  la  notation 
algébrique» 

La  notation  algébrique  a  Tavantage  d*exprimer  très- brièvement 
et  avec  beaucoup  de  clarté ,  les  relations  qui  existent  entre  les  quan- 
tités comprises  dans  renoncé  d*une  question ,  et  Fensemble  des  opé- 
rations à  Taide  desquelles  on  peut  déterminer  le  résultat  qu  il  s*agit 
d*obtenir. 

Une  quantité  exprimée  au  moyen  de  la  notation  algébrique ,  prend 
le  nom  de  quantité  algébrique  ou  quantité  littérale. 

2.  Donnons  un  exemple  de  Tapplication  de  la  notation  algébrique 
à  la  résolution  d*un  problème. 

Qu'un  BÉNÉFICE  connu  ait  été  fait  par  trois  associés ,  dofU  les 
MISES  sont  données ,  on  propose  de  partager  ce  bénéfice  entre  les  m- 
sociés , proportionnellement  à  leurs  mises. 

Nous  désignerons  par  n ,  le  nombre  des  francs  que  Tassociation  a 
gagnés  ;  a,  & ,  <;,  les  nombres  de  francs  composant  les  mises  partiel- 
les ;  par  s^  la  mise  totale ,  ou  la  valeur  delà  somme  a-^b-^-C;  enfin, 
par  X,  y,  z,  les  nombres  de  francs  qui  doivent  revenir  à  chacun  des 
associés  pour  sa  part  de  bénéfice.  ^ 

De  ce  que  les  trois  associés,  avec  s  francs,  ont  gagné  ensemble  ti 
francs ,  il  est  facile  de  conclure  que  chacun  des  francs  de  la  mise  to- 
tale a  fait  gagner  un  nombre  de  francs  exprimé  par  -  ou  ^,    . 

Par  conséquent,  le  nombre  a  de  francs  de  la  première  mise,  doit 
faire  gagner  au  premier  associé  un  nombre  de  francs  â?,  qui  est  ex- 

On  voit  de  mèine  que  le  gain  y  du  deuxième  associé ,  est  exprimé 

P"ïï+î+-cX*fr«nc''; 

qu'enfin ,  le  gain  z  du  troisième  associé ,  est  de    j^.  ,  '  X c francs. 

Ainsi ,  le  problème  est  résolu;^  et ,  sans  avoir  eu  égard  aux  valeurs 
numériques  particulières  que  Ton  peut  attribuer  aux  mises  des  as- 
sociés et  à  leur  bénéfice  total ,  nous  avons  découvert  les  opérations 
quHl  faut  effectuer  sur  les  nombres  donnés  a,  byCyn,  p^ur  obtenir 
les  gains  partiels  a;,  y,  z ,  qui  étaient  liés  aux  nombres  donnés  par 
les  conditions  du  partage. 
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Si  Ton  énonce ,  en  langage  ordinaire ,  Tune  des  formules  algé- 
briqws 

on  retrouvera  la  règle  donnée  en  arithmétique  sous  le  nom  de  régie 
de  compagnie ,  ou  règle  de  société» 

3.  On  peut  maintenant  apprécier  la  différence  qui  existe  entre  Tal- 
gèbre  et  l'arithmétique  proprement  dite. 

L'arithmétique  établit  des  règles  certaines  pour  effectues  les  opé- 
rations sur  les  nombres  donnés  ;  ellq  fait  connaître  des  procédés  à 
l'aide  desquels  on  découvre  le  nom  du  nombre  qui  exprime  la  valeur 
du  résultat. 

Le  résultat  algébrique  f  au  contraire ,  ne  présente  encore  que  Vin- 
dication  des  calculs  qui  devront  ensuite  être  effectués  k  Taide  des 
procédés  arithmétiques. 

Dans  Texemple  précédent,  il  faudra,  pour  utiliser  les  formules 
que  nous  avons  obtenues,  passer  des  lettues  a,  6,  c^  n,  aux  valeurs 
numériques  qu  il  conviendra  de  leur  attribuer  dans  chaque  cas  par- 
ticulier. 

Si  Ton  suppose  un  bénéfice  de  15  000  fr.,  et  des  mises  de  2,000 
3,000  et  5,000  fr.,  on  trouvera  par  Yadditiàri  arithmétique,  que  la 

mise  totale  a-|-ô+  c,  est  de  10,000  fr.  L'expression     j- .  .  ■   pren- 

15000 
dra  la  valeur  particulière  ttvôôo  *  ^"*  ^^  réduit  à  1, 5;  et,  en  achevant 

les  calculs  arithmétiques ,  on  obtiendra  les  gains  partiels 

a?  =1,5X2000= 3000 
y  =1,5X3000=4500 
a  =1,5X5000=7500. 

4.  Un  ensemble  de  quantités  algébriques  réunies  par  les  signes  -|- 
et—,  forme  un  polynôme.  Chacune  de  ces  quantités,  considérée 
avec  le  signe  qui  la  précède  ,  est  un  terme  du  polynôme. 

Ainsi ,  les  expressions  a  +  5  +  ^»  ^  —  b-^-c,  sont  des  polynômes. 
Les  quantités  a ,  —  b  ,•-{■■&,  sont  les  termes  du  second  polynôme. 

Il  est  évident  que  les  expressions  a-i-b^b-^-a  ,  représentent  une 
seule  et  même  quantité.  Par  cette  raison ,  le  terme  a ,  qui  n*est  pré- 
cédé ni  du  signe  -|~i  ni  du  signe  —  ,  est  considéré  comme  s'il  était 
affecté  du  signe  +• 

Un  terme  qui  a  le  signe  ^  est  appelé  terme  additif;  ua  terme  qui 
a  le  signe  —  est  appelé  terme  soustraetif. 
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Si  un»  quaotilé  algébrique  a,  par  eiemple ,  oa  —  à,  n'est  réunie 
à  aucune  autre  par  les  signes  4-«t—  >  on  l'appelle  wurnômCy  ou  sim- 
plement terme. 

On  nomme  binôme ,  un  polynôme  à  deux  termes,  tel  que  a-[-b, 
oua— (. 

On  nomme  trinôme,  un  polynôme  à  trois  termes,  tel  que  a  \  ^-  |-Cy 

Au  lieu  d'écrire  a-f~^+^>  on  écrit  3a,  et  Ton  ditque  le  nombre  ^ 
est  le  coeflMmtfie  a. 

En  général  on  nomme  çoef/ieient,  m  nombre  placé  comme  facteur 

2 
devant  une  quantité.  Ainsi ,  les  nombres  2,  ^sont  des <;of/^enl«  dans 

les  expressions  2a,  «a.  Uniterme  derant  lequel  on  n*a  pas  écrit  de 

coefficient,  est  considéré  comme  s'il  atait  le  coefficient  1. 
Le  terme  5,  par  exemple ,  représente  la  ifièine  quantité  que  1  X  ^' 
Le  coefficient  est  écrit  à  côté  du  facteur  suivant ,  sans  quWcun  si- 
gne soit  interposé ,  de  sorte  que  le  signe  de  la  multiplication  est  sous- 
entendu. 

La  même  eonfention  «'applique  à  un  produit  indiqué  de  facteurs 
représentés  par  des  lettres.  Ainsi,  Ton  écrit  abc,  au  lieu  de 
axbxe. 

On  entend  par  ftaleur  numérique  d'un  terme ,  ou  valeur  absolue 
d'un  terme ,  le  nombre  que  l'on  obtient^  abstraction  faite  du  signe -f- 
ou  — ,  lorsqu'ayant  remplacé  cbaque  lettre  par  un  nombre ,  on  a  ef- 
fectué ,  selon  les  règles  de  l'arithmétique  •  la  totalité  des  opérations- 
indiquée». 

Ainsi ,  Ion  trouve  que  la  valeur  numérique  absolue  du  terme 
5a^b,  ou  du  terme^ — 5a*^,  est  GO,  lorsqu'on  suppose  a=»â,  6^3. 

On  entend  par  tàlbur  numbkiqub  ou  valbuk  amolob  d'un  pûlf- 
nôme ,  le  mombbb  que  Von  obtient  en  remplaçant  chaque  lettre  par 
un  nombre  ;  en  faisant  d'une  part  la  somme  des  valeurs  des  termes 
additifs  ;  en  faisant  d* autre  part  là  somme  des  valeurs  absolues  des 
termes  soustracHfs ;  et  enfin,  en  retranchant  Ut  pItM  petite  de  ceê 
deux  sommes  de  la  plus  grande  (1). 


(i)  Dans  ce  qui  va  suivre  nous  admettrons  d'abord  que  la  somme  des  valeurs 
des  termes  soustractifs  d'un  polynôme  ne  surpasse  pas  la  somme  des  valeurs  des- 
termes  additifs.  (  Voy.  no  st.) 


Digitized  by 


Google 


Aiotau.  ifoviOHS  nÉUMDiAntis.  Wi 

Ainsi,  Ton  troare  que  la  ?«lear  numérique  du  polynôme 
a  —  ôb  +  e^  est  12 ,  lorsqu'on  a  supposé  que  a»  ll,è  »  9,cs'7. 

Il  est  éy^ent  que  ia  talbuk  mmftaïQOB  d^un  polynôme  ne  change 
pas ,  lorsqu'on  mtervertit  l'ordre  dêt  termes, 

2  2 

Ainsi,  les  polynômesa— •rd-f-^»<K+^^ô  ^»  prendront  la  même 

valeur  numérique,  12,  lorsquTon  suf^osera  «»li,  d»9,  e»7. 

On  dit  que  deux  termes  sont  simblabus,  lorsqu'ils  ne  différent 
gueparlav€UeurdueoetHeientf  ou  par  le  signe  +  on -^^  dont  ils 
sont  affectés. 

Ainsi,  les  termes  3a  ou  +3a,  5a,  —Sa,  — 2a,  sont  des  termes 
semblables. 

Lorsqu'un  polynôme  renferme  des  termes  semblables,  on  peut  le 
RÊDoiRB  à  un  moindre  nombre  de  termes ,  c'est-à-dire  le  remplacer 
par  un  polynôme  dans  lequel  le  nombre  des  termes  est  moindre,  sans 
que  la  valeur  du  polynôme  soit  changée. 

Par  exemple,  le  polynôme  4a— 26 -|- 3a 4-^-^ 5a,  ou  4o+3a— 
5a  — 2à-f-c,  est  évidemment  égal  au  polynôme  7a -^  5a— 264*^* 
et  au  polynôme  2a  —  26  -f"^* 

De  même,  le  polynôme  3a+56^5a  +  ^— 2a,  ou  5ô  +  4<?-|- 

3a— 4a— 2a,  est  égal  au  polynôme  5^4*  ^+^~~'^^'®^^P<>'y~ 
n6mehb  +  hC'^da^^3a^^fqai9tTédmikhb'\-^'--ia,  parce 
que  la  quantité  -{-  3a  —  3a  est  nulle  ;  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 
les  termes  4-  3a,  —  3a ,  m  détruisent. 

Pour  réduire  en  un  se%U  terme  plusieurs  termes  semblables  db 
MÉMB  sMNB,  calculeie  la  somme  de  leurs  coefficients,  et  affectei  cette 
somme  du  signe  commun. 

Pour  réduire  en  un  setU  terme  plusieurs  termes  sembletbles  et  db 
«isifBS  iMFrÉnnTS,  cakiriei  la  sooHnt  des  cocffidents  des  termes  addi- 
tifs; calcules  la  somBue  des  coefficients  des  termes  soustractifii;  re- 
tranchez la  plus  petite  somme  de  la  plus  grande;  et  affectez  le  reste 
du  signe  de  la  plus  graAde  somme. 

En  général ,  pour  opérer  la  lÉmicTioii  d'un  polynôme  au  phê§  petit 
nombre  de  termes ,  réduisez  chaque  système  de  termes  semblables 
en  un  seul  terme ,  au  moyen  de  la  règle  précédente. 
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CHAPITRE  DEUXIÈME. 

OPÉRATIONS  OU  TRANSFORMATIONS  ALGÉBRIQUES. 


5.  Soient  les  deuxpo1yn6me8Pi»a— '^ ,  Q^^e—^d. 

Supposons  qu'on  ait  à  considérer  la  somme,  la  différence >  le  pro- 
'duit  ou  le  quotient  des  quantités  algébriques  P,  Q. 

On  indique,  en  algèbre,  de  la  pianière  suivante,  l'opération  à 
effectuer  : 

PXQ— (a— ft)  X  (c^<ï)«(a-&)(c-iï)  ; 
P:Qou|-(a-5):(c-d)c-2^. 

Nous  nous  proposerons,  dans  Ces  différents  cas,  de  déterminer  une 
suite  de  monômes  liés  par  les  signes  •}-  >  —  »  formant  un  polynôme 
dont  la  valeur  soit  égale  à  celle  du  résultat  de  V opération  indiquée. 

Lorsque  ce  polynéipie  sera  obtenu^  nous  dirons  que  Yopération 
algébrique  est  e^ectuée,  .        ^  . 

L'ensemble  des  procédés  au  moyen  desquels  on  parvient  à  effectuer 
les  opérations,  constitue  le  calcul  algébrique*  . 

L'opération  algébrique  étant  effectuée  dans  le  sens  que  nous  venions 
d'expliquer,  on  a  un  résultat  algébrique,  indiquant  une  séjrie  d'opé- 
rations arithmétiques,  qu'il  faudrait  faire  encore,  en  remplaçant  les 
lettres  par  des  nombres ,  pour  parvenir  au  résultat  numérique  de 
l'opération  proposée. 

Ainsi ,  les  opérations  en  alqbbrb  diffèrent  des  opérations  de  Ta- 
RiTHMÉTiQUE,  en  cc  quc  «  leurs  résultats,  qui  ne  sont  encore  que 
)»  des  indications  de  calculs  à  effectuer ,  ne  présentent  réellement  que 
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»  des  TBÂNSFORiiATiONa  âes  opérations  primitivement  indiquées ,  en 
»  d'autres  qui  produisent  le  même  effet.it  (Algèbre  de  M.  Lacroix.) 

ADDITION. 

6.  Pour  faire  la  sommb  dfi  plusieurs  polynômes^  écrivez  les 
termes  de  ces  polynômes  ^  à  la  sufle  les  uns  des  autres ,  en  conser- 
vant les  signes  de  tous  l^  termes. 

Ainsi,  P  et  a— 6  étant  les  quantités  qu'il  faat  additUmner,  vous 
aurez  : 

P+(a  — 5)«P4-a-.ft. 

En  effet,  la  somme  des  quantités  P,  a,  serait  évidemment  P-f*  a- 
Mais  ce  ^'esl  pas  a  toat  entier  qu'il  faut  ajouter  à  P  ;  c'est  la  quantité  a 
diminuée  d'abord  de  b.  Par  conséquent ,  la  quantité  a ,  que  nous 
avons  ajoutée  à  P,  étant  trop  grande  de  h,  la  somme  P-f-^  est  trop 
grande  de  &.  La  véritable  somme  des  quantités  P,  a  —  h,  est  donc 
(P+a)  — 6,oUP+a~ô.     ' 

SOUSTRACTION. 

7.  Pour  faire  la  différencb  de  deux  polynômes^  changez  les  signes 
de  tous  les  termes  du  polynôme  à  soustraire;  puis ,  après  le  chan- 
gement de  signe ,  écrivez  ces  termes  à  la  suite  de  Vautre  polynôme. 

Ainsi ,  ayant  à  soustraire  de  la  quantité  P  le  polynôme  Q=src-~  i) 
vous  aurez 

P-Q=:P— (4.c-.d)=*P  — c+d. 

En  effet ,  la  somme  des  polynômes  P  <—  c  -4-  d,  et  Q , 

est  P  —  c  +  d  +  c  —  d, 

et  elle  se  réduit  à  la  valeur  P. 

Donc  P  —  (?  +  ^  est  la  différence  ou  le  reste ,  en  vertu  de  la  défî- 
niiion  de  la  soustraction. 

MULTIPLICATION. 

8.  Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  monômes,  faites  le  produit 
des  coefficients  y  placez  comme  facteurs ,  à  la  suite  de  ce  produit , 
les  lettres  communes  à  ces  monômes  y  en  donnant  à  chaque  lettre 
un  exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  dont  elle  est  affectée; 
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écrivez  enfin  les  lettres  qui  n'entrent  que  dons  mn  fuetmr,  en  leur 
conservant  les  eœposaïUs  qu'elles  mU. 

Ainsi ,  les  moDômes  quil  faut  multiplier  entre  eux  étant  âa^d*^* 
et  Sa^b^d ,  vous  aurex  2a*ô V  x  5aVtf  =»  10a«6*c>d.  Cette  règle  se 
fonde  sur  ces  deux  principes  : 

1*"  Un  produit  ne  change  pas ,  dans  «pelqve  ordre  qu'on  indique 
les  multiplications  ;  S*  pour  multiplier  une  quantité  par  un  produit 
de  plusieurs  facteurs,  il  suffit  de  multiplier  cette  quantité  par  chacun 
des  facteurs  du  produit. 

On    en    conclut    que    a^  x  a*^^  aaaa  X  aa  «=»  maaaa  ^  aS 
b^Xb^^bbbX  bb^bbbbb^b*; 
et         2a*è»c»  X  5a»6«<*  «aa**V  XSxâ'X^Xd 
«2x5xa*xa«xd»X5«Xd*Xd«  lOd^-^-'xft^^Xc'xd  =  10a«6»c»d. 

9.  Pour  faire  le  pmotfuiT  de  deux  poltnômbs  ,  multipHez  successi- 
vement tous  les  termes  du  multiplicande  par  chaque  terme  du  mul- 
tiplicateur,  en  affectant  du  signe  -f-  chaque  produit  partiel  dont  les 
facteurs  sont  de  mémb  signe  ,  et  en  affectant  du  signe  —  chaque  pro- 
duit partiel  dont  les  facteurs  sont  de  signes  contraires. 

Ainsi,  les  polynômes  qu'il  faut  multiplier  entre  eux  étant 
P=*flr  —  b  fQzsac-'d,  vous  aurex 

PxQ=.(a~^)X(«-<ï)  — ac-*c-ad  +  M. 

En  effet,  d'après  la  définition  de  la  multiplication  {Arithm., 
page  7),  multiplier  P  par  c  —  d  revient  à  prendre  la  quantité  P 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c ,  et  à  retrancher  du  résultat 
autant  de  fois  la  quantité  P,  qu'il  y  a  d^onités  dam  d.  On  a  donc 

PxQ«=-PX{c-d)«Px<î-PXtf. 

Or,  on  sait  que  Pxc=cxP=cX(a— ^)  ;  donc  Pxc=«cXa— cx6. 
De  même  Vxd^^dxV^dXia—b)  ;  donc  Px<ï=dXa— dxft. 
Par  conséquent, 

P  X  Q  =  P  X  c—  P  X  d  «=  oc-  ftc  — (ad  —  5d); 

donc,  en  vertu  de  la  règle  de  soustraction  (n«  7), 

p  X  Q  ==  ac  —  5c  —  ad  +  M. 

Le  produit  des  polynômes  P,  Q ,  étant  ainsi  obtenu ,  nous  remar- 
quons l''  que  les  termes  additifs  a,  c,  multipliés  entre  eux,  ont  donne 
un  terme  additif  ac  dans  le  produit  ; 

2°  Que  les  termes  souslractifs^  dont  les  valeurs  absolues  sont  5,  d, 
ont  donné  encore  dans  le  produit  un  terme  additif  bd  : 
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Par  où  Ton  Toit  q«e  les  deux  faeteurs  d'un  produit  partiel  ayant 
le  MÉMB  8I6NB ,  8oit  le  Signe  4->  soit  le  signe  —,  e$  produit  partiel  est 

ADDITIF  ; 

S*"  Que  les  termes  dont  les  valeurs  absolues  sont  6  et  c ,  Tun 
soustractif,  dans  le  multiplicande,  Tautre  additifs  dans  le  multipli- 
cateur, ont  donné  dans  le  froduit  un  terme  soustr actif  —  5c  ; 

i**  £i^,  que  les  termes  dont  les  valeurs  absolues  sont  a  et  d,  Ton 
additif,  dans  le  multiplicande  /  l'autre  soustraetif,  dans  le  multipli- 
cateur, ont  donné  dans  le  produit  un  terme  sountractif —  ad  ; 

Par  où  Yom  voit  que  les  deux  facteurs  d^un  produit  partiel  ayant 
des  SIGNES  coNTiÂiRBS  ^  C€  produH  partiel  est  un  terme  soustractif 
dans  le  produit  cherché. 

Ces  remarques  conduisent  à  la  régie  des  signes  que  nous  avons 
énoncée. 

On  est  convenu  d*exprimer^  de  la  manière  suivante ,  les  quatre  cas 
compris  dans  la  règle  des  signes  : 

4-X+<ïonne+  Il  —  X+<*<^^«"~ 

— -X— donne+  [j  +X— donne  — 

10.  Si  les  facteurs  polynômes 

^^g^m+h  +  k-^n 
Qa^gf^m'^n'+h^+k' 

ont  plus  de  deux  termes ,  on  peut  intervertir  Tordre  des  termes  dans 
P,  en  écrivant  d'abord  tous  les  termes  additifs,  et  ensuite  tous  les 
termes  soustractifs. 

Si  nous  représentons  par  a  la  somme  des  termes  additifs  g,h,k  , 
et  par  b  la  somme  des  valeurs  absolues  m,  n,  des  termes  soustraclifs, 
nous  aurons 

V=xg+h+h'-m'-^n'==(g+h+k)'-(m+n)^a  —  b. 

De  même ,  en  désignant  par  c  la  somme  des  termes  additifs  dans  le 
polynônae  Q,  et  par  d  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  sous- 
iraclifs  du  polynôme  Q,  nous  aurons  : 

Q=,^'4-ii'4.ft'  — m'  — n'={flr'  +  V4-fcO  — (m'-.n')  =  c-^d. 

De  là ,  P  X  Q  =  ac  —  5c  —  a(i  4-  ftd . 

Or,  il  est  clair  que  pour  former  le  produit 

ac=^(g  +  h  +  k)x(g'+h'  +  k'), 
il  suffira  de  multiplier  successivement  tous  les  termes  de  la  somme  a^ 
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par  chacun  des  termes  de  la  somme  c ,  et  d*écrire  la  somme  des  pro- 
duits partiels,  qui  seront  tous  additifs. 
De  même  y  pour  former  le  produit 

+  5(ï=»(m  +  n)X(m'4.nO, 

on  multipliera  les  valeurs  absolues  de  tous  les  termes  soustractife  du 
multiplicande  P,  par  la  valeur  absolue  de  chacun  des  termes  sons- 
traclifs  du  nmltiplicateur  Q,  et  l'on  écrira  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits partiels  affectés  du  signe  -[-• 

Il  arrivera  donc  encore  que  chaque  produit  partiel  dont  les  fac- 
teurs sont  des  termes  de  mémb  sigbib  dans  P  et  Q,  devra  être  affecté 
du  signe  -)«. 

Pour  former  le  produit  bc=*  (iw+«)  X  (fl''+*'+*')  >  ^"  multiplie- 
rait les  valeurs  absolues  de  tous  les  termes  soustractifs  de  P  par  cha- 
cun des  termes  additifs  de  Q ,  et  Ton  aurait 

bc  =  mg'-]-  ng'+  fnA'4-  n/i'-|-  mkf+  nk^  ; 

or,  la  valeur  absolue  bc  doit  être  soustraite  de  0^4*^^  »  puisque  dans 
le  résultat  P  X  Q  le  terme  ^  bc  est  souslractif.  On  retranchera  donc 
tous  les  termes  qui  composent  la  valeur  bc,  c'est  à-dire  qu'on  les 
écrira  précédés  du  signe  —  . 
De  même ,  on  aura 

ad^gm'+hm''\-km^'i-gn''\-hn^-\-kn'; 

et  parce  que  le  terme  —  ad  est  soustractif  dans  le  produit  P  X  Q  i  on 
écrira  tous  les  termes  qui  composent  la  valeur  atf,  en  les  affectant 
chacun  du  signe  —  . 

Il  arrivera  donc  encore  que  chaque  produit  partiel  dont  les  fac- 
teurs sont  des  termes  de  sigbibs  contraiebs  dans  Pet  Q,  devra  être 
affecté  du  signe  —  . 

La  règle  des  signes  subsiste  donc  dans  la  multiplication  de  poly- 
nômes qui  renferment  un  nombre  quelconque  de  termes. 

11.  Lorsqu'on  connaît  le  nombre  des  termes  qui  composent  chacun 
des  facteurs  d'un  produit ,  on  peut  déterminer ,  sans  faire  la  multi- 
plication^ le  NOMBRE  DBS  TBBi<Bs  ^ui  composeraient  le  produit  effec- 
tué. Il  suffit  pour  cela  de  multiplier  bnthb  eux  les  nombres  db  tbrmks 
qui  sont  donnés. 

Que^par  exemple,  les  facteurs  P,  Q,  R,  renferment  respectivement, 
n,n'  et  n"  termes.  Le  produit,  avant  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, s'il  y  en  a,  se  composera  d'un  nombre  de  termes  marqué  par 
nXn'X  n". 
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En  effet,  supposons  que  le  multiplicande  P  renferme  6  termes,  et 
que  le  multiplicateur  Q  ait  4  termes. 

La  multiplication  de  chacun  des  6  termes  de  P  par  le  premier 
terme  de  Q  donnera  6  produits  partiels  qui  seront  des  termes  du  pro- 
duit cherché. 

On  obtiendra  encore  6  termes  du  produit ,  en  multipliant  chacun 
des  6  termes  de  P  par  le  second  terme  de  Q  ;  et  enfin,  lorsqu'on  aura 
successivement  multiplié  les  6  termes  de  P  par  chacun  des  4  termes 
de  Q,  on  aura  obtenu  4  fois  6  termes  ou  produits  partiels  ,  qui  com- 
poseront le  produit  P  X  Q. 

Maintenant ,  si  Ton  prend  pour  multiplicande ,  dans  une  nouvelle 
multiplication ,  le  résultat  P  X  Q  composé  de  6  X  4  oti  24  termes ,  et 
pour  multiplicateur  le  polynôme  R ,  qui  renferme ,  par  exemple ,  5 
termes»  on  obtiendra  24  produits  partiels  chaque  fois  qu'on  aura  mul- 
tiplié les  24  termes  du  résultat  P  X  Q  par  Tun  des  termes  de  R.  £t 
puisqu'il  faut ,  en  vertu  de  la  régie  de  multiplication ,  multiplier  suc- 
cessivement les  24  termes  de  P  X  Q  par  chacun  des  5  termes  de  R , 
on  obtiendra ,  en  tout,  5  fois  24  termes  on  produits  partiels  qui  com- 
poseront le  résultat  P  xQ  X  R.  Ce  produit  renfermera  donc  6x4x5 
termes  »  ou  120  termes. 

Si,  parmi  les  nXn'xn'*—  termes  du  produit  P  xQx  R— ♦  il  se 
trouve  des  termes  semblables,  on  pourra  opérer  une  réduction  (n?  4) 
qui  diminuera  le  nombre  des  termes ,  sans  que  la  valeur  du  produit 
P  X  Q  X  R. . .  soi t  changée. 

Nous  verrons  (n^'lG)  qu'après  cette  réduction,  le  nombre  des  termes 
du  produit  des  facteurs  polynômes  P,  Q,  R,..  ne  pourra  pas  être  in- 
férieur à  deux, 

12.  Le  nombre  des  facteurs  littéraux  qui  concourent  à  former  la 
valeur  d'un  monôme,  abstraction  faite  eu  coefficient  numérique,  con- 
stitue ce  qu'on  appelle  le  dbgrb  de  ce  monôme. 

2 
Ainsi,  les  monômes  abc ,  3abc ,  ^  (^^c ;.  a^b  on  ax  axb,  ab^ ou 

7 
ax^Xb;  Aa*b ,  =  ab^,  sont  des  monômes  du  troisième  degré. 

Il  est  clair  qu'on  obtient4e>  degré  d'un  terme  ou  d'un  monôme ,  en 
faisant  la  somme  des  exposants  de  toutes  les  lettres  contenues  dans 
ce  monôme  ;  chaque  lettre  qui  n'est  affectée  d'aucun  exposant  étant 
regardée  comme  si  elle  était  afféciée  de  l'exposant  1 ,  parce  qu'elle 
exprime  une  première  puissance. 

•   13.  Lorsque  tous  les  termes  d'un  polynôme  sont  du  même  degré , 
on  dit  que  le  polynôme  est  homogénb. 
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Amsi.  le  polynôme  5a6c  — 41JV4- 2/9»— ii»,  est  un  polynôme 
HOMOGitNB  du  troisième  degré. 

Le  degré  d'an  polynôme  homogène  est  le  même  que  le  degré  des 
termes  qui  le  composent. 

14.  Lorsque  les  facteurs  Sun  produit  sont  des  polynômes  homo- 
«^Nfes ,  le  produit  est  bomogènb  ;  et  son  degré  est  la  somme  des  degrés 
des  facteurs. 

En  effet,  tous  les  termes  du  produit  P  x  Q  sont  des  produits  partiels 
provenant  dé  la  multiplication  d'un  terme  de  P  par  un  terme  de  Q. 

Supposons  que  P  soit  un  polynôme  homogène  du  septième  degré , 
et  que  Q  soit  un  polynôme  homogène  du  deuxième  degré.  Le  produit 
de  chaque  terme  de  P  par  chaque  terme  de  Q  contiendra  comme  fac- 
teurs les  7  facteurs  littévanx  qui  entrent  dam  la  composition  du  mul- 
tiplicande partiel,  et  en  outre  les  2  facteurs  littéraux  qui  entrent  dans 
la  composition  du  multiplicateur  partiel. 

Ce  produit  partiel  contiendra  donc  7  +  2  facteurs  en  lettres. 

Par  exemple,  le  produit  du  terme  4a* J,  qai  est  du  septième  degré, 
par  le  terme  3c*,  qui  est  du  deuxième  degré,  sera  12a«W,  c'est-à- 
dire  un  terme  du  neuvième  degré. 

15.  Lorsque  plusieurs  termes  d'un  polynôme  renferment  une  même 
lettre  affectée  d'exposants  différents,  on  peut  intervertir  Tordre  des 
termes,  de  manière  que  les  exposants  dont  cette  lettre  est  affectée 
soient  constamment  décroissants ,  à  partir  du  premier  terme,  ou  de 
manière  que  les  exposants  de  celte  lettre  croissent  constamment ,  i 
partir  du  premier  terme. 

Dans  les  deux  cas ,  si  l'on  adopte  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  dis- 
positions des  termes  ,  on  dit  que  le  polynôme  est  osnoNNâ  par  rap- 
port à  la  lettre  dont  il  s'agit. 

Alors,  cette  lettre  reçoit  la*  dénomination  de  lettre  piincipâlb,  ou 

lettre  ORDONNiTRlCB. 

Si,  par  exemple,  on  ordonne  le  polynôme 

3aô  4. 8a* -7  6ô*  —  5a»  —  4a  «6 , 

par  rapport  à  la  lettre  a,  il  deviendra 

8a*  -  5a»  —  4^5  +  3ad -«»*, 

les  puissances  de  a  étant  décroissantes  ; 
ou  bien 

—  %b*  +  tab  -.4a»5  —  5««  4-  8«*, 

les  paissances  de  a  étant  croissantes. 

Le  terme  —  66*,  qui  ne  renferme  pas  la  lettre  principale ,  est  ap* 
pelé  terme  indépendant  de  cette  lettre. 
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Si  Ton  ordonne  le  même  polynôme  par  rapport  aux  pukfaoees 
décroissantes  de  b,  il  deviendra 

Alors,  le  polynôme  renfermant  plusieurs  termes  dans  lesquels  la 
puissance  de  la  lettre  principale  b  est  la  niême ,  on  réonira  tous  ces 
termes  en  un  seul ,  et  Ton  donnera  au  polynôme  Tune  des  formes 
suivantes  : 

—  66«-f  l3a  -4a»)  b  -f  (8a*  —5a»)  ; 

ou 

-6d»-(4a»--8a)6+(8a*  -5a»); 

ou  enfin  —  6ô»  —  4a«  |  ô    +  8a*      ^ 

+  3a    I       —  5a». 

Dans  les  deux  dernières  formes,  les  multiplicateurs  polynômes  des 
puissances  de  b  sont  eux-^mémm  ordonnés  par  rapport  à  une  autre 
lettre ,  a. 

Si  nous  convenons  de  représenter  par  les  lettres  A,  R,  G,  les  ex- 
pressions —  6 ,  {-.jla«4. 3o),  (8a*—  Sa»),  le  polynôme  proposé  sera 
ramené  à  la  forme 

dans  laquelle  il  n*a  plus  que  trois  termes ,  qui  sont  dissemblables. 

L'avantage  qu'il  y  a ,  dans  la  muHiplioaCion ,  à  ordonner  d'abord 
les  facteurs  par  rapport  à  une  même  lettre ,  puis  à  ordonner  de  même 
tons  les  produits  partiels ,  à  mesure  qu'on  les  obtient ,  cçnsisle  en  ce 
qu'on  reconnaît  sans  peine  »  dans  le  produit  effectué,  quels  termes 
sont  semblables  ;  ce  qui  facilite  la  rbdoctiom  du  résultat  au  moindre 
nombre  de  termes^ 

16.  /t  y  a  toujours  dans  un  produit  de  deux  polynômes,  pour  une 
même  lettre ,  deux  termes  dissemblables  qui  ne  peuvent  se  réduire 
mec  aucun  autre. 

En  effet,  lorsqu'on  multiplie  entre  eux  un  terme  M  du  multipli- 
cande et  un  terme  M' du  multiplicateur,  renfermant  une  mèm«  lettre 
a,  l'exposant  de  a  dans  le  produit  partiel  MxM'  se  compose 
de  la  sonmie  des  exposants  de  cette  lettre  dans  les  deux  facteurs 
M,  M'. 

Si  donc  l'exposant  de  a  dams  le  terme  M  esi  plus  grand  que  dans 
aucun  autre  du  multiplicande ,  «t  si  en  même  temps  l'exposant  de  a 
dans  le  terme  M' est  plus  plus  grand  que  dans  aucun  autre  terme  du 
multiplicateur,  la.  somme  des  exposant  de  a  dans  les  deux  facteurs , 
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c'etl-à-4ire  rexposant  de  a  dans  le  produit  M  X 11%  aura  une  plus 
grande  Taleur  que  dans  aucun  autre  produit  partiel. 

Le  terme  M  X  M' du  produit  ne  se  réduira  donc  a?ec  aucun  autre. 

Si  au  contraire  TexposaQt  de  a  dans  le  terme  N  est  moindre  que 
dans  aucun  autre  terme  du  multiplicande,  et  si  en  même  tém[»s 
l'exposant  de  a  dans  le  terme  N'  est  moindre  que  dans  aucun  autre 
terme  du  multiplicateur ,  l'exposant  de  a  dans  le  produit  N-fN' 
aura  une  moindre  valeur  que  dans  aucun  autre  produit  partiel.  * 

Le  terme  N  X  N'  du  produit  ne  se  réduira  doncatec  aucun  autre. 

CoEOLLAiiBi.  1*  Un  produit  de  faetem's  polynômes  ne  peut  pêi 
être  MONÔMB. 

^  &i  leê  faet&urs  et  le  produit  sont  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes,  ou  par  rapport  a%$x  puissances  crois- 
santes d'une  même  lettre ,  le  premier  terme  du  produit  est  le  prth 
duit  des  premiers  termes  respectifs  des* facteurs;  et  le  dernier 
terme  du  produit  est  le  produit  des  derniers  termes  respectifs  des 
facteurs, 

il.^Le  carré  de  la  soMin  de  deua>  quasUités  se  compose  de  la 
somme  de'  leurs  carrés ,  augmentée  du  double  produit  des  deux 
quantités  proposées. 

En  effet  (a  +  6)«=  (a  +  5)  (  a+  b)  «  a«+  ba  +  ab  +  b\ 

donc         (a  +  ft)^  o«  +2a6+  6«  —  a^+  ft«  +  2(i6. 

Exemple:  on  aura 

(3mVi  +  4mii«)««:  (3mHi)«  +  2  x  3m*n  X  ^n*  +  (4mn«)» 
«   ?mV+24mW     +.i6mHi*. 

.    Réciproquement,  on  aura 

25a*ft*  +  4a«&*  +  20a»ô»  «  (5a*d)*  +  (2à»ô*)»  +  2  X  5a*6  X  2a»*« 
=-(5a«ft    +  2a»ô«)«. 

18;  Le  carré  dé  la  DiprÉBÉNCB  de  deux  quantités  se  compose  de 
la  somme  de  leurs  carrés,  diminuée  du  double  produit  des  deux 
quantités  proposées, 

Ep  effet,  (a  — 6)*«(a— *){a— 6)«:a*—6a— a*4-ô«. 
donc  (a— ^)*  ^a«  — 2(i6+ô«— a*4-6«— 2aft. 

19.  Pour  le  cube  de  la  soumb  de  deux  quantités ,  on  a 
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(a  +  b)^  =  (a+ ft)«  (a + &)  ^  ia^+2ab + «>«)  (a  +  b) 

d'où  (a +bY='a*+3a^h+Zab^  +  b\  • 
Pour  le  cube  de  la  différcncb  de  deux  quahtités ,  on  obtient 
*  (a— i»)»===  a«— 3a*ô+3aô«  —  è'. 

20.  Ze  produtï  i(0  la  somme  de  deuj?  quantités  par  leur  différence 
est  égal  d  la  différence  des  carrés  d^s  quantités  proposées. 

Enefifct,  (a+fr)  (a— ft)  =  a*+fta-Ta6— ô«. 
donc  (a  +  b)  (a — b)     ^     =  a«  -^  bK        -  * 

exemples.  On  aura 

(7mHi+3mn^)  (7w«n — 3wn«)  =  49m*n«  — 9m«n*. 

Réciproquement,  on  aprà 
81  a*ô»-^36a'ô*  ==*(?a«ô)2— (Pa6«)«  =  {9a^b  +  6a6')  (9a»ô  —  ùab^). 

Soit  encore  le  polynôme  afc'+.6*T-r  2a^  +2a* 
à  multiplier  par  3<?'  —  ô'— 2aô — 2a*. 

Il  y  aurait  àdiHerminer  16  produits  partiels  (b«  11)-,  mais  remar- 
quons 1®  que  le  multiplicande  est  la  somme  des  binômes 

'  '     3r«  — 2afr  et   6«  +  2a^*    . 

2°  Quelemultiplicateup  3<;*^  2a6  —  b^^  2a*, 

ou  (3c*— 2aft)  — (ft*  +  2a'), 

est  égal  à  la  différence  ^és  mêmes  binômes. 
Il  en  résulte  que  le  produit  <[emandè  est  égal  à  la  différence 

(3c*  -^  4afr)*  —*(&•+  2a«)*. 
Or,  on  a  (n*  18) 

(3c*— 2a&)*  f=  9(^  -f  4a*ô»  —  12a&c^ 
et  (n«  17)  (6*+2a*)*  =  5*+4a*+4a**^ 

Retranchant  donc  le  second  carré  du  premier,  on  obtient 
.  9c*— 12aôc*— 6^  — 4a*; 

c'est  le  produit  chercbé  »  réduit  au  plus  petit  nombre  de  termes. , 

21.  Plus  généralement ,  si  Ton  prend  pour  multiplicande  la  suite  de 
termes  additifis  homogènes 

17 
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tels  que  le  premier  et  le  dernier  soient  des  puissances  de  même  de- 
gré des  quantités  a  et  5 ,  e(  que  dans  i'intenralle  les  exposants  de  a 
diminuent  constamment  d'iïne  unité ,  tandis  que  les  exposants  de  b 
augmentent  d*une  unité  ^  ce  polynôme  multiplié  parja  différence 
a — ^des  mêmes  quantités,  donnera  un  produit  égal  à  la  différence 
oM + 1  ^^m+ 1  |]es  puissances  de  a  et  5  dont  le  degré  est  supérieur  d*une 
unité  au  degré  du  multiplicande. 
Si  »  par  exemple ,  nous  multiplions 

par  a  — b ,  nous  obtenons  le  produit 

\     — a«ft— a»&»— a*ô»— a»ft*— a«ft«— aft«— 6^  ]•' 
qui  se  réduit  k  a^  —  b'^. 

22.  On  rient  de  voir  que  (a*  r- b^)  (« + ft)  =  a* — ft*. 

Plus  généralement ,  si  Ton  prend  pour  multiplicande  la  suite  de 
termes  homogènes,  alternativement  additifs  et  soustractifs^ 

dsm-i — a'**-'  X  ft +a*«»-^  X  ft* — — a'**"»~*  +  aô***"*—^'»"-*, 

tels  que  le  premier  ^t  .le  dernier-»  qui  sont  de  signes  contraires,  ex- 
priment, abstraction  faite  du  signe,  dés  puissances  semblables  de  db- 
6mÂ  iMPÂim  des  deux  quaîitités  aéib,  et  que  d|ins  rinteryalle  les  ex- 
posants de  a  diminuent  constamment  d^une  unité,  tandis  que  les 
exposants  de  b  aujgmentent  d'une  unité  ;  ce  polynôme  multiplié  par  la 
somme  a  -|-  6  des  mêmes  quantités ,  donnera  un  produit  égal  à  la 
différence  a'"»— 6'»»  des  puissances  pâibus  de  d  et  &  dont  le.  degré  est 
supérieur  d*une  unité  au  degré  du  multiplicande. 
Ainsi ,  Ton  a  (a*— a'ft+û**^^')  (^4"^) 

De  même,  (a^-'a'b  +  a'^b^--'a^'^+^^^  b^)  (a-j-6) 

23.  Enfin,  si  Ton  prend  pour  multiplicande  la  suite  de  termes  ho- 
mogènes, alternativement  additifs  et  soustra'ctifs , 
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tels  qiie  le  premier  et  le  dernier ,  qai  «spnt  de.  même  signe ,  eïpriment 
des  puissances  semblables  de  degré  pair  des  deux  quantités  aeib, 
et  que  d^ns  Tipter^lle  les  exposants  de  a  diminuent  constamment 
d'une  unité ,  tandis  que  les  exposants  de  b  augmentent  d'une  unité  ; 
ce  polynôme  multiplié  par  la  somme  04^  des  mêmes  quantités,  don- 
nera un  produit  égal  à  la  somme  a**^^  4~  b^^^  des  puissances  im- 
paires de  a  eib  dont  le  de^ré  est  supérieur  d'une  ùm'lé  an  degré  du 
multiplicande.  '     , 

Ainsi  Ton  a 

(«._  a.+ ,.)  («4. ,, = {«';«;j  tjj;^  ^}  =  a.+ *». 

De  même,  (a<—a»ô+ «**«—-»»&•  4- a*5*  —  afc«^+  6«)  (a+b). 

24.  Qoelque  grand  que  soit  le  nomlHre  dea  termes  d*Qa  produit  de 
^teurs  polynômes,  avant  la  réduction  des  termes  semblables,  il  peut 
arriver  que  le  produit  se  réduise  à  un  binéme.Ge&i  ce  qui  a  lieu  dans 
les  trois  cas  remarquables  de  multiplication  qui  Tiennent  d*6tre  expo- 
sés (n®  21  et  suiv.)  ^ 

25.  Si,  prenant  à  vok>nté  deux  nombres  m,  n,  on  forme  letir  double 
produit  2mfi «a,  la  différence  w*.  -r-  n*'=  ^.de  leurs  carrés ,  et  la 
somme  m' -f"*^^*^^  ^^  mêmes  carrés  1  on  çurà  troiA  nombres 
a,  b,c,  tels  que  lasommç  des  carrés  dés  deux  premiers  sera  égale 
au  carré. diu  troisième. 

En  effet,    a^  =  \ni^^^ 

Donc  a*+*'='^'- 

Ayant  trois  carrés,  A=»a',  B^  6',  C=  a*4-6'»  ^1*  <ï««  *• 
somme  des  deux  premieps  soit  égale  au  troisième ,  si  Ton  forme  les 
produits  deux  à  deux  dès  nombres  A,  B,  &,  savoir  :  AB-=A',  AG»BS 
BG  =»  C  et  la  différence  C'-^AB^B  (lu  carré  du  troisième  nom- 
bre  donné  au  prodoit  des  demt  autres  ; 

0%  aura  quatre  nombres  À! iW.Çi^^ji^  tels  qm^  là  sontme.des 
carrés  des  trois  premiers  sera égaU.ajiïcdméi^ù^^^ 

Eo  effet,  ':  \  ''■'^iy^^::^^^^      .,  - 

D = C»  —  AB  =  (  A  -f-  B)«  -  AB = A«  +  B«  'i^J^^Ë^^'i^'^  -f  è* 
A'==AB  =  a«ôS  B'  =  AC  =  a*+.a'ft',  C  =  BC  =  a«6« -f  6*. 
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Donc    . 


a««>«-4-ft*  Mulliplicande 
«*6*4-  ^*'  Multiplicateur 


C"  =* a»5*4-  2a«6^H- 6»  ; 

d'où  A'» + B'«  +  C'«  -=  a» + 2a«6«+3a^&* + 2a«6«  4^68"^D^ 

Prenons ,  par  exemple ,  n =1 ,  V» = 2  ;.  d'où  a =4,  ft  =»  3,  c  =  5. 
On  aura  a«  -f  6*  =;  16  -f  9 = 25 = c«' 
Maintenant,  posons  A  =  16,  B=9,  G=»25; 

d  où  A'=»A  X  C=»400,  BWÉ  X  €==^225.  €'=  A  X  B  =  144. 

On  aura  0^=625,  D=C»— AB=481 , 

et  A'*+  B''+  C"=  400'+  225'+  144W  234361  ^  4«l»=  D«. 

26.  Si  les  facteurs  P,  Q,  d*un  produit  renferment  deiur  lettres,  a,  b, 
et  s'ils  ont  été  ordonnés  par  rapporta  une  lettre  a,  les  multiplicateurs 
des  puissances  de  a  et  le  terme  indépendant  (n^  15)  peuvenl  jètre  des 
polynômes  renfermant  Fautre  lettre  b.     ' 

Qu'ori  ail ,  par  exemple ,  les  facteurs  P,  Q,  ramenés  à  la  foïmé 

p  =  Aa«+Ba+C,    Q  =»A'a+B';  le  produit  «é^a 

^    ^      l AxA'a'+BxA'  i  a'+CA'      j  a 
fX\P=-j  +Ax:B'l      +BxB'[     +€xfr 

On  considérera  ici  le  multiplicande  P  comme  composé  de  trois  ter- 
mes seulement  (no  15)»  et. le  multiplicateur  Q  comme  composé  de  deux 
termes.  Les  lettres  A,  B^C,  A*',  B'«  peuvent  désigner  des  polynômes 
renfermante.  >  - 

Dans  ce  cas,  pour  former  les muUîp1i(;atéQr$,  polynômes  des  puis- 
sances de  a  dans  te  pt/Mluit  P  x  0,  et  îe.terme  indépendante  X  B\  on 
aura  d*abord  à  effectuer  des  mottiplictttîons  partielles  entre  des  poly- 
nômes A^  B,>G,  A.^,  B'y  qui  ne  renferment  qa*tine  t^d  lettre  b.  Pour 
cela ,  on  ordonne  A,.B,  G,  A',  B',  par  rapport  à  la  lettre  b  :  les  coeflB- 
cients  des  puissances  de  5 ,  ainsi  que  les  termes  indépendants  dé  b , 
sont  des  nombres  connus.  Les  calculs  ne  présentent  alors  aucune  dif- 
ficulté. 
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Si  les  facteurs  P,  Q,  contiennent  froi«  lettres ^  les  polynômes  A,  B,  C, 
A',  W,  renferment  sieulement  deux  lettres  b,  e^  par  exemple.  Dans  ce 
cas ,  pour  former  les  multiplicateurs  polynômes  des  puissances  de  a  et 
le  terme,  indépendant  de  a ,  dans  le  produit  P  x  Q»  on  aura  d'abord  à 
effectuer  des^  multiplications  partielles  eritre  des  polynômes  qui  ne 
renferment  que  deux  leitre»  ;  et  nous  venons  de  montrer  comment  on. 
peut  obtenir  les  résultats  de  ces  opérations. 

De  même ,  la  multiplication  de  facteurs  P,  Q,  renfermant  quatre 
lettres ,  dépendrait  d'une  série  de  multiplications  partielles  entre  des* 
polynômes  ne  renfermant  pas  plus  de  trpU  lettres  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  calculer  le  produit  de  facteurs  P,  Q,  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  lettres,  à  Faide  de  multiplications  partielles 
entre  des  polynômes  qui  renfermeront  une  lettre  de  moins  que  les 
facteurs  proposés. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  générale  à  op  exemple. 

Soient  le  multiplicande 

P  =  (26-.  3c)  a«+(46«— 12éc4-90  a+(8*»^12fc«c-fl86c«-27c»), 

et  le  multiplicateur 

Q=(26+3c)a-46«+9c«.  ^ 

On  a  A  =  26^3c,B=46«-126c-f9c«,  C==86»— Î2ft«c+l8ftc*-27c» 
A'==2ô+3c,B'^-4ô»+9c2. 

Faisons  d'abord  à  part  les  multiplications  des.  polynômes  A>  B,  G, 
par  clu^çun  des  polynémes  A^  B'. 

4L'^  Multiplication  partielle, 

A  =2ft  — 3(? 

A'  =  26  +3c  ,  \ 


469 -«66c 

+  66c  —  9ç« 


A  X,  A'  ==  *62  —  9c>    (no  20). 

2"  'Multiplication  partielle. 

B  =-46» -.126c  4-  9c« 

A^^26  +  3c 

(  86'~246«c+18^6c«  * 
[    ^  I26«c  -  366c»  +  87c^ 
B  X  A'  =  86'  -  126»c  —  186c«  +  27c» 
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3*  Multiplication  parHelle, 

C  =    8è»  —  12&»(?  +  iSbc^  —  27c^ 
A'  =   2»  +   3(r 


Sic* 

CXA' 

=  16ft*  — Sic» 

4^  AfuJ/<j»»caU'onpar(td/<;. 

A  =      2J  -    3c 
B' =-«.•+   9c« 
.-86»  +  12é'c    . 

5«  Multiplicaticfn  partielle.    , 

B  •= 
B'-  — 

' 

""* 

i66*  +  486»c—   36ft«c« 

4.  366«c>  — 108ftc'  + 

BIc* 

B  X  B'  :^—  16**  +  m^c  —  1086c»  +  81c* 

6*  Multiplication  partielle, 

C=      8^»_l26«c+  186c*  -  27c» 
B'=-^  46»+  9c» 


—  326»+486*c—  726»c»+1086*c» 

+  726»c»---i086»c»-^l626(?»-~2f3c» 

C  X  B'=— 356»+4«6*c+1626c*  -243c»     ^ 

On  voit,  par  les  résultats  de  ces -calculs,  queja  somme  des  produits 
B  X  A',  Ax  B',  est  mille ,  de  sorte  que  le  produit  P  x  Q  ne  renfer- 
mera pas  la  deuxième  puissance  de  a.  D'ailleurs  la  somme  C  x  A' 
-f  B  X  B'  se  réduit  à  4l^»c  -^ i086c».  Ok^aura  donc  enfin 

p  X  Q  =  (46»  —  9c»)  et» + (486»c  -  1086c»)a 

— 326« + 486*c + 1626c*  —  243c« 
=  (  i6»  —  9c»)  a»  4-  126C  (46»  -  9c»)  a 

'    +66Ç  [C26)»+(3c)»]  -  [(26)'  + (3c)»]. 

Mais  Ton  peut  se  dispenser  d'effectuer  à  part  lesmultiplications  par- 
tielles, et  Ton  abrège  ordinairement  les  calculs,  en  adoptant  la  dis- 
position suÎTante  : 
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Multiplicande. 


—  3c 


Mnltiplicatear.     i  4.3^ 


+  9c« 
a  —  44» 


—  lî«c 

+    18*c« 

—  «7c> 


Prodtfit 


Produit  total 
simplifié. 


4-6Ac 
da  nraltiplicande    ;  — Qc* 

par 

(W  +  3c)a. 


Produit 

da  maltiplicande 

par 

—  H*  +  9c*. 


— a44«c 
+  ^«4c« 
+  Ub*c 
— 364c« 
+  a7c* 


—  S4» 
-|-424>c 
+  184c» 

—  27c» 


1»+ 

iô4* 



i44>c 

4- 

364»c« 

— 

.5Uc» 

+ 

2*4»t 

.-:- 

364V» 

+ 

5i4c» 

81c* 

—  164* 
+   484»c 

—  364»c» 
+  .364»c» 

—  1084c» 
H-    81c* 


44»      q* 
-9c» 


4-  484»c 
—  Id84c» 


—  324» 
+   484*c 

—  7«4»c« 
+  1084»c» 
+   724»c» 

—  10d4«c» 
+  1624c* 

—  243c» 


—  324»' 
•f  484*c 
4-  1624c* 

—  243c» 


DITISION. 

Sf7*  Lorsqu*ttn  terme al^^tfrique  n.e  renfermé  aucun  diviseur,  ni  en 

nombre ,  ni  en  lettres,  on  djt  que  ce  terme  est  entier, 

2  2a*b^c 

Le  monôme  5a'6*c  est  entier.  Les  expressions  ^  «'ô*c  ou  — =— , 

-^ ,  ne  sont  pas  entières  \  ce  sont  des  fractions  algebriffues. 

On  dit  qn^ui»  polym^me  est  bmtibb  ,  lorsque  tous  leé  termes  de  ee 
polynôme  sont  entiers. 

Dans  la  diviskui  des  monômes  et  deti  polynômes ,  nous  jaous  pvopo- 
serons d'abord'^e  trouver, Jersque cela  est  possible» un  monômeen- 
tier,  ou  un  polynôme  entier  et  composé  d*un  nombre  limité  de  ter- 
mes, qui  soit  tel  que  le  produit  de  ce  monôme  ou  de  ce  polynôme  par 
le  diviseur^roposé/soit  égal  au  dividende.  Lorsque  cette  condition 
pourra  être  remplie ,  nous  dirons  que  la  division  proposée  s'est  faite 
exactement  y  ou  que  le  dividende  est  divisible  par  le  diviseur  pro- 
posé. 

28.  Division  des  monômes^  Un  monôme  entier  est  divisible  par  un 
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aulrê  monôme  entier ,  H  h  coefficient  du  4itfidend&  cet  divinUepar 
le  coefficient  du  divi$eur;  si,,  de  plus,  to^tei  Us  lettres  du  dtniêeur 
entrent  dans  le  dividende,  et  si  enfin  V exposant  d'aucune  leUre  n'est 
plus  fort  dans  le  diviseur  que  dans  le  dividende. 

Poar  former  le  quotient,  divisez  le  coefficient  du  dividende  par  le 
coefficient  du  diviseur:' à  la  suite  du  quotient  numérique  obtenu, 
placez  comme  facteurs  les  lettres  communes  aux  deux  monômes  pro- 
posés et  affectées  d'exposants  inégaux,  en  donnant  à  chacune  de  ces 
lettres  un  exposant  égal  à  la  ihffér|u«cb  des  exposants  dont  elle 
était  affectée;  enfin  écrivez  les  lettres  qui  n'entrent  que  dans  le  di- 
vidende ^  en  conservant  les  exposants  qu'elles  ont. 

Quant  aux  lettres  communes  aflfectées  d*expo8anls  égaux  dans  les 
deux  termes  proposés,  elles  ne  paraîtront  pas  dans  le  quotient. 

Soit ,  par  exemple  »  le  monôme  65a*fr^ç*d  à  diviser  par  5a^6c'.  Le 

coefficient  65  est  divisible  par  5,  et  l'on  a" -^=!  13;  65  «13x5. 

Nous  disons  que  le  monôme  entier  -^  a^— *x  ^*"~*  X  d,  ou  13aWd, 
sera  le  quotient  cherché. 
En  ef7et,  ona  (n«8) 

f  3««Ô3^  X  5a*5c«  =  13  X  5a«+*  X  6^*  X  cH = 65a«ft^c*d. 

29.  Pour  que  le  quotient  de  monômes  entiers ,  soit  entier ,  il  faut 
i  ^  quele  coefficient  du^dividende  soit  divisible  par  lecoiefflicient  dipdivi- 
seur  ;  car  le  coefficient  n  du  divfdende  ou  produit  donné*  devant  être 
(nP  8)  le  produit  du  coefficient  n'  du  diviseur  ou  (acteur  donné,  par  le 
coefficient  n"  du  quotient  ovt  facteur  .cherché ,  il  faudra  qu'on  ait 

7i'  X  n/'  =  n ,  d*où  n"  =5  —.  Le  coeffici^at  n"  dU-  quotient  ne  pourra 

donc  pas  être  un  no(Bbre  entier ,  à  moins  que  n  ne  soîX  divisible 
par  n'. 

Il  faut  âo  que  toutes  lesJettres  du  diviseur  entrent  dans  te  divi- 
dende. Car,^  Fon^  su^se  le  quoëekit  entiér%  toute!»  les  lettres  qui 
entrent  dans  le  diviseur  se  retrouvent  nécessairement  dans  le  produit 
du  diviseur  pnr  le  qw)tient  ;  e'esl-à-dire'qu*elles  se  retrouvent  toutes 
dans  le  dividende.  *  "  " 

n  faut  30  jque  l  exposant  d'<iucune  lettre  ne  soit  plus  fort  dans  le 
diviseur  que  dans  le  dividende.  €ar  si  l'on  suppose  le  quotient  entier, 
et  que  Ton  considère  dans  le  diviseur  un  facteur  de  la  forme  a** ,  ce 
facteur  se  retrouve  nécessairement  dans  le  produit  du  diviseur  par 
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hquatimt ,  c'est-é-dire  dans  le  dividende,  ht  dividende  renfermera 
donc  hu  lettre  a  affectée  d*iin  eiposant  tout  an  moins  égal  an. 

Si  rnne  de  ces  trois  conditions  nécessaires,  et  d'ailleurs^ suffisantes 
(n"  28),  n*est  pas  remplie,  le  quotient  àera  exprimé  par  une  fraction 

algébrique.  On  aura,  par  exemple;  2a'6V.:  3a!^  =  «  afiç'*— ô~- 

30.  DiviMOM  DES  POLTNÔMBf .  Pour  formcr  le  quoiient,  ordonnez  le 
dmidiBf'^de^t  le  divisewr  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  , 
ou  aux  puissances  croissantes  d'une  même  le.tlre\  Divisez  le  pre- 
mier Jerme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur  ;  vous 
obtiendrez  un  quotient  partiel,  gui  sera  le  premier  terme  du  guo- 
tient  cherché.  Multipliez  lé  diviseur  par-  ce,  terme  du  quotient ,  et 
retranchez  le  produit  du  dividende  proposé.  Considérez  le  reste  de 
cette  soustraction  comme  un  nouveau  dividende ,  dont  vous  divise- 
rez le  premier  tjsrmepar  le  premiet.  terme  du  diviseur  pour  avoir 
un  quotient  partiel  quii  sera  le  seconéi  terme  'du  quotient.  Multipliez 
le  diviseur  par  ce  second  terme  et  retranchez  lé  produit  du  divi- 
dende correspondant.  Considérez  le  rester  de  cette  seconde  sous- 
traction comme  un  nouveau  dividende. 

En  coBtiQuant  ainsi ,  vous  obtiendrez  successivement  les  termes 
du  quotient  ordonné  de  la  même  manière  que  le  dividende  et  le  di- 
viseur. 

-  Polynômes oiiil  n'entre quuHe  lettre. 

31.  Pour  justifier  cette  règle,  considérons  d*abord  un  dividende  A 
el  un  diviseur  B  qui  ne  renferment  qu'une  seule  lettfe  x.^ 

Il  $*agit  de  déterminer  »  sîl  est  ppssible  »  un  polynôme  .Q  tel  qu'on 
aitA  =  BxQ. 

Concevons  les  trois  polynômes  A ,  B ,  Q ,  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  x. 

On  connaît  les  polynômes, 

A«a  +  6+c+....+J5/B.==na?-+6'+....+2'^ 

dans  lesquels  les  coefficients  de  tous  les  termes  sont  des  nombres 
connus  »  pui^uc  A  et  B  ne  renfernientpas  d'autre  lettre  que  x. 

Le  polynôme  Q=a'*+5,"4r^  "+••••  +«"  est  inconnu. 

Je  dis  en  premier  lieu  que ,  S'il  existe  un  polynôme  Q,  entier  et 
formé  d'^un  nombre  limité  de  termes  y  tel  que  le  produit  BxQ  soit 
égal  à  A,  la  régleénoncéé{n^  30)  fera  trouver  les  termes  a",  6",  T?", . . . 
J5"  de  ce  polynôme  Q. 

En  effet,  puisqu'on  suppose  les  trois  polynômes ,  A,  B,  0»  ordon- 
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nés  par  rapport  à  x ,  1$  premier  terme  a  du'produit  A  est  le  produit 
des  premiers  termes ,  a\  à"  deBetdeQ  (n»  16).  On  a  dope  . 

a=«a'x^'*  et  a"  =  -7  Par  c<in8é(juent,te.quotieht  a'' obtenu  en  effec- 
tuant la  première  division  partielle  entre  les  monômes  a,  a',  est  bien 
le  premier  terme  dp  quotient  exact  Q. 
D'ailleurs ,  on  a  / 

A  =.  BxO  ^  B  (a"+b"+&'+. .  .+z'')-f  Ba"+B  (ft"+c"+. .  .+2"), 
d'où  A— Ba"='B  (6"4.c"  +  ...  +  j2"). 

Donc ,  le  prejnier  res^e  A'  ==  A  —  Ba'  est  le  produit  du  diviseur  B 
par  la^omme  de  tous  les  termes  encore  inconnus  du  quotient. 

Si  le  reste  A'  était  nul^  on  aurait  A=Btt",  donc  <}=»«",  et  l'opé- 
ration serait  terminée.  Hais  supposons  que  A'  ne  soit  pas  nul ,  et  qu'on, 
ait  ordonné  A'  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x.  Le 
premier  terme  de  A!  sera  le  prqduit  du  premier  terme  de  B  par  le 
premier  terme  b'*  du'polynôme  5"-f-c"+jz".  Donc ,  lorsqu'on  divise 
le  premier  terme  de  A'  par  le  premier  terme  a'  du  diviseur,  le  quotient 
monôme  qu'on  obtient  est  le  second  terme  h"  du  qUoUent  cherché  Q. 

Orona  A'=-Bô"+B(c"+....H-;K")-l>onc  A'— B5"==B  (c"4-...+«")- 
Par  conséquent,  lorsqu'on  a  formé  le  produit  B&"  et  qu'on  l'a  retran- 
ché du  premier  reste  A',  le  second  reste  A"  =  A' — W  est  le  produit 
du  diviseur  B  jpar  la  ^mme  c" -{-..,  -|-^"  des  termes  encore  inconnus 
du  quotient. 

On  fera.pour  le  nouveau  dividende  partiel  A",  les  mêmes  raison- 
nements qiie  pour  les  dividendes  précédents  A,  A',  et  ainsi  de  siyle. 
Il  enrésuke  qu'en  divisant  constamment  le  premier  terme  de  chacun 
des  dividendes  partiels  successifs  par  le  premier  terme  di!  du  divi- 
seur B;  Von  obtient  une  suite  de  quotients  monômes  ^à^^,  b'^  c'',....  z", 
gui  sont  les  termes  du  quotient'  exact  Q,  Enfin ,  lorsque  par  les 
soustractions  successives  on  a. retranché  du  polynôme  A,  tous  les  pro- 
duits partiels  Ba",  B6'',JBc'',..«,K7">  dbut  il  était  composé,  on  par- 
vient à  un  dernier  reste  qui  est  *nul  ;  et  l'opération  est  terminée. 

RéciPROQDBMBNT,  Si  V Opération  se  termine,  c'est-à-dire>  si,  après 
avoir  obtenu  un  certain  nombre  de  termes  a",  b",  c"...z"  au  quo- 
tient ^  et  après  avoir  soustrait  les  produits  Ba",  Bb'^...  Bz",  on  par- 
vient à  unr  este  nul,  il  est  clair  que  le.polynôme entier  a"-|-6"-f-c"... 

A 

-|.  jS*'  =  Q^  est  la  vraie  valeur  du  quotient  -^.  Car  on  a 

A -=  Ba'' -f  A' ==  Ba'' -I- (Bé''4-A'')  ==Ba''-|-B6'' -f  (Bc'-'-f  A''')«  elc  ; 
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d'où  A=«»(a"4-^'-fc''+...4.«")=^BxQ. 

32.  Les  termes  du  dividende  (vt  du  diviseur  n'étant  pas ,  en  général , 
tous  positif^  y  il  est  nécessaire ,  ppur  pouvoir  appliquer  la  règle  de  di- 
vision ,  de  savoir  lequel  4jbs  signes  4*  >  —.  »  doit  être  placé  au  devant 
de  chaque  quotient  monôme  partiel.      , 

Voici  la  règle  à  suivre  : 

1<>  Le  quotient  de  deux  monômes  de  ^1m  signb  est  toujours  af- 
fecté du  »gne  4-  >  quel  que  soit  le  signe  commun  au  dividende  et  au 
diviseur;  *  , 

2»  Le  quotient  dé  deux  monômes  de  signes  contraires  est'toujours 
affecté  du  signe  —  . 

Telle  est  la  règle  dépeignes  Awêls  la  division.  On  est  convenu  de  Tex- 
primer  encore  de' la  laiianière  suivaqte  : 

+  :+donne4-    |    -f:— donne  — 
—  :  —donne-}-    |    ~  :  4-<3onne  — 

ConûdérOQS  en  effet  un  quotient  partiel  ef^  »  -^^  ;  on  connaît  les  mo- 
nômes a,  a*  et  les  signes  dont  ils  sont  affectés.  Ainsi  Ton  connaît  le 
signe  d'un  produit  a,  et  lé  sighe  de  Tun  des  Ifacteurs  a'.  On  décou- 
vrira le  Mgne  de  Tautre  facteur  a",  au  moyen,  de  la  règle  des  signés 
établie  dans  la  multiplication.' 

Or,  si  a*et  a'  sont  positifs  ^  le  produit  positif  a  résulte  de  la  multi- 
plication de  deux  facteurs  de  mMe«i<7ne.  Mais  le  facteur  a'  est  affecté 
du  signe  -)-;  donc  le  facteur  a"  doit  6tre  affecté  du  signe  -jr- . 

Si  a  et  a'  sont  négatifs ,  le  produit  négatif  a  résulte  de  la  multipli- 
cation de  deux  facteurs  dé  signes  contraires.  Mais  le  facteur  a'  est 
affecté  du  signe  —  ;  donc  le  facteur  a"  doit  être  affecté  du  signe  +. 

Si  a  étant  positif/ a'  est  négatif^  le  facteur  a"  aura  le  sign^— ', 
parce  qu'il  doit  être  affecté  du  m^m  signe  que  le  facteur  a'. 

Enfin,  si  a  éUnt  négatif,  a' est  positif,  le  facteur  a"  aura  le 
signe  — I  car  il  doit  être  affecté  (i*ùn  signe  contraire  à  celui  du  fac- 
teur aV^puisqué  le  produit  est  affecté  du  signe — . 

33i  Pour  donner  un'exemple ûe]àdit)ision  qui  se  fait  exaciement, 
formons  le  produit  A  dont  les  facteurs  sont 
B^8aî«-4a?«-|-2a?  — 1 
Q^9aî^4.3ar  +1 


72x«  —  3610;*  +  \»x^  —  9x^ 


4-  241    •.-  12 
+    8 


4-6,        —  3 


iJC 

—  1 


Nous  trouvons  A  ==72a*«— 12  x^+  14  a?»  —  7  a?'  —       x—V. 
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Si  donc  nous  donnons  pour  dividende  le  prodnit  A  et  poardiTÎsear 
le  facteur  B  ;  on  devra  obtenir  an  quotient  entier  exact. 

Dividende  A- •  |      Divisearfi. 

1  *'  reste.  A'=  ^  24a7*—  4a:»  +  Sa?*—  or  — 1   ' 

— 2to*4-  12a;»—  to«+  3a? 


2«  reste.  A"=  8à?»—  4^*+  2a?— 1 
->  8a?»+4ar»-2a?+l 

3«resle.A"'==  ~b 

Le  dividende  et  le  diviscnr'étant  ordonnés  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a?  ;  on  divise'd*abbrd  le  premier  terme  a»72a?^ 
du  dividende ,  par  le  premier  terme  n'^Sa?»  du  diviseur. 

•4*  72a?» 
On  a-^^-^-5-=4-9ap'.  Ainsh,  lepremier  terme  da(i|iotientest9a?*s=a''. 

Pourformer  pîus  rapidement  le  reste  qu'^n  obtiendrait  en  pètran- 
chant  du  dividende  A  le  produit  du  diviseur  il  par  le  term^^a?^,  on 
change  les  signes  des  produits  partiels  à  mesure  qu!on  forme  ces  pro- 
duits ,  et  Ton  écrft ,  par  ordre,  au-dessous  .du , dividende,  ces  produits 
ainsi  modifiés.  Il  est  clair ,  en  effet ,  qu'on  arriife  au  même  résultat 
que  si ,  après  avoir  efTectué  à  part  le  produit  B  x  9a?',  on  transcrivait 
à  côté  de  A  les  termes  de  B  X  9a?'  changés  de  signe  en  yertu  de  la  rè- 
gle de.  la  soustracûon. 

On  dit  (+  8a?»)  X  (+ 9a?*)  donne  72a?»,  et  pour  soustraire,  -r  72a?». 
On  écrit  ^  72a?»^  au-dessous  dû  terme  qui  lui  est  semblable  dans  A.    . 

De  même,  (— 4a?*))<(9a?')  donne— 36a?*,  et  pour  5otM<ratrfl,-|-36a?*. 
On  écrit  4*%^  au-dçssousdu  terme  cpii  luiestsemblabledans^A. 

De  n^éme  encore,  •4--2a?  X4-9a?'  donne  -f-  18a?»,  etpoujr  soustraire, 
—  18a?». 

Enfin,  — 1  X9a?*  donpe  -*9a?',  et  pour  soustrmre^  -j»-  9a?'.  Alors,  le 
premier  re«ie  A' «=  A -^  Ba"  est  formé. 

Maisi  parce  qu'il  renferme  des  termes  semblables,  on  procède  à  la 
réduction ,  et  Ton  trouve  ..  • 

•      A'«2te*^4â5»+2a?»-a?— i. 

On  opère  d'une  manière  analogue  sur  le  dividende  A'.  On  obtient 
un  second  terme -|- 3a?  au  quotient  /et  un  second  reste 

A"  =  8a?3 -4a?» +2a?  —  1 , 
qu'on   prend  encore  pour  dividende;  ce  qui  conduit  à  la  valeur 
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d'oD  tioisîèiiie  terme -:|-i  An  quoUeah  EnfiOà  le  Iroîsièiiie  reft^  A'" 
est  lAil ,  de  sorte  que  ropératiéo  est  terroiiièe..  2 

34.  Dans  la  pratique ,  on  abrège ,  en  rema^uant  que  le  produit  du 
premier  terme  du  diviseur  par  le  terme  du  quotient  actuellement  em- 
ployé comme  nmttiplicateur ,  est  identique  avec  Je  premier  terme  du 
dividende  partiel  correspoadant  ;  de  sorte  que,  par  la  soustraction»  ce 
premier  terme  de  dividende  est  néce^irement  détruit.  En  consé- 
quence, il  suffit  de  barrer  le  premier  terme  du  dividende  partiel ,  fin 
moment  de  la  soustraction. 

De  plus ,  on  barre  les  termes  semblables  >  après  la  réduction ,  et  Ton 
se  dispense  de  transcrire  les:termes  du  dividende  pour  lesquels  il  n'y  a 
pas  de  réduction. 

35;  Je  disi  maintenant  que  s'il  n'eœisie  pas  de  polynôme  entier 
qui  y  multiplié  par  B,  puisse  reproduire  le  dividende  A  y  et  qu'on 
applique  uu^  polynômes  k  y  F,  les  règles  de  ladivision^  l'impos- 
sibilité de  ta  division  exacte  sera  mise  en  évidence  parce  qu'on 
parviendra  toujours  à  un  reste  ou  dividende  partiel  dont  le  pre- 
mier terme  ne  sera  pas  divisibh  par  le  pren{ier  terme  du  ddviseur. 

En  effet,  accordons  d'abord  que ,  dans  la  smtfi  des  dividendea  dont 
le  degré  par  rapport  kit  n'est  i[>as.  inférieur  à  cjslni  du  diviseur ,  lepre- 
nder  terme  de  cbaque  dividende  soft  divisible  par  le  premier  terme 
da  diviseur;  sans  quoi  Timpossibillté  de  .la  division  proposée  serait 
déjà  évidente. 

En  continuant  les  calculs;  onpandendraà  un  reste  de  degré  moindre 
qae  B ,  par  rapport  à  vr.  Car ,  après  chaque  soustraction  ,'le  premier 
terme  de  chaque. dividende  partiel  est  détruit  (n®  34).'Donc  les  degrés 
des  dividendes  successifs  ou  des  restes .  vont  en  diminuant  au  moins 
d'une  unité ,  tandis  que  le  degré  du  diviseur  B  est  invariable. 

Dès  qu'un  reste  est  de  degré  moindre  que  le  diviseur ,  si  ce  reste  est 
nul ,  on  a  un  quotient  entier  exact,  ce  qui  eSt  contraire  à  l'hypothèse 
actuelle.  On  arrivera  donc  à  un  reste  différent  de  zéro ,  et  d'Un  degré 
moindre  que  celui  du  diviseur.  CM  en  conclura  que  la  division  exacte 
est  impossible,  c'est-à-dire ,  qu'il  n'existe  pas  de  quotient  entier.  Car 
autrement,  le  premier  terme  de  .ce  reste-,  divisé  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  qui  est  d'un  degré  plus  élevé,  deyrdi donner  un 
terme  entier  du  quotient  exact,  ce  qui  est  impossible  (m  29.) 

La  proposition  réciproque  est  évidente.  Si  le  premier  terme  d'un 
dividende  partiel  nestphs  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  ^ 
soit  parce  que  l'un  des  coefficients  n'est  pas  divisible  par  l'autre ,  soit 
parce  que  le  degré  du  dividende  partiel  est  inférieur  au  degré  du  di- 
viseur, la  division  exacte  de  A  par  B  est  impossible.  Car  autre- 
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ment.,  la  difisioa  partidie  qae  tmts  mppoMm  impo^ÂMe ,  d«trai( 
donner  un  terme  entier  du  quotient  (0*31),  ee  qui  est  ^sorde. 
Voici  un  eiemple  d'one  ditision  qui  ne  peut  se  faire  exactement. 

Dividende  A.  Dividende  B. 


a^  +  ^^^x 

Reste                                ar  +  6 

A. 

Le  polynôme  Q  =»  a^  +  2ap*  +  a:  n'est  pas  égal  au  quotient  y 

Mais  en  désignant  par  R  lé  reste  de  degré  moindre  que  B,  on  a 

A«BxQ4-R;    î="Q+ï 

Ainsi ,  pour  compléter  la  Vraie  valeur  du  quotient ,  il  faudra  ayouter 

R 

à  la  partie  entière  Q ,  une  fraction  algébrique  ^ ,  dont  le  dividende 

ou  numérateur  R  est  éfpA  aU  dernier  reste  de  la  division ,  et  dont  le 
diviseur  ou  dénominateur  B  est  le  diviseur  proposé. 

36.  Dans  ce  qui  précède ,  nous  avons  supposé  les  termes  A ,  B ,  or- 
donnés par  Rapport  aux  fniêfancesjakCXiOimiJLNTES  de  la  lettre  x  qu*ils 
renferment» 

Si  Ton  ordonne  A,  B,  par  rapport  «nx  puissance$  croissantes  de  œ, 
et  que ,  par^ hypothèse ,  il  existe  un  quotient  exact  0  »  on  obtie1»dra, 
en  suivant  la  règle  de  la  division ,  tous  les  termes  de  Q ,  ordonnés  de 
même  que  A  et  B. 

La  démonstration  est  absolument  la  même  qu'au  n*  31 ,  et  se  fonde 
sur  ce  que  deux  fàeteure  et  leur  produit  étant' ordonnés^  le  premier 
terme  d^  produit  est  égal  au  produit  des  premiers  termes  de$  fac- 
teurs. ^  '  ,        .         .     •  ' 

RÉciPioQtJiMmvT')  Si ,  lorsqu'on  a  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  x,  les  poli§nômeà 

A=»a  +*  +C+ '-l-jc. 

B^a'  +  é'  +  c'-f -f.j2'; 

il  arrive  que  V opération  se  termine ,  c'est-à-dire ,  si ,  après  avoir 
<tbtenu  un  certain  nombre  de  quotients  partiels  a",  b",  c",...,  z", 
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et  après  avoir  êou8tr(\it  lesproiuits  Ba",  Bb'',...,  Bz",  on  parvient 
à  im  RBSTB  KUL ,  il  est  dafr  qu«  le  polynôme  entier 

dont  le  nombre  de  termes  est  limité,  est  la  vraie  valeur  du  quo- 

A.' 
tient -^.  Car  on  a 

A=Ba"+A'=B(i?'+  (Bé"+A'")=Ba"+Bô"rf  B(J"+A"'  =  etc.  ; 
d'où  A=B(a"+6"-fc"+..,-|7V^)=BxQ. 

Mais,  si  LA  DIVISION  DE  A  PAR  B  EST  IMPOSSIBLE ,  uous  ne  pouvons 
plus  aflSrmer,  comme  au  n*  35 ,  que  l'oi^  doive  parvenir  à  un  divi- 
dende partiel  dont  le  premier  terme  ne  soit  pas  divisible  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur  ;  car,  au  contraire  ,  il  peut  arriveY  que  la 
divisions  partielles  se  fassent  toujours  exactement  et  doHnent  une 
série  illimitée  de  termes  entiers. 

Gela  aura  lieu,  par  exemple,  si  B  renferme  un  terme  indépendant 
de  X,  et  égal  à  lunité. 

Qu'onait       A=:àr*  +  te  +  i,      B  =  a?*--ar+l. 


Dividende. 

x^-i^+i 
--x^+ix—i 


Diviseur. 


reste    6x 


1 


Dividende. 

—i+2x  -yx\ 
i«'  reste  6^  • 

2«  re^tc 


i2j?*—  to» 


3»  reste 


18aî«-12aî* 


Diviseur. 

i—ix+x'^ 


-|-etc. 


Si  Ton  ordonne  A  et  B  en  décroissant,  on  obtient  .pour  premier 

terme  du  quotient  le  nombre  1,  indépendant  de  /r/et  pour  reste  le 

monôme  60; ,  dont  le  degré  est  inférieur  au  diviseur.  La  (division  de  A 

par  B  ne  peut  donc  pas  donner  ua  quotient  entier  exact.  Le  vrai  quo-* 

6aî        •  • 
lent  est  lHr^._^^^-      -  ,  . 

Mais  si  Vop  ordonne  A  et  Ben  croissant,  il  est  clair  que  la  division 
du  premicF  terine.de  c,baque  tlividende  partiel  par  le  premier  terine  1 
du  diviseur,  sera  toujours  possible ,  et  Ton  pourra  obtenir  autant  de 
termes  entiers  du  quotient  qu*on  le  voudra ,  san$  qne  la  division  soit 
jamais  terminée.  Car,  si  Ton  parvenait  à  un  reste  nul ,  il  y  aurait  un 
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polynôme  entier. Q ,  foriAé  d*un  nombre  limité  de  termes,  qui  don- 
nerait 6x0="  A.  Donc,  en  ordonnant  A  etB,  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  j? ,  on  aurait  obtenu  par  fô  division ,  ce 
polynôme  Q  ordonné  aussi  en  décroissant;  ce  qui  n*est  pas. 

Il  fout  donc  établir  un  autre  caractère  auquel  on  puisse  recon- 
naître l'impossibilité  de  la  division ,  lorsque  les  polynômes  A  et  B  ont 
été  ordonnés  en  croissant. 

37.  SHt  iC  existe  pas  éTepoîfnôme  qui,  multiplié  par  le  diviseur  B» 
reproduise  le  dividende  A ,  e{  qu'ayant  ordonné  A  etB  par  rapport 
aux  puissances  cttoissANTBS  de  la  lettre  i 
la  division  »  Vimpossibilité  de  la  divisic 
qu'on  aura  /té  conduit  à  poser  au  qui 
r exposant  de  x  sufpaste  la  différence- d 
dans  le  dernier  terme  de  A  et  'dans  le  di 

En  effet,  accordons  d*abord  que ,  dans 
tielles,  le  premier  terme  du  dividende  i 
mier  terme  du  diviseur,  sans  quoi  Yh 
exacte  serait  déjà  évidente.     ^ 

Après  chacune  des  soustractions  dan^  lesquelles  on  retranche  du 
dividende  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  partiel  obtenu ,  le 
premier  terme  du  dividende  partiel  est  détruit.  Donc  les  degrés  des 
dividendes  successifs  ou  ^cs  restes  vont  en  augmentant  au  moins 
d'une  unité  ,  tandis  que  le  degré  du  diviseur  est  invariable  ;  et  aucun 
des  restes  niest  nul ,  car  ai^tremènt  la  division  serait  possible  (no  36), 
ce  qui  est  contraûre  à  l'hypothèse  actuelle. 

Il  suit  de  là  que  les  quotients  partiels  successifs  sont  d'un  degré  de 
plus  en  pliis  élevé  ^  par  rapport  à  x.  On  sera  donc  conduit  »  après  un 
nombre  limité  de  divisions»  à  un  quotient  partiel  dans  lequel  V ex- 
posant de  X  sera  plus  grand  que  la  différence  des  exposants  de  x 
dans  le  dernier  terme  du  dividende  A  et  dans  le  dernier  terme  du 
diviseur  B.* 

Or,  toutes  les  fois  qu'oii  parvient  à  un  quotient  partiel  qui  présente 
ce  caractère»  V impossibilité  de  la  division  proposée  détient  évidente; 
car  la  puissance  de  x ,  dans  le  produit  dé  ce  quotient  partiel  par  le 
dernier  terme  js'  du  diviseur  B,  sera  plus  élevée  que  la  puissance  de  x 
dans  le  dernier  terme  z  du  dividende  A  ;  donc ,  à  plus  forte  raison , 
la  puissance  de  x  dans  les  produits  de  z[  par. chacun  des  quotients 
partiels  qu'on  obtiendrait  ultérieurement ,  semt  pïus  ^evéequela 
puissance  de  x  dans  le  dernier  terme  z  du  dividende. 

On  reconnaît  donc  alors  que  la  vraie  valeur  du  quotient  -r  ^^ 


Digitized  by 


Google 


ALGÈBRE.   OPÉSATIONS  OU   TRANSFORMATIONS  ALGÉB.      2f73 

pourra  pas  être  exprimée  par  %m  nombre  limité  de  termes  entiers; 
car,  si  .cela  se  poavait ,  en  désignant  par  z"  le  dernier  quotient  par- 
tiel, pn  aurait  néces5airementJZ'X5;"=  jz  (n*>  16)  ;  ce  qui  n'est  pas. 

Dans  Texeniple  précédent,  Timpossibililé  de  la  division  de 
1  +  *^  +  ^*  pa^"  1  —  2aî  -(-  a?*,  devient  évidente  après  la  deuxième 
division  qui  a  donné  le  quotient  partiel  ^œ;  car  le  produit 
%x  X  z^  =^  &x  X  x^  est  déjà  d'un  degré  supérieur  à  celui  du  dernier^ 
terme i}  du  dividende.  Il  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison, 
des  produits  de  2'  pu  x*  par  les  quotients  partiels  ultérieurs  i2x^f  etc. 

On  ne  pourra  donc  pas  avoir  au  quotient  un  dernier  terme  js"  dont 
le  produU'Par  z^  oi^.a;^  soit  é^al  au  dernier  terme  x*  du  dividende. 

Lorsque  la.  division  ne  se  termine  pas,  si  Ton  désigne  par  Q  l'en- 
semble  des  termes  entiers  obtenus  au  quotient,  et  par  R  le  reste  cor- 
respondant,  on  aura 

A=^1IXQ+R;    A  =  ô  +  §. 

A  • 

Ainsi  on  coifi|U^^a  la  vraie  valeur  du  quotient  ^,  en  ajoutant  à  la 

■    R         ■  '       " 

partie  eotière  Q^  une  fraction  algébrique  -s-,. dont  le  dividende  ou 

numérateur  est  égal  au  dernW  roste  otofiu ,  et  dont  le  diviseur  ou 
dénominateur  est  le  dFvl9eoii4p!|?^poséB.  Ontrouve  ainsi  que  , 

i+I^x+.oi^  _y^         W  ;.         ,  ,  \^  ,    12a?^—6^ 
1-2 Àr-for»  ~  ^  "T"  1^2  3C-^x^  T  *  "^      "*"  1-2  xJ^P  ' 

.    PalynémeÉ  qwr  renferment  plus  d'une  lettre, 

38.  Le.  éas  où  le  dividende  A  et  le  djviseqf  B  ne  Tènferment  pas 
plas  d'tfn^:  l^f^,  va. servir  à  démjp4trer'  la  règle  de  lu  division 
(n»  30]  4at^  1^  cas  pà  A  qi  B^peuvent  renfermer  deux  lettres.  On  en 
dédwa  q4^  là  règle  est  appKe^^le  au  cas  où  À  et  B  peuvent  ren- 
fermer trois  lettres,  et  ainsi  de  suite ^ quel  que  soit  le  nombre  des 
iettres.'La  règle  sera, donc  ifépéraie.  .      . 

Les  térfiies  A  et  B  pouvant  f enferme^  deux  lettre^,  â7,a?S  conce- 
vons, ces/polynômes  ordonnés  pa^  rapport  aux  puissances  décrois:- 

santés  àe  x.  On  aura.A=?=a-f'À+^+-*+^»  B=r-^'-l-^'+<^+«" 
4*2';  les  lettres  a,  b,...  z,  a-,  &',...  2' représentant  des  termes  dans 
lesquels  les  multit)iîcatears  monômes  ou  polynômes  des  puissances 

18 


Digitized  by 


Google 


274  MATHÉMATIQIJBS  ÉLàlBlITAIUS. 

de  â;  ne  pourront  renfermer  que  it  lettre  â?'  et  des  nombres  connus» 

Nous  avons  yu  comment  on  obtient  le  quotient  a'^^-j  ,  lorsque 

les  mnltiplicateurs  de»  puissances  de  a? /dans  les  termes  a^  af^  ren- 
ferment une  lettre  au  plus. 

Raisonnant  comme  au  n*  31 ,  on  conclura  que  a'^  est  le  premier 
terme  du  quotient,  c*esfr-à-<Mre  le  terme  du  quotient  qjoi  renferme 
la  plui  haute  puissance  de  x;le  uQiltiplicateurde  celle  puissance 
de  X  pouvant -d'ailleurs  être  monôme  ou  polynôme.. 

Formant  le  produit  B  a'' ,  et  le  retranchant  de  A ,  on  aura  un  reste 
A'  =  A  —  B  a'' ,  qui  sera  h  produit  du  diviseur  B  par  la  somme  des 
termes  encore  inconnus  du  quotient.  On  sera  conduit  à  diviser  le 
premier  terme  de  A'  par  le  premier  terme  de  B ,  pour  obtenir  le 
second  terme  du  quotient.  Or ,  on  saura  effectuer  cette  division . 
puisque,  dans  ces  prenûers  termes,  les  multiplicateurs  monômes  ou 
polynômes  des  puissances  de  x  ne  peuvent  renfermer  au  plus ,  que  la 
lettre  x'. 

On  déterminera  ainsi  successivement  tous  les  tetmes  du  quotient , 
et  la  division  sera  effectuée  exactement  si  Ton  parvient  à  un  reste  nul. 

Mais  si  l'on  parvient  à  un  dividende  partiel  dont  le  premier  terme 
ne  soit  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur ,  soit  parce  que 
le  multiplicateur  de  la  puissance  de  x  dans  le  dividende  n'est  pas  di- 
visible par  le  multiplicateur  de  la  puissance  de  x  dans  le  diviseur , 
soit  parce  que  le  degré  du  dividende  partiel  est  inférieur  au  degré  du 
diviseur ,  on  saura  que  la  division  exacte  de  A  par  B  est  impossible 

(o«  35) ,  et  Ton  aura  ^  "^  ^  +  ï' 

Si  Ton  ordonne  A  et  B  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de 
X ,  on  déterminera,  de  même  qu'au  no  3$,  les  termes  du  quotient 
ordonné  en  croissant  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  obtient  un  reste  md,  la  division  sera  terminée.  On  recon- 
naîtra au  contraire  que  la  division  est  imposHlde ,  si  ta  suite  des 
calculs  amène  au  quotient  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  x  soit 
plus  fort  que  la  différence  des  exposants  de  x  dans  le  dernier  terme 
de  A  et  daiis  le  dernier  terme  de  B  (no  $7)» 

39.  Dans  le  cas  où  A  et  B  peuvent  renfermer  trois  lettres,  les  mul- 
tiplicateurs des  puissances  de  x  ddns  les  termes  a,  u' ,  etc. ,  ne  peur 
vent  renfermer  au  plus  que  4^ux  lettres.  On  saura  donc  effectuer  les 
divisions  partielles  qui  servent  à  déterminer  les  termes  du  quotient 

Oaobtiendra  donc  le  qi|otient  -g- ,  lorsque  la  division  sera  possible  r 
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^n  bien.  Ton  s'assurera  de  rimpossibilUè  de  la  dirôiOQ  exacte. 
.  Dans  le  cas  où  A  et  B  peuvent  renfermer  quatre  lettres  >  on  sera 
condoit,  poar  obtenir  snccessiyemeiit  les  ternies dn  quotient,  à  effec- 
tuer des-  tiivisions  auxiliaires  sur  des  monômes  ou  des  polynômes 
renfermant  trois  lettres  ai)  plus ,  ce  qu'on  sait  faire. 

En  résumé ,  la  d)bterminaUon  du  quotient  de  A  par  B ,  quel  que  soit 
le  nombre  des  lettres»  est  ramenée  à  la  détermination  du  quotient  de 
de«x  quantités  alg^uîques  entières  M  çt  N ,  qui  renferment  une  lettre 
de  moins.  On  sait  donc  faire  la  division  dans  tous  les  cas ,  parce  qu'on 
sait  la  faire  quand  les  deux  termes  ne  renferment  pas  plus  d'une  lettre. 

40.  Dans  Texémple  suivant,  les  termes  A,  B ,  renfermeront  trois 
lettres,  x^y^z.  Nous  ordonneront  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes ûex;  et,  parce  que  les  coefficients  ou  multiplicateurs 
des  puissances  de  go  sont  p<^nômes  et  renferment  plus  d'«me  lettre , 
nous  ordonnerons  ces  coeflBdents  euxHmèmes  par  rapport  à  une  lettre,  y. 

Nous  aurons 

A«(4y«---02*)a^+<48î^z--l()8y2»)a:+(--32y»+l8y*j^f  162  ; 

B«(2y  — 3«)  a;^+(4y»-fâyH-9«')^8y»-12y'js  +  iSyz-Stïz^), 

Le  dividende  A  est  considéré;  dans  cette  forme ,  comme  ayant 
trois  termes,  a^  6 ,  c ,  savoir ,  un  terme  en  ar^ ,  un  terme  en  a:  à  la 
première  puissance ,  et  un  terme  indépendant  de  w. 

Le  diviseur  B  est  de  même  dpnsîdèré  comme  ayant  trois  termes, 
a\  b\  c\  savoir ,  un  terme  en  â^ ,  un  terme  en  x  à  la  preonère  puis- 
sance ,  et  ON  TBtMB  indépendant  de  x. 


l'«  Division  partielle. 

!•'  reste  6y«  —  9j2' 

--  6yg  +  ^g' 
2«  reste  0 


--3j2 


2y  +  3z 


Pour  avoir  le  premier  terme  a"  du  quotient,  on  effectue  à  part  la 
division  de  a  par  a'.  On  a 

a       (4y«  -  9z^)x'  .    /4y'--9j8«\        .  , . 
7^  (2y-3z)a?«  ^Vây-azJ^''      ' 

et  Ton  obtient  a  =  (2y + 3z)  x. 
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Il  faut  multiplier  tout  le  diviseur  par  a" ,  et  retrancher  le  produit 
du  diridende  A  ;  ou  bien  (no  33),  changer  les  signes  desproduHs 
partiels ,  à  mesure  qu'on  les  obtient ,  et  écrire ,  par  ordre  »  au-des- 
sous du  dividende  ,  ces  produits  ainsi  modifiés. 

Nous  nous  dispensons  de  rien  écrire  an-dessou3  du  premier  terme 
a  du  dividende  ;  il  suflBra  d*omettre  ,  dans  le  reste  réduit ,  ce  premier 
terme  a  /qui  sera  nécessairement  détruit  (n®  34). 

Ayant  réduit  au  moindre  nom  hre  de  termes  le  reste  A'=A-— Ba'\ 
on  trouve  que  le  premier  terme  du  nouveau  dividende  A'  est  la  quan* 
Uté  m»(-8y»+12y«j2+18y5s'— 27z»)a?'. 

2e  Division  partielle. 

-8y»  +  12y«z+18vJ5«  — 27*»  |  2y-^3z 

+8y»-riVg -^4y*+9*» 

!•' reste  18yz*— 27«» 

—  18yjg«  +  27jg» 

2«  reste  0 

Alors,  on  effectue  à  part  la  division  de  m  par  à.  On  a 
m  (—  8y?  +  12y«g  +  18yjg«  --  27g»)a?« . 
a'"^  (2î/.— 3js)a:« 

et  Ton  obtient  6'^  =  —  4y*  +  9z\ 

Il  faut  multiplier  chaque  terme  de  fi  par  b" ,  changer  le  signe  de 
chaque  produit  partiel ,  et  écrire ,  par  ordre  au-dessous  du  dividende 
A' ,  ces  produits  ainn  modifiés. 

Nous  nous  dispensons  de  rien  écrire  au-dtssous  du  premier  lerme 
m  du  dividende  A'  ;  il  suffira  d'omettre ,  dans  le  reste  réduit  A'' ,  ce 
premier  terme  m. 

On  trouve ,  réduction  faite ,  A"=K).  L'opération  est  terminée. 

Voici  comment  on  dispose  ordinairement  les  calculs. 
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ThfiàdDde  A.  -  Di?i8e«r  B. 


Ptoàvdt 
soustrait,  j 


— a7«» 


+  i8/»r  Ix-  3V 


l^r  reste 

A'      ■ 


Prodait 

soustrait.  ] 


!•  reste 
A". 


-^ 

x«—  16y* 

+iar«* 

+  48r'# 

+  18r*« 

— 108^*> 

— 27i» 

+  81** 

'  ^a7z» 


+  lOr* 

-  48^s 
4-  36^«*« 

+108;^«» 

—  8U* 


X—  3ay» 

+ïoar«* 

— «i3j» 

—  48^1 
4-  72/*«* 
-108/V 

—  7ày»«* 
+  t08jr«ja 
— 162r«% 
+8431» 


41.  Pçmr  (|r.ti'yn  polyndiiie  A  soit  ditisible  par  un  monôme  B",  t7 
suffit  et  IL  FAUT  gtie  chacun  des  monômes  dont  le  dividende  A  est 
composé  y  soit  divisible  par  le  monôme  diviseur  B. 

£b  effet,  lo  soit  A=»a+6+^+"+*' 

js  "  =  ^ ,  «ont  BinriiRBS ,  on  a 


b 
B  • 


5i  /w  quantités  a"=  =. ,  6": 
u 

a=Ba",6=B5",..  jz«B5j",  A«=B(a"4.6'4-..+2")»  g««"+* "+••+«" • 
Ze  quotient  ^  c«t  donc  entier. 

2*  Soit  le  polynôme  A = Bx  Q  >  le  facteur  B  étant  monôme ,  et  let 
deax  facteurs  B ,  Q ,  étant  entiers.  Concevons  les  polynômes  A  et  Q, 
ordonnés  par  rapport  à  une  même  tettre  œ.  Supposons  qu'on  ait 

A=a+6+<^+—+2  et  Q=ra"+ft"4-c"+...+^• 
De  là         A  =  B(a"+6"+...+z")  =  Ba"+B5"+...+Bjz". 
Considérons  d'abord  le  cas  où  a' ,  b",,..  z"  sont  des  monômes.  Le 
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prodmt  partiel  Bà'  ne  peut  se  réduire  avec  aociw  autre  ;  il  est  donc 
égal  au  preimer  terme  a  da  produit  A  ordonné.  Ce  terme  a  est  par 

conséquent  ÙB  monôme,  et  Ton  a  à'=  g.  Donc  le  premier  terme 

monôme  a  du  diridende  A  est  divisible  par  B ,  lorsque  A  est  divi- 
sible par  B. 

Betrancbant  de  A  le  produit  partiel  Ba"  ou  a,  on  a  un  reste  , 
A'  =  6+c+...+2  =  ft^"+^'+--+^^^»  **  ^'^^  prouve  comme 
précédenmient  que  le  terme  fr  est  un  monéme  égal  à  B6".  Donc 

6"«^.  Par  conséquent,  le  second  terme  monôme  b  du  dividende  A 

est  divisible  par  B,  lorsque  A  est  divisible  par  B  ;  et  ainsi  de. suite. 
Admettons  maintenant  que  a",. 5",  c'\.,.i'  puissent  être  des  poly- 
nômes. Le  produit  partiel  Ba"  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  des 
produits  partiels  suivants,  parce  que  dans  aucun  de  ces -produits,  la 
lettre  j;  ne  se  trouve  à  la  même  puissance  que  dans  Ba".  Donc  on  a 

encore  a  »  B&",  et  a'ài'  &•  Le  terme  a  du  dividende  A  est  donc  mu 

polynôme  divisible  par  le  monôme  B. 

Par  conséquent,  chacun  des  termes  monômes  dont  a  se  compose 
est  divisible  par  B.  On  verra  de  même  que  b  est  un  polynôme  égal  à 
Bh'\  et  que  B  divise  chacun  des  termes  monômes  de  5 ,  et  ainsi  de 
suite. 

On  voit  par  là  que,  si  la  division  de  Ton  des  termes  monômes  de 
A  par  le  monôme  B  ne  se  faisait  pas  exactement,  11  ne  serait  pas 
possible  que  A  fût  divisible  par  B 

42.  Pour  qu'un  polynôme  À ,  ordonné  par  rapport  à  une  lettre 
X,  $oit  divisible  par  un  autre  polynôme  B  qui  ne  contient  pas  cette 
lettre  x,  il  suffit  et  il  faut  que  chacun  des  goifficibiits  des 
puissances  de  x  dans  A,  et  le  terme  indépendant  de  x,  s'il  y  en  a 
un ,  soient  divisibles  par  le  polynôme  B. 

Eneflfet,  l'soit     A=»a+b+c+.,.+z. 

Si  les  quantités  a"»A»  6"=^*.-  z"  =  :^y  sont  vmikwBB^  on  a 

a=Sa\  b^Bb'\..z=Bz\  A=^B(a"+b"+..+z"),  ^=a"+6"+..+j2". 

A, 

Le  quotient  ^  eet  donc  entier. 

2*  Supposons  que  le  polynôme  A  toit  le  produit  du  polynôme  B 
par  un  polynôme  entier  Q. 
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FBÎsqiie  le  produit  A  conttent  j? ,  6i  qiiç  le  facteur  B  ne  contieDt 
pas  cette  lettre,  il  faudra  nécessairenieiitque  la  lettre  x  se  trouve  dans 
le  ûcteur  Q. 

Concevons  que  A  et  Q  soient  ordonnés  par  rapport  à  j? ,  et  qu*on 
aitalors    Q  =.0"+ 6"+ <?"+... +i",  A^a+b+e+.„+z; 

d'où  A  »  B  X  Q  »  Ba  '+  Bb"+Bc"+. , .+  Bz' . 

Le  produit  partiel  Ba"  ne  peut  se  réduite  avec  aucun  autre.  De  là 

Ba"  »  a ,  a''»  ^.  Donc  le  premier  terme  de  A  est  divisible  par  B. 

Retranchant  de  A  le  produit  partiel  Ba"  ou  a,  on  a  un  reste 
A'=6+(?^-...+  jj=^Bd'+Bc''+—+ft2";  et  Ton  prouve  comme 
précçdanœent  que  le  terme  b  est  égal  au  produit  partiel  Bfr".  Donc 

b"  =^j^.  Par  conséquent,  le  teeond  terme  de  A  est  divisible  par  B. 

En  continuant  à  raisonner  de  la  même. manière,  on  reconnaît  que 
Umê  les  TIIBB8  de  A  sont  diciêiblee  par  B. 

Or»  si  Ton  considère  dans  le  foclenr  Q  nuterme  de  la  forme  M"^, 
qui  représente  la  somme  de  tous  les  termes  monômes  du  quotient  dans 
lesquels  la  lettre  x  est  affectée  d'un  même  exposant  n,  le  produit 
partiel  BxJA"x^  ne  se  réduit  avec  aucun  autre.  Il  est  donc  égal  au 
terme  Mx^  du  dividende  A ,  dans  lequel  la  lettre  a;  a  le  même  expo- 

M 

sanin.  Par  conséquent  Mx'^^^BWx^  d'où  M  —  BM",  M"»^. 

On  voit  donc  que  chacun  des  eoeffhienti  des  puissances  de  x  dans 
A  est  divisible  par  B. 

De  même ,  s'il  y  a  dans  le  quotient  un  terme  M"  qui  représente  la 
somme  de  tous  les  termes  monômes  indépendants  de  a;,  le  produit 
partiel  BM",  indépendant  de  a?,  ne  se  réduira  avec  aucun  autre.  Le 
dividende  ou  produit  A  contiendra  donc  un  terme  M  indépendant  de 

M 

X ,  et  qui  sera  égal  à  BM".  On  apra  donc  encore  M"  ^  -^  ;  de  sorte 

que  le  terme  indépendant  de  x  dans  le  dividende  sera  aussi  divisible 
par  B. 

M 

Donc,  sll  arrive  que  Tune  des  divisions  partielles,  telles  oue  ^5-, 

o 

ne  se  fasse  pas  exactement  y  on  en  doit  conclure  que  A  n'est  pas  di- 
visible par  B. 

4S.  Un  monôme  n'^est  jamais  divisible  par  un  polynôme.  Car  le 
polynôme  drHseur  B  ayant  au  moins  deux  termes  dissemblables ,  le 
produit  de  B  par  une  quantité  entière  Q  contiendra  toujours  au  moins 
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deux  termes  dissemblables  (n^  H)  et  ne  pourra  pas  être  égaïaa 
monôme  dividende  A. 

44.  Pour  obtenir  le  quotient  d'une  dimsioti  jfroposie  y  il  f^ est 
pas  NBCBssÂitB  d'ordonner  d^abord  lé  dividende  et  le  diviseur  par 
rapport  à  une  lettre. 

Soit,  par  exemple, 

A=32a»ôV-35a«ô<r+15a»&'c»4.lGa&V-28a«^»c« , 
B=3(ï»ôV-|4aôV— 7a«dc. 

Le  dividende  et  le  diviseur  proposés  ne  sont  ordonnés ,  ni  Tun  ni 
l'autre ,  par  rapport  à  aucune  des  lettres  a,  è ,  c ,  qu'ils  renferment 

Mats,  si  je  recherche  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur  lès 
termes  qui  renferment  respectivementla  puissance  la  moins^eivée 
d*une  des  lettre^ ,  a ,  par  exemple  »  ou  au  contraire  la  puissance  la 
plus  élevée  de  cette  lettre  ,  le  quotient  cherché  ne  pourra  être  exact 
qu'autant  que  ee  terme  du  dividende  soit  divisible  par  le  terme  cor- 
respondant du  diviseur  {n?  16) ,  et  si  la  division  partielle  se  f«it  exac- 
tement, elle  donnera  Je  terme  du  quotient  qui  renferme  la  puissance 
la  moins  élevée  de  la  lettre  a ,  ou  au  contraire  la  puissance  la  plus 
élevée  de  celte  lettre. 

Je  remarque  que»  dans  le  quatrième  terme  du  dividende  et  dans 
le  second  terme  du  diviseur ,  la  puissance  de  a  est  plus  faible  que 

dans  les  autres  termes.  J'efifectue  la  division  partielle  v^.^  ,  as  46c. 

J'obtiens  un  quotient  exact ,  qui  est  certainement  un  terme  du  quotient 
cherché,  si  la  division  proposée  doit  se  faire  exactement. 

Je  retranche  du'dividende  A  le  produit  du  diviseur  B  par  le  quo> 
tient  partiel  ^be,  et  j'obtiens,  après  réduction  ,  un  reste 

que  je  n'ai  besoin  d'ordonner  par  rapport  à  aucune  lettre. 

Considérant  A'  comme  un  nouveau  dividende,  je  remarque  que, 
dans  le  second  terme  de  A'  et  dans  le  dernier  terme  du  diviseur  B , 
la  puissance  de  la  lettre  b  est  plus  faible  que  dans  les  autres  termes. 

35a^6c 

J'effectue  la  division  partielle;  ^7  <^  =+5a'^.  Tohûens  un  quo- 
tient exact  qui  est  certainement  un  terme  du  quotient  cherché ,  si  la 
division  de  A  par  B  doit  se  faire  exactement. 

Je  retranche  du  dividende  A'  le  produit  dudivis^u*  B  par  le  quetient 
partiel  5a*,  et  je  trouve  que  le  second  reste  A"  est  aul.  Par  consé- 
quent l'opération  est  terminée.  On  a  . 
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'  A»Bx4«e-H';   A'c=Bx5a«;   At«B(4*c+5a«).  * 

Le  binôme  45'c-f-5a'  exprime  exactement  le  quotient  cherché . 
Voici  le  lablçaîi  des  calculs. 


3âa»6V-35a»6c-|-15a»6^c»+16a6»c»-^â8a«è^« 


^i2aWc^ ' *■    — i6<i»*c»-f28a<^^»  45c4-5rf 


Sa^yç'-HaftV— 7a'ftc 


i» reste  A'....  20a»ôV-.35a96c+15o»6V» 

2»  reste  A'.T^      ~^  0 

JUUis^na  soin  i2'ÔRiM>NNBft  i^  didû20ndtfv^  dmWr  e^leê  éfti- 
dendes  fartids  suecemfs  (no  30),  parce  qu'on  e$t  ainêi^^sp^ié  de 
rechercher^  dans  le  cours  des,ofêralio»$ ,  un  terme  d$i  dimdff^ 
et  un  terme  du  dioiseur  dafis  lesquels  une  même  lettre  soit  affectée 
d'un  exposant  plus  fort  ou. plus  faible  que  dans  tous  W autres;  et 
parce  quHl  devient  plus  facile  de  reconnaître  les  tej^mes  semUams 
etd'opér-er.les^éwiimions, 

45.  La  DiFFÉiiBNCB  des  puissances  de  même  degré  de  deux  Quan- 
tités est  toujours  4rvisiMe  par  la  bifférbncb  de  ces  deux  quantités. 

Je  dis  que  ar"»— a*»  est  divisible  par  x—a,  et  que  le  quotient  exact  est 

# 
En  effet ,  nous  avons  vu  (n°  21)  qu'on  a  Q(a;  —  a)  =  a?*"  —  a^.  Donc 

x—a       ^  ' 

Mais  on  peut  établir  le  inème  principe ,  et  découvrir  la  loi  de  com- 
position du  quotient,  au  moyen  de  quelques  divisions, partielles. 


x^ -^  a^ 

x—a 

—  a?»»  -}-  a  x"^^ 

oH^*'^ + aa?"»-*  +  (J^x'^-'^  +. . . . 

iw  reste               ax""-^  —  à^ 

2«  reste               à^x^-^  —  a"^ 

Lorsqu'on  effectue  la  première  division  partielle,  on  a  pour  quotient 
partiel  a;"*-*,  et  pour  premier  reste  oa:»-*— o^  ou  a*»»-*— aX  a'^K 
Parconséquent  a7«»--a"»=(^— a)a?»*-'+<i(a?'^-'— a"*"*).  Donca;"»-^"» 
serait  divisible  par  a;  -^  a ,  si  xV^^  —  a«-*  était  divisible  par  a?—  a  ; 
c'est  à-dire  qu'en  général,  la  différence  des  puissances  de  même 
degré  de  deux  quantités  \  et  a  si^ait  divisible  par  la  différence  x-— a, 
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si  la  difféi^inee  de$  fmiêmneet  Hnmâàiatêmmt  i%féri$mru  Mait  éi- 
t>iiti/e  pars'— a. 

Or,  X* — â^  est  divisible  par  a? -r a;  le quodent  est  1.  Doncâ;' — a* 
est  dif  isible  par  x — a  ;  d'où  Foacotioliit  qpe  x— a  divise  x*--^-^\  pois 
x^— a^,  et  aipsi  de  •oîtek  Doue,  eo  augmeaUntaiosi  oonstammeiit  d'une 
unité  les  ej^posants  de  âret  de  a,  on  peut  a'élefer  jusqu'au  degré  m, 
et  l'on  conclut  que  x^  —  a^  ^t  diyisil>le  par  â?  *-  a. 

En  continuant  Jn  difision ,  onwoît  que ,  dans  le  premier  terme  de 
chaque  reste ,  l'exposant  de  a  augmente  constanmient  d*ime  unité, 
taiulis  que  l'exposant  de  x  diminue  d'une  unité  ^  de  sorte  que  ce  pre- 
milbr  tçnne  est  constamment  un  monôme  positif  du  degré  m.  Il  en  ré- 
sittie  q*he  les  premiers  termes  du  quotient  â?*^^-f'e(â?*^*-|-a^EB*^'~*+^tc. 
sont  Soumis  à  la  loi  préeédemm^nt  énoncée  (n«  di).  On  s'assure 
alors  que  cc^te  loi  est  vraie  pour  U  tolalilé  diss  termes  du  qiMitiettt, 
eh  effectuant  la  multiplication  du  polynôme  Q  par  x^n  (n<*  21)  ;  l'on 
ttauv^en  eilet  «m  produit  égal  à  a;**  -*  a**. 

46.  La  DiPFiBBNCB  des  puissaness  fauis  de  même  degré  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  somu  de  ces  quamités. 

Je  dis  que  x^^^à*^  est  divisible  par  â?-|-a,  et  que  leqwH 
tient  exact  est 

En  effet,  nous  avons  vu  (n»  22)  qu'on  a  Q{X'\ra)  =  x^  —  a**". 

Mais  on  peut  établir  le  même  principe  au  moyen  de  quelques  divi- 
sions partielles. 


x^, . .  ; —a'*» 

x-^ 

^j?«w— ar'»»-' 

x«"»-'— aaî*^«-fa«a;«~-». . . 

l«r  resté          — ajî»»«-'                 —a*"» 

2»  reste                             a'a?»»»»-*— a«~ 

Lorsqu'on  a  effectué  les  deux  premières  divisions ,  on  a  pour  les 
deux  premiers  termes  du  quotient  a?*«^*— ajC*^'*,  et  pour 
deuxième  reste  a'jc*^"'"*—  a*^  ou  «"(i»*»»-*-^  a***^').  Par  conseillent, 

x^^  —  a***  =  (a?-|-  a)  {x*^^^  —  oo;"^*)  +  a*  (a?*^~*  —  a*^"'). 

Donc ,  x^ — a*^  serait  divisible  par  a;  -f  a ,  si  dî«~-»  —  a***-'  était 
divisible  par  x  -{-  a  ;  c'est'-à-dire  qu'en  général ,    ta  différent 
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dê$  puitêanees  Pints  de  même  degré  de  deux  jquantHés  x  el  a  serait 
divisible  par  la  somme  ji'\-ik,  sila  différence  â,es  puiiSanees'tn" 
férieures  dedeuxwntés  était  divisible  fCÈr  x  4-  a. 

Or,  x*  —  a*  est  divisible  par  a?  -f-  a  ;  le  quotieRt*e8t  x  —  o;  Dotfc 
ar*— a*  est  divisible  par  ^-j-a;  dimc  «  +  «  divise  aussi  a^  —  d^,  el 
ainsi  de  suite.  Doue ,  en  augmentant  constamment  de  deux  unités 
les  exposants  de  â;  et  de  â ,  on  peut  s*éleyer  jusqu'au  degié"2m.  La 
difisitulitè  de  âp*** — a**»  par  x-^a  est  donc  démontrée. 

Le  premier  terme  dé  chaque  reste  est  altematitement  négatif  et 
positif.  L'exposant  de  a  augmente  et  l'exposant  de  x  diminua  con-^ 
stamment  d'une  unité  dans  ce  premier  termp;  de  soite  que  tous  les 
restes  obtenus  sont  du  degré  2m.  Il  en  r&ufte  que  les  prcfmiers  ter* 
mes  du  quotient  sont  soumis  à  la  loi  préicédemment  énoncée  (n»  22). 

On  s'assure  alors ,  par  la  multiplication,  que  la  même  loi  s'étend 
à  la  totalité  des  termes  du  quotient. 

47.  La  SOMME  des  puissances  impaiebs  de  même  degré  de  deux 
quantités  est  divisible  par  la  somme  de  ces  quantités. 

Je  dis  que  0?"»+*  +  0*^"^*  est  divisible  ^r  x  +  atti  que  le  quo- 
tient exact  est 

En  effet  ,  on  a  vu  {»•  28)  que  Q{x  +  a) ^ x^'^  +  a*^'^K 

x-^a  ^ 

Autrement,  après  deux  divisions  partielles  ,  on  a  au  quotient 
aï**— aj;'"^S  et  le  reste  correspondant  est  «'a?'**-* +0*^+*,  ou 
a^a^nr-i  ^  atm-ij^  p^r  conséquent, 


a?**»+l J-  (|«m+l 


-f-  00?****  4-  a*j;'"*^* 


-|-  «'a?***-*  4-  a**"+* 


x  +  a 


x^^  —  ax*^"^  -}-  a'ar**'*"'. . . .. 


ce  qui  fait  dépendre  la  divisibilité  pour  un  certain  degré  impair,  de- 
la  divisiUlité  pow  le  degré  qui  est  inférieur  de  deux  unités. 

Or  x+a  est  divisible  par  arfd.  Donc  a?»-j-a»  est  divisible  par  x+a, 
donc  a;+  a  divise  exactement  a^  +  a",  et  ainsi  de  suite. 

La  loi  du  quotient  se  manifeste  dans  les  premiers  termes  et  se  vé- 
rifie par  la  ihaltiplication  pour  le  quotient  total. 


Digitized  by 


Google 


9Sk  MATHÉMATIQUES  JÂLiMENTAIUS^ 

48.  La  SOMME  des  puiêsaneeà  PAitBs  de  même  de^  de  deux 
quaniitéê'n'est  pas  divisible  par  la  sommp  de  ces  quantités. 

Je>x)is  (fae  x^-f"  ^*^  ^*^^  P^^  dirisible  par  x-^a;  que  la'j^tie 
entière  da  quotieot  esto;***-^— aa:«*»-*+...-|-a'*^*d?— a*»*^*  ftk"  46), 
et  que  fe  dernier  teMe ,  IndépendaDt  de  x ,  est  2a'»». 

En  effet  a^"»+a*»»=-(x*»— a**)+2tf*»= 

4d.  Za  DiFFÉi^BNCB  des  puissances  impaibbs  de  même  degré  de 
deux  quantités  n'est  pas  divisible  par  la  aommb  de  ces  quantités. 

Je  dis  que  0?'"»+*— a*"»+*  n'est  pas  divisible  par  a?+a,  que  la 
partie  entier^  du  quotient  est  a:*"* — aa?*"»-*+-' — a'"^*^P-H»'"*  t**'  *'^)» 
et  que  le  dernier  reste,  indépendant  de  x,  est— aa'*+*. 

En  effet       aî'"»+* — a*~+*  «*=  (a;'«+*  +  a'*»+*)  —  20***+* 
=  {x  +  a)  (a?'"»— (Wî*?^*+...+a**")— 2a**+*. 

50.  Za  SOMME  des  puissance^  de  même  degré  de  deux  quantités , 
n^estjaipais  divisible  par  la  différence  de  ces  quantités. 

Je  dis  que  af^-^a^  n'est  pas  divisible  par  j?  —  a;  que  la  partie 
entière  du  quotient  est  5?'»^+  ax^^*+  a*j7"*-'+...+  a^^*x-f-a^^ 
(n*  45) ,  et  que  le  dernier  reste ,  indépendant  de  x^  est  2a**» 

En  effet  -  j?«"+  a«  =  (or»^—  a*»)  +2  a"»  =« 

^  (jr  —  a)  (a7*^-*  +  a;r*»-*+-*-+^*^'^+^"*~*)  +  2a"». 

Calcul  des  fractions  çdgébriques. 

51.  Les  fractions  algébriques»  telles  que  ?,  et  les  fractions  arithmé» 

2    7     9 
tiqqps  ordinaires ,  telles  que  ^,  i  »  ïô  »  ^"^  ^^  caractère  commun , 

qu'elles  indiquent  le  quotient  d'une  division  à  effectuer.  Mais  dans  les 
fractions  algébriques,  les  termes  a,  d,  ne  représentent  pas  toujours  des 
nombres  entiers  et  positifs  ;  c'est  en  cela  qu'elles  diffèrent  des  frac- 
tions arithmétiques.  Néanmoins ,  par  analogie ,  le  dividende  a  s'ap- 
pelle encore  numérateur,  et  le  diviseur  b  s'appelle  dénominateur  de 
la  fraction  algébrique. 

Or,  quelles  que  soient  les  expressions  numériques  ou  algébriques 
que  Ton  conçoive  mises  à  la  place  des  lettres  a^b^c^d,  etc.  dans  les 

a   c 
fractions^  »  w  »*   '  "^"^  allons  prouver  que  toutes  les  régies  du  cal- 
cul des  fractions  arithmétiques  sont  applicables  au  calcul  des  frac- 
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Hons  algébriqueg  sous  la  seule  condition  que  a»;  &«  x;,  d ,  etc.,  re- 
présentent des  expressions  auxquelles  on  peut  appliquer  ce  principe  : 
Un  prodMtï  ne  change  pas ,  dans  quelque  ordre  que  les  multiplica-' 
Uons  soient  indiquées. 
Nous  représenterons  par  q  le  quotient  de  la  division  de  a  par  è. 

Delà^«9,  et  a^6X  9. 

52.  On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  algébrique  lors- 
qu'on multiplie  ou  lorsqu'on  divise  les  deux  termes  par  une  même 
quantité. 

'  Sôit  en  effet  ^  =  g,d'oùa=6x^,  et  par  snlie  axn^bXqXn. 

En  admettant  que  le  produit  5  X  9  X  ti  ne  change  pas ,  dans  quel- 
que ordre  que  les  multiplications  soient  indiquées ,  on  aura 

bXqXn  =  bXnXq=^{bn)Xq.  • 

Donc  an=^ bnXq*  et  enfin  =—  =  g  ==  --. 

On  0 

53.  On  réduit  les  fractions  algébriques  au  n^ême  dïnominatsur  , 
$ans  en  changer  la  valeur,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cha- 
cune d'elles  par  le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

En  effet  »  ^'^  21  ^  *=Tw  ♦  d^^'Âh^^^  ^^^'  ^onc ,  en  admettant  que 

db=^bd,  les  fractions  ï  »  j .  peuvent  être  exprimées  P*"*  î^  »  o  »  ®^ 
sont  réduites  au  même  dénominateur. 
De  même  pour  les  fractions  ^,  ^^  7  >  on  aurait 

a       a  (df)  _  {df)  a  _  adf       c  _cbf^      cbf       e      ebd 
b ""  b(df)  ""  {df) b"  bdf'     à ~  dbf^ bdf'     f^  bdf 

54.  Addition.  Après  avoir  réduit  au  même* dénominateur  les 
fractions  à  additionner,  on  obtiendra  là  somnr  en  divisant  la 
somme  des  numérateurs  par- le^dénominateur  commun. 

En  effet,  soient  à  ajouter  les  fractions 2*  2*  d' 
Si  nous  posons  -  =  qf,  ^  =  g',  -  =:  q'\  nous  aurons 

a^=dq,  b=4q\  c=^dq";  d*où  a+b+Cr^dq'^q'+dq''^:^q+q'+q"). 

^        a  +  6+c  i»'iiff      a  ,  b  .  c 

Donc  — T-r-!-- =  î+ î' 4- î"  =  ;5 +- +  ^. 
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58.  SousTmicnoN.  Pour  êoustraire  éPuné  fraction  wm  autre  frac- 
tion,  réduisez  les  deux  fractions  au  même  dénominateur.  Foui 
obtiendrez  le  ism  en  retranchant  le  numérateur  de  la  seconde  du 
numérateur  de  la  première,  et  en  divisant  le  résultat  par  le  déno- 
minateur commun. 

En  effet ,  soient  ^r^^,  ^  » 9',    d*oû    a^dq,  b^d^.On  aura 

Hi  ^  u       -b 

a^&=(}^— ^'=(f(g— 9');  par  conséquent  — j-=p=^— ^'=  3—  ^• 

56.  Multiplication.  Fous  obtiendrez  le  pboduit  de  plusieurs 
fractions  en  divisant  le  produit  des  numérateurt  par  le  produit  des 
dénominateurs. 

En  effet,  8oient^  =  ç,  5*=^'»  ^'^**  a^bq,  c »  4g'.  Par  çoonë- 

q»ent.  oc  =(ftg)X  W). 

Or,  en  admettant  que  Tordre  des  facteurs  n'influé  pas  sur  la  râ- 
leur d*ùn  prodiiit,  on  en  conclut ,  comme  en  arithmétique ,  que  pour 
multiplier  une  quantité  par  un  produit,  il  sufiSt  de  la  multiplier  suc- 
cessivement pu'  chacun  des  fac^urs,  et  réciproquement;  de  sorte 
que 

(bq)  X  idq^)^  bxqxdx  g'  =  (W)  X  q  Xq'==[bd)X  (gf)- 
Donc  ac^mxiqq'),  et  g=^gg'=?x  j. 

57.  DiYisiON.  Vous  obtiendrez  h  quotient  de  la  division  d'une 
fraction  par  une  autre  fraction  en  multipliant  la  fraction  divi- 
nBNDB  par  la  fraction  ornsEum  eentersAb. 

à  c 

En  effet ,  s(Men(  le  diTiâende  ? ,  et  le  diviseur  ^. 

0  .  a 

La  quantité  r  X  -  *  ou  -^  (n®  56)  étant  multipliée  par  le  dm- 

c  adc  a 

seur  2  donne  pour  produit  -^^  (w*  i^,  ou  j-  (pp  52),  G*esl^à-dnre  le 

•dividende.  Donc  ^  X  -  est  le  quotient. 

Calcul  des  expressions  négatives. 

58.  Jusqu'ici  ndos  avons  8\f>posé  îoipHcitefeBent  tjue  les  lettres 
<if.by  c'ix,  etc.  représentaient  des  valeurs  numérique^  absolues, 
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ç'est-à-dîre  consultées  abutfaction  faite  des  signes  4*9  ~*  ^ous 
a?ons  supposé  dans  les  polynômes  que  la  soioune  des  valeurs  absolues 
des  tennes  sou5tractifs  ne  surpassait  pa&  la  scHUipe  des  valeurs  des 
termes  additif^.  « 

Par  exemple,  nous  avons  admis,  pour  un  polynôme 

P  =  a— ô  +  c  — d  —  «, 

q^  la  somme  des  nombres  b^d.e,  ne  surpassait  pas  la  somme  des 
nembres  a^  e,  éd  ssrte  que  les  soustractions  étaient  possibles."  La 
lettre  P  désignait  une  valeur  numérique  absolue ,  égafe  à  Fexcès  de 
la  somme  a-f-c  sur  la  sonmie  d-f-d-^e,  qui  était  moindre  que  la 
première  »  ou  tout  au  plus  égale  k  la  première. 

Mais ,  dans  la  résolution  des  questions  par  Talgèbre ,  on  est  con- 
di^t  à  écarter  ces  restrictions. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple ,  de  trouver  le  quatrième  terme  â?  d'ube 
proportion  arithmétique ,  les  trois  premiers  termes  a ,  d ,  c,  étant 
donnés.  Nous  savcms  (Arithm. ,  p.  72)  que  le  terme  œ  s'obtient  en 
retranchant  de  la  somme  d  -f-  ^  des  moyens ,  l'extrême  connu  a. 

On  a  a?=«C^  +  c)— a. 

Si  a  ne  surpasse  pas  b  +  c,oa  effectue  la  soustraction ,  et  la  ques- 
tion est  résolue. 

Mais  il  peut  arriver  que  a  ^ttrimsse  b-^c.  Dans  ce,  cas»  les  algé- 
bristes  conviennent  d'accepter  epcore  l'expression  {b-^-c)-^  a  pour 
la  valeur  du  terme  cherché  x. 

Ainsi,  soient         aa»12,  /6<»7,    c^^^; 
d'où  b  +  c  =  iO;    a=10  +  2=(ft  +  c)  +  2. 

On  dira  âp«^-).c  — a=^lÔ  — ^2.  On  admettra,  comme  au  n«  4, 
que  le  terme  soustractif  — 12  tienne  lieu  de  — 10—2.  On  aura  ainsi 

a?e=10r-10— 2,    ouenfin    a?  =  — 2. 

Le*tenne  «ue  trouve  alors  représenté  par  une  eûtfrwtîim  algébri- 
que, —  2,  formée  du  nombre  ^affeeté  du  signe  — . 

Qu'on  accepte  cette  expression  pour  le  quatrième  terme  â?;  la  pro- 
pQrtion^l2-7  :  3«ap  deviendra  12*7  :  a— 2. 

Si  l'on  convient  d'appliquer  aux  extrêmes ,  —  2  et  4 12 ,  la  règle 
ordinaire  de  ^addition  (no  6) ,  leur  somme  (c'est-à-dire  le  résultat 
^'on  obtient  en  appliquant  la  régie  de  Vadêitiàn  algébrique)  se  for- 
mera en  les  écrivant  à  la  suite  ïnn  de  Tautre ,  aVec  les  signes  qu'ils 
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ont.  La  somtm.  de»  extrêmes  sera  — â4*^^  P^  ^^  Ainsi  v^a  somme 
des  extrêmes  sera  égale  à  lu  somme  7^^,des  moyens. 

Si  Ton  coDTient  d'appliquer  aux  terines  3  et  ^ ,  ou  3  6t  —  2 ,  la 
règle  ordinaire  de  la  soustraction  (n»  7},  la  différence  3  —  x  s'ob- 
tiendra en  changeant  d'abord  le  signe  du  terme  x ,  ce  qui  don- 
nei^a  -|- 2 /puis  en  écrivant  le  résultat  -|- 2  à  la  suite  du  terme  3.  En 
opérant  ainsi,  la  différence.  (I05  deux  derniers  termes  {c'esi-kr-diTe, 
le  résultat  obtenu  en  appliquant  la  règle  de  la  sousiractton  algébri- 
que) ^se¥u  égale  à  la  différence  12  —  7  dps  deux  premiers  termes,- 
ce  qui  s*accorde  ^vec  la  dé6nition  de  Véquiéifférence  /ou  de  la  pro- 
portion arithmétique.  . 

On  comprend ,  d*après  cela ,  le  véritable  objet  des  couTentions  que 
nous  venons  de  proposer  :  c'est  qu41  résulte  de  leur*  adoption  que  les 
conditions  de  la  dé^hition  de  Féquidifférence ,  et  les  propriétés  qu'on 
entlédoit  (y4rithm,y*D?^l) ,  sont  maintenues  pour  toutes  les  valeurs 
numériques  des  termes  a ,  5 ,  c ,  de  sorte  qu'il  est  permis  d'admettre 
la  proportion  a«è  :  c^x^  sans  qu'on  ait  à  rechercher  si  a  peut  être  nu- 
mériquement retranché  de  6  +  ^' 

59.  L* expression  formée  d'un  nombre  devant  lequel  est  placé  le 

signe  ^,  «'appela  expression  NÉctÂnvE^ 

2 
Ainsi ,  —  2 ,  —  ^  sont  des  expressions  négatives. 

2 
La  valemr  du  nombre  2  ou  ^^  s'apipelle  valeur  absolue  de  Texpres- 

sion   négative  — -  2  ou  —  ^ 

La  valeur  d'un  polynôme  est  négative^  le  polynôme  est  négatif, 
lorsque  la  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  soustractifs  est 
plus  grande  que  la  somme  des  termes  additifs. 

Si ,  dans  le  polynôme  l^^^^a  —  b  +  c  —  d'^e,  l'on  suppose 
a^7,  ft  =  4,  c  =  2,  d5=3,  e^5,  on  a 

p=7-4+2-3~5=7H-2--4— 3-^5=9^12;  P=:9— 9-3=— 3. 

La  valeur  du  pdynâme  se  réduit  à  V expression  né ff€aive^P==^'»'^ 

60.  L'introduction  des  expr*e$sions  négatives ,  et  les  couTentions 
qui  servent  à  régler  les  calculs  où-elles  sont  admises ,  ont  pour  d^et 
de  généraliser  les  formules  algébriques;  c'est-à-dire ,  que  (ks  ftw- 
mules  obtenues  d'abord  par  le  raisonnement  en- supposttBt  les  valours 
des  lettres  soumises  à  certaines  conditions  particulières ,  deyiennent 
encore  applicaMes  lorsqu'on  cesse  d'admettre  les  mêmes  restrictions^ 

On  aura  bientôt  l»occasion  ée  reconnaître  les  avantages  qui  résul- 
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keDt  de  remploi  des  expressioDS  négatives ,  soit  dans  les  questions  de 
théorie,  soit  dans  la  résolution  des  problèmes  (poy.  n^  71  et  soiv.). 

Il  faut  maintenant  que  les  règles  de  calcul  précédemment  établies 
soient  rendues  indépendantes  des  valeurs  positives  ou  négatives  des 
expressions  algébriques  que  Ton  considère.  C'est  Fobjet  des  conven- 
tions et  des  règles  suivantes. 

61.  Addition.  La  somme  ALGiBmiQUB  de  deux  polynômes  est -le 
résultat  qu'on  obtient  en  écrivant  à  la  suite  du  premier  polynôme 
tous  les  termes  du  second ,  avec  les  signes  qu'ils  ont  (n«  6). 

Ainsi ,  nous  convenons  d'entendre  par  somme  algébrique  des  poly- 
nômes 16 —6  et  9 -*- 5+ 2— 8,  le  résultat  16  —  6  +  9  —  5+ 2— 8 , 
qaï  se  réduit  k+S. 

La  somme  des pôlynômesB— 16  et  — a-f-15— âsera  6— 16— S-I-IS— 2; 
elle  se  réduit  à  zéro. 

La  somme  des  polynômes  16—6  et  9-f-2— 31  sera  16—64-9+2—31; 
elle  se  réduit  à  Fexpression  négative  —  10; 

La  SOMME  ALGEBRIQUE  ds  plusieuTS  monômes  est  le  résultat  qu'on 
obtient  en  les  écrivant  à  la  suite  les  uns  des  autres ,  avec  les  signes 
quHls  ont, 

Ainà ,  nous  convenons  d'entendre  par  somme  algébrique  des  mo- 
nômes 10  ou  +10  et  —  2;  le  résultat  10— 2,  qui  se  réduit  k  S. 

On  a  généralement  »  par  cette  convention ,  (-f-a)  +  (+  ^)  a^^  a + (  ; 
i  +  a)  +  i^b)^a^b;[^a)  +  (+'b)^--a  +  b^b^a; 
(— a)  +  (-è  =  -a-è  =  — (a  +  6> 

Il  est  clair  que  la  somme  algébrique  de  monôm^  ou  de  polynômes 
ne  présente  plus,  lorsqu'il  entre  des  expressions  négatives  dans  le 
calcul,  le  même  sens  que  la  somme  arithtnéti^^  deplusieiirs  valeurs 
numériques  absolues.  La  somme  algébrique  est  le  résultat ,  positif, 
ou  nul»  ou  négatif,  auq9el  conduit  la  combinaison  de  nombres  et  de 
signes  qu*on  a  indiquée  en  se  conformant  à  la  règ^e  de  Vaddition 
algébrique. 

62.  SousTBAOTioN.  La  DiFFéBBNCE  ALGiBiiiQiTB  de  dcux  polynô- 
mes  A>  B,  est  le  résultat  qu'on  obtient  lorsqu'à  la  suite  (bi  poly- 
nôme A  on  écrit  tous  les  termes  du  polynôme  B ,  après  avoir  changé 
le  signe  de  chacun  de  ces  termes  (n*  7). 

Ainsi ,  nous  convenons  d'entendre  par  différence  dés  polynômes 
a — j,  c  —  d ,  le  résultat  a  —  6  —  c  +  d ,  qui  peut  être  positif,  ou 
nul ,  ou  négatif. 
Par  exemple  ;    4-12-(  3-13)=  4—12-  3-f  13=+2; 
4-12~(  3-11)=  4-12-  3+11=    0; 
j2~  4-(13-  3)=12-  4-13+  3=— 2. 

19 
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Là  ftfttiRBNdi  ÀLQÊÉkiotQ  de  déuit  thohâmei  ^'entend  de  même. 
On  a  gènèràîferiietit,  par  cette  conveotion,  (4-a)  —  (4-i)  =  a—  h  ; 

Il  6!^  datif  jue  là  différence  àlgéhrique  de  dëuk  monômes  ou  de 
deux  polynômes ,  ne  présente  plus ,  lorsqu'il  entre  àes  expressions 
négatives  dans  le  caTcid ,  le  même  sens  que  là  différence  artlhmétique 
de  deut  Tafenri  tiomériqueà  absolues  :  on  né  peut  plus  dire  que  la 
différence  éiprime  Vexcêt  d'une  quantité  sur  une  autre  quantité 
plue  petite  , 

Mais,  si  Ton  désigne  par  C  fa.  Hifférence  algébrique  formée  selon 
la  règle  qui  vient  d*étre  prescrite  ,  et  qu*on  fasse  ta  somme  algébri- 
que B  -f*  G  selon  la  règle  dû  h^  61^  Ton  s'assurera ,  comme  an  n^  7, 
queB4-C  =  A. 

Ainsi,  la  soustraction  est  toujours  une  opération  par  laquelle  on 
détermine  une  expression  algébrique  G,  qui^  ajouteb  à  l'expression 
donnée^  f  forme  une  somme  égale  i  une  autre  expression  donnée  A. 

63.  Multiplication.  On  entend  par  raonuiT  de  deux  polynô- 
mes, a— b,  c—d,  le  résultat  ac  — bc— ad+bd»  qu'on^obUent^ 
quds  que  soient  afb,e,  d,  en  efppliquant  les  mêmes  régies  (n^  9) 
gu««t  a ,  b,  c,  d ,  a  —  b  el  c  ^  d  étaient  dés  quantitéSiposUwes. 

Ainsi ,  nous  convenons  d'entendre  par  pioduit  algébrique  des  po- 
lynômes 6  —  7  et  9  —  12 ,  le  résidtat 

6x9-7  *9r-6Xtâ+7X« 

Ce  résultat  est  égal  à  51-— 63-7^4-84  ou  138-135,  et  se  réduit 
à +3. 

ie  produit  d^  12-9  par  6—7  sera  12x6—9x6—12x7+9x7, 
ou  72—54—^44-63  ;  il  se  réduit  à  135—138 ,  c'est-^-dire ,  à  .Fexpres- 
sion  négative— 3. 

Le  PBODuiTÂLQÉBRiQCB  de  flusicurs  monômes  8*entend  de  même  ; 
c'est  le  résultat  qu'on  obtient  en  opérant  sur  des  facteurs  m^ndmes, 
comme  on  le  ferait  si  cliaque  facteur  affecté  du  si^e  —  était  précédé 
d'une  quantité  positive  telle  que  la  soustraction  arithmétique  pût 
être  effectuée. 

Ainsi,  le  produit  de  —  1  par  —  3,  signifie  le  résultat  -f-(l  x  3) , 
ou  3  (n»  Ô). 

Le  produit  de  +  3  par  —  1 ,  signifie  le  résultat  —(3x1) 
ou  —  3. 

On  a  généralement ,  par  cette  convention , 


Digitized  by 


Google 


ALGÈBRE.   OPÉfiATtONS  OU  TRANSFORMATtÛNS  ALGÉB.     291 

(+«)X(+i)-  +  âft;    Ha)X(-ft)  =  +  aft; 

{+a)x(-b) ab;    (- a)x(+ »)=  -  a*. 

64.  Il  soit  de  ia  règle  4es  Mguêê  (a^"  9)  ({a'^ii»  PMcmm  en  foêiUf 
ou  négatif,  sdonfue  le  nombre  ées  ewgfm$iomné0fUi»ei  employées 
comme  facteurs ,  eH  pair  ou  impair. 

fia  effet,  lors^i'il  enire ,  dtii^Sa  tom^»Hiea4R  t^roduit  âèeâ..,, 
un  seul  facteur  négatif,  le  prodiét  est  ftflfeetè  im  ^i^ne  «^,  et  ^- 
meure  négatif  si  on  le  multiiîlie  ^r  des  quantités  pbsitivM.  Dès  que 
ce  résultat  négatif  vient  à  être  multiplié  parua  iwiondÙKitm  néga- 
tif, le  prodtiit  devient  positifs  et  demeure  affecté  du  signe  4-  si  on  le 
multiplie  par  de  nouveaux  lecteurs  positifs.  Lorsqu^ensuite  on  intro- 
duit un  troisième  facteur  négatif,  4e  produit  devient  n^^o^tf.  On  voit, 
en  continuant  ainsi,  que  le  produit  change  de  signe,  et  devient  al- 
ternativement négatif,  puis  positif,  à  mesure  que  le  nombre  des  fac- 
teurs négatifs  augmente  d*uhe  unité. 

Par  conséquent,  lorsqu*en  multipliant  par  de  nouveaux  iacteurs  un 
produit  P  déjà  obtenu,  on  a  introduit  deux  fadeurs  négatifs  de  pluSy 
le  nouveau  produit  F  a  le  même  signe  que  le  produit  P. 

Donc,  lo  le  produit  P  étant  n«^ah'f  lorsqu'il  renferme  un  seui  fac- 
teur négatif,  les  produits  seront  encore  négatifs  s*ils  renferment 
3,5,  7,...  facteurs  négatifs  et,  en  général ,  un  nombre  impair  de 
facteurs  négatifs. 

ÙP  Le  produit  P  étant  positif  lorsqu'il  renDerme  deux  facteurs  né- 
gatifs, les  produits  seront  encore  positifs  s'ils  renfermeht4,  6,  8,... 
facteurs  négatife  et,  en  général,  un  noonbre  pair  de  facteurs  né- 
gatifs. 

65.  Un  produit  de  facteurs  positifs  ou  négatifs  ne  change  pas  , 
dans  quelque  ordre  qu'on  indique  tes  multiplications. 

En  effet,  le  produit  proposé,  et  le  nouveau  produit  qu'on  obtient 
après  avoir  seulement  changé  l'ordre  des  facteurs ,  renferment  le 
même  nombre  de  facteurs  négatifs.  Ces  deux  produis  ont  donc  le 
même  signe  (n®  Bi).  D'ailleurs,  on  a  vu  en  arithmétique  (page  50) , 
que  le  produit  des  valeurs  numériques  absolues  des  facteurs  ue  change 
pas ,  dans  quelque  ordre  que  les  multiplications  soient  effectuées. 

Les  deux  produits  seront  donc  identiquementlés  mêmes. 

66.  Division.  Les  polynômes  A,  B,  pouvant  représenter  des  ex- 
pressions négatives  ;  ainsi  que  les  lettres  qu'ils  renferment ,  on  entend 
par  QDOTiraiT  de  A  par  B ,  le  résultat  qu*on  obtient  en  appliquetnf 
d  ces  polynômes  les  mêmes  règles  (n®*  30 ,  32)  que  sil  s'agissait  d'o- 
pérer la  division  entre  deux  polynômes  dont  les  valeurs  seraient 
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positives  et  dans  lesquels,  chaque  lettre  représenterait  une  taleur 
numérique  absolue. 

Si ,  par  exemple  »  prenant  pour  dividende  le  polynôme 
5'— 5?  X  7— 5X7*+ 7*,  et  pour  diviseur  le  polynôme  5*— 7«,  on 
opère  SOT  ces  polynômes  comme  il  a  été  prescrit  (n^*  30  ^  32);  on  par- 
viendra à  on  reste  nul ,  après  avoir  soustrait  (n<»  62)  successivement 
da  dividende  les  produits  (n®  63)  da  diviseur  5*  —  7*  par  les  termes  5 
et  ^7,  qui  sont  les  quotients  partiels  obtenus  en  divisant,  comme  il 
a  été  dit  n<»  32,  le  premier,  terme  de  chaque  dividende  partiel  par  le 
premier  terme  du  diviseur. 


5 


5»-5«X7-5X7'  +  7»| 
-5»               4-5x7»          1 

■       -5»X7 
+5»X7 

±? 

0 

5»- 7» 


!•»  reste. 
2«  reste. 

On  en  eonclura  que  le  produit  (no  63)  du  diviseur  5*  —  7*  par  le 
binômeS— 7  est  identiquement  égal  au  dividende  5*— 5*x7— 5x7^7* 
et  Ton  dira  que  le  résultat  5-^7  est  le  Quonprr  exact  de  la  division 
proposée. 

En  général ,  si  Ton  détermine  chaque  quotient  partiel  suivant  les 
règles  énoncées ,  n<>*  30^  32  ;  si  Ton  fait  le  produit  (p?  63)  du  diviseur 
par  ce  quotient  partiel;  si  Ton  retranche  (n®  62)  le  résultat  du  divi- 
dende, et  qu'en  continuant  à  opérer  ainsi  on  parvienne  à  un  reste 
nul ,  après  avoir  obtenu  un  certain  nombre  de  quotients  partiels  dont 
la  somme  algébrique  (n®  61)  forme  un  polynôme  Q ,  on  en  devra  con- 
clure que  le  dividende  A  est  égal  au  produtf  (no  63)  des  polynômes 

BetQ.OnauraA=»&XQ,    -j  =  Q- 

Par  conséquent,  lorsqu'on  admet  des  expressions  négatives  dans  le 
calcul ,  la  DIVISION  est  encore  une  opération  par  laquelle  on  se  pro- 
pose  de  déterminer  une  expression  algébrique  Q  telle  que  si  on  la 
MunptiÈ  par  une' expression  donnéeB^  il  en  résulte  un  pboduit  égal 
dune  autre  expression  donnée  A, 

Le  {QUOTIENT  àe  la  division  d'un  monôme  par  un  autre  monâme 
s'entend  de  mèmel  On  a ,  par  cette  convention , 

+b'^^Kb)'  ^b     ^\bj'  ^b         {ij^+b^^Kb}' 

67.  Fractions.  Lorsqu'on  admet  des  expressions  négatives  dans 
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h  calcul,  toutes  lêi  réglée  des  opéiations  sur  les  practions  sont  cip- 
pHcables. 

Garon  a  vaj(no*51,...57)queces  règles  sont  applicables,  quelles  que 
soient  les  expressions  que  Ton  conçoive  mises  à  la  place  des  lettres , 
poonm  qu'on  sache  qu'un  ptoduit  ne  change  pas^  dans  quelque  ordre 
que  les  mulfiplications  soient  indiquées.  Or,  ce  principe  a  été 
étendu  (no  65}  à  un  produit  dans  lequel  des  expressions  négatives 
entrent  comme  facteurs.  Donc ,  en  s'appuyaht ^ur  ce  principe,  on  dé- 
montrera, comme  auxu^**  52,. ..57,  toutes  les  règlesdu  calcul  des  flrac- 
tions ,  les  quantités  que  l'on  y  considère  i^Ouvant  être  positives  ou 
négatives. 

Valeurs  relatives  des  expressions  négatives^ 

68.  Il  nous  reste  encore  à  expliquer,  au  sujet  des  expressions  né- 
gatives, un  langage  de  convention  qiu  a  pour  but  de  simplifier  le 
discours,  et  dé* faire  que  les  énoncés  des  règles  algébriques , «ans 
éprouver  de  changement  dans  les  mots ,  embrassent  néanmoins  un 
plus  grand  nombre  de  <;as  ;  de  sorte  qtfè  ces  énoncés  acquièrent  une 
plus  grande  utilité,  parce  qu'ils  reçoivent,  dans  leur  si^ification, 
l'extension  et  la  généralité  dont  ils  sont  susceptibles. 

Désignons  par  x  la  valeur  de  la  différence  qu'on  trouve  en  retran» 
chant  d'un  nombre  donné ,  5 ,  par  exemple ,  un  autre  nombre  a. 
Supposons  que  d'abord  a  soit  nul,  et  attribuons  ensuite  Va  des  yd^- 
leurs  d[«j?/tf«  en  p;u«^rafu2e«,  par  exemple,  0=1,  a=%  0=3,  o=4...; 
LA  vALBUR  DB  X ,  daus  CCS  substltutious  successives ,  deviendra  de 
PLUS  EN  PLUS  PBTiTB.  On  aura 

>r=5  — 0^5;    a?=:5  — 1=4;    a?a=:5  — 2  =  3; 
a?  =  5  — 3  =  2;    ic  =  5  — 4  =  1;    a?  =  5— 5  =  0. 

Or,  si  l'on  continue  à  faire  crottrd  la  valeur  de  o ,  et  dès  qu'on  sup- 
pose a>5^  on  o|)tient  pour  x  des  expressions  négatives  ;  on  aura 

a?=5— 6  =  — i;     j;  =  5  — 7  =  — 2;     ^5^=5—8  =  — -3,  etc. 

On  est  convenu  d'appliquer  encore  à  ces  expressions,  par  analogie, 
le  langage  qui  avait  un  sens  naturel  pour  les  premières  valeurs  de  x , 
jusqu'à  zéroi  et  l'on  continue  à  dire  que  les  valeurs  de  x  sont  deve- 
nues DE  PLUS  EN  PLUS  PETITES. 

En  vertu  de  cette  convention,  l'on  dira  donc  : 
—  1  est  moindre  que  zéro  ;  —  2  est  moindre  que  — 1  ;  et  encore  : 
l'expression  algébrique  —  2  o  une  valeue  eelativb  plus  petite  que 
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—  1 ,  piMS  petite  que  Méro  ^  et  piuê  petite  ^fue  toute  quotité  posHiBe . 

L*UiègaUtéâ< 3  exprime  an  fait;  elle  indique  une  relation  qui 
existe  entre  deux  Téritables  grandeort. 

Au  contraire,  rècrituve  algébrique  âp<0  conitittte  simplement 
une  manière  c<Hnmode  d^indiquer  que  x  ast  une  expression  négative. 

De  nème,  quand  on  écnty  <x<0,  on  veut  seulement  indiquer 
que  y  et  a;  sont, deux  expressions  négatires,  et  que  la  valeur  numé- 
rique absolue  est  plus  grande  dans  la  première  expcessifili  que  dans 
laseMmde. 

Ainsi,  admettant  ce  langage  de  convention  »  Ton  dift  que  lee  qtMn- 
tiiés  et  le*  expressions  algébriques 

5,  4.  3,  2,  1,  0,  -1,  -2,  -3.  -4,  -5,... 

sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  ;  que  toute  expression  négative 
est  plus  petite  que  zéro;  et  que  les  expressions  négatives  sont  d'au- 
tant plus  petites  que  leur  valeur  numérique  absolue  est  plus  grande. 
L*atilitè  de  ces  locutions  va  devenir  évidente  par  upe  première  ap- 
plication  qui  se  présentera  d'elle-même  (vf^  74  et  suiv.],  lorsque  nous 
aurons  admis  dans  les  calculs  Jes  exposants  négatifs. 

Exposant  zéro.  Calcul  des  exposants  négatifs. 

69.  On  a  vu  (n<*  28)  que  si  une  lettre  a,  commune  aux  deux 

fermes  d*une  division»  est  affectée  d*un  plus  grand  exposant  dan» le 

dividende  qde  dans  le  diviseur,  on  donne  à  cette  lettre ,  dans  le 

quotient,  on  exposant  égal  à  la  différence  des  deux  exposants  proposés. 

a* 
Ainsi ,  -T  =  û*^  =  à^' 

Généralement ,  si  l'on  suppose  m  >  n ,  on  aura  -^  =«  a~-". 

Considérons  maintenai^t  le  cas  où  les  exposants  dans  le  dividende 

a* 
et  dans  le  diviseur  sont  éoivx.  On  aura ,  par  exemple ,  -g-  =<=  1 ,  et , 

généralement ,  -r^  =  1 .  puisque  «*  X  1  =  «"•• 

Le  quotient  est  alors  .égal  a  Tunité. 

D'un  autre  c6té  »  si  Ton  veut  appliquer  à  ce  <;as  la  même  règle  que 
si  l'exposant  était  plus  grand  dans  le  divideilde  que  dans  le  diviseur, 

on  obtient  le  quotient  -^  sous  la  forme  a*-*,  ou  a^,  c'est-à-dire  que 

la  lettre  a,  dans  le  quotient ,  se  trouverait  affectée  d'un  bxpobant  nui. 
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Ce  r^sul^it  D^e  pr^^eate  par  liû-m^  d^ern^  9€i(is.  Um^  p^re»  que 
Dovs  savons  qu'alors  la  vraie  valeur  du  quotient  est  Tunité,  noi^  iv>tt-> 
Tons  cQQTeiiiir  que  le  ^u^Çt^  ,çilgéàriqn^  a^  coiftêUimrs  umi  tna- 
nière  d'écrire  le  nomhrp^  1 ,  conaidièr^  com^e  pr^vf^pi^^  4t.  h  dîû- 
sion  d'une  paissaure  de  a ,  divisée  paç  çUe-mepie. 

Au  moyen  de  cel^  ponv^fOioi^ ,  il  ^evî^dr^  V^rm%  4'*q»twi  4U 
€49  vm  ^*i«AL^i  m  fx^«4iris  de  la  UUte  ceuvinm^  »  14*^  r^giegm 
Waiomt  été  d'abord  obtenue  qu'efft,  t^ypfosémt  ^fs  j^^^ti^nM»  mimiif^ 
à  une  condition  particulière^  pui^qu^  \ej^Bajai  d^yait  è(r«  ptai 
grand  dans  le.diyidende  que  dans  le  diviseur. 

De  cette  manière,  le  quotient  >  ^  ^'  ,    (n»  28),  prendra  la  forme 

iZà^b^à^d;  il  sera  égal  à  |3a*^'  X  1  X  d,  ou  î3aW4. 

70.  Considérons  enfin  le  cas  où  l'exposant  de  la  l^tfe  commune 
est  plus  grand  dans  le  dH}iseur  que  daf^  le  dividende.  Op  aura ,  par 

exemple ,  1= -^  (no  52).  Donc  2^  ==  ^>=  1^^ 

Généralement ,  si  Ton  suppose  m  -<  n ,  et  n  ==  m  -}-  r,  on  aura 
aP»         1         1 

Le  quotient  est  une  faction  qc4  *  po^r  numérateur  Tunité ,  et  ppur 
dénominateur  la  lettre  commune  a ,  afi'ectée  d'un  exposant  égal  à  la 
différence  numérique  r,  de»  exposants  proposés  n  et  m,    - 

D'un  autre  côté ,  si  Ton  veut  appliquer  à  ce  cas  la  même  règle 
que  si  Texp^^t  était  plus  grand  daqs  le  <^vidende  ^que  da^s  le  divi- 

setir,  on  obtient  le  ouotient  -j  sous  la  forme  o*^,  ou  a~*  ;  de  même 

le  quotient—  se  présente  ^ojis  la  forme  a"*"*!  pli  «"C^',  ou 

a-*'(n«  59),  c'est-à-dire  que  la  lettre  a,  dans  le  quotient,  ?e.  trouverait 
affectée  d'un  exposant  négatif,  qui  est  égal  à  la  diffbrbncb  algébri- 
que,  m —  ny  des  deux  exposants  proposés»  Ce  résultat  rte  présente 
par  lui-même  aucun  sens.  Mais  ,  parce  que  npu^  savons  qu'alqrs  la 

1  1 

vraie  valeur  du  quotient  est  -;jr;j^,  ou  —,  nous  pouvons  convenir  que 

le  symbole  algébrique  a"»*  constit^^rçL^^e  manière  d'^criffi  la  frac^ 
tion  ~ ,  considérée  comme  provenant  de  la  division  d'une  puissance 


Digitized  by 


Google 


296  HATHBMATIQUBS  ÉLl^MBlfTAIRES. 

de  a  dîTisée  par  une  autre  puissanee  de  a  d'un  degré  sopérienr  âe  r 
unitèi. 

Au  moyen  de  cette  convention ,  il  deviendra  permis  d'insNDRS  au 
CAS  BB  L*iNFiEiORrrÉ  de  t exposant  danê  le  dividende,  une  règle  qui 
n*avait  été  d'abord  obtenue  qu*en  supposant  les  valeurs  des  expo- 
sants soumises  d  une  autre  condition  particulière. 

71.  De  cette  manière,  on  fait  disparaître  tonte  restriction  quant  à 
la  grandeur  relative  dès  exposants  positifs  d'une  lettre  dans  le  divi- 
dende et  dans  le  diviseur.  On  obtient;  dans  tous  les  cas ,  le  facteur 
littéral  du  quotient  d'un  monôme  divisé  par  un  monôme ,  en  écrivant 
toutes  les  lettres  qui  entrent  soit  dans  le  dividende,  soit  dans  le  divi- 
seur, et  en  donnant  à  chaque  lettre  un  exposant  égal  à  la  diffâ- 
BBNGv  ALoiBBiQUB  dcs  cxposants  dont  elle  était  affectée, 

72.  Les  règles  qui  déterminent  rexposant  d'une  lettre  dans  un  pro- 
duit ou  dans  un  quotient  (n®  8  et  n^  ^)  quand  tous  les  exposant^  sont 
pontifs  •  s'étendent  au  cas  où  l'on  admet  dams  les  calculs  les  exposants 
négatifs  et  l'exposant  zéro, 

lo  Pour  former  un  produit  dont  les  facteurs  sont  des  puissances 
positives  ou  négatives  d*une  même  lettre,  écrirez  cette  lettre  et 
donnez-lui  un  exposant  égal  à  la  soumè  algAbriqur  des  expo- 
sants dont  elle  était  affectée  dans  les  facteurs.  • 

Ainsi,  le  produit  a^Xar^Xa^,  ou  ar^a^a^,  sera  a-«+«»+o--.£jt»-n 

Car  a*  =  1  (n<»  69);  (r«  =«  Ij  (no  70).  Donc 

a^ar^a^^€^  x  A  X  1  =  ^  =  a»*-»  (no  m. 
or  a* 

Le  produit  ar^  X  ar^  X  a^  sera  a-i»*-«+o  —  ^i-m+n)^ 
Car  a-  X  cr*  X  0^=  i;  X  1x1  =  ^-  a-(«+«). 

2*  Pour  former  le  quotibnt  d'une  division  dont  les  deux  termes 
sont  des  puissances  dune  même  lettre ,  écrivez  cette  lettre  et  don- 
nez-lui  un  exposant  égal  à  la  DiFpiRBNCB  algébrique  des  exposants 
dont  elle  était  affectée  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur. 


(*)  La  même  règle  peut  éneore  s^appliquer  aux  coefiScienis  numériques. 

On  a ,  par  «zerople  r  -  =  7  X  -  s  7  X  3-1. 
3  3 
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Ainai, 

le  quotient   ^^ 

sera  cr*»-**  =  cr<"»"»""i  ;  car 

0-m         \ 

éf**ii*    ^**"H» 

Le  <iuotieot  --^  sera  a"*-(-"J 

a=a*»+";car 

.  1 

-SB  a*»fl*  es  a"*+". 

Enfio 

,1e  quotient^ 

sera 

ar-«^-*)=i=  a-«+«  «  a«-»»  ;  car 

1 

1       a» 

73.  Si  nous  appliquons  à  l'exposant  zéro  et  aux  exposanû  ^négatifs 
le  lasgage  dont  noos  sommes  convenus  (n«  68),  nous  pourrons  dire 
que  la  pumance  ^o  d'une  quantité  et  ses  puissances  négaHves 
sont  d'un  degré  moindre  que  les  paissances  positives  ;  et  que  les 
puissances  négatives  d'une  quantité  sont  d*autaniplus  petifes  dans 
leur  degrés  que  les  valeurs  numériques  absolues  dès  exposants  sont 
plus  grandes. 

Au  moyen  de  ce  langage  de  convention ,  nous  pourrons  considérer 

les  puissiances  a\  a^,p>,  a^,  a"S  a-' ,  comme  rangées  par  ordre 

de  grandeur,  quant  à  leur  degré. 

74.  Il  suit  de  là  qu^tm  poignâme  qui  renferme  des  tbbmbs  FBÎkc- 
Tiofm AiRBS  peut  être  oedonné  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santés,  ou  par  rapport  aux  puisstmces  croissantes  d'une  même 
lettre. 

Par  exemple ,  le  polynôme  a?4-  a  -| }-  --|  peut  être  mis  sous  la 

forme 

x^+aXoc^+h^Xoir^+<^^Xoir*t    ou    c^xr*+b*xr^+ax^+xK 

Multiplication  et  division  des  polynômes  fractionnaires. 

75.  MuLTiPUCATiON.  Lorsquc  les  facteurs  d'^un  produit  sont  or- 
donnés ,  le  produit  du  premier  terme  du  multiplicande  par  le  pre- 
mier, terme  du  multiplicateur^  ne  peut  se  réduire  avec  aucun  autre 
produit  partiel;  il  en  est  de  même  du  produit  du  dernier  terme  du 
multiplicande  par  le  dernier  terme  du  multiplicateur  {n«  1^  v  2°). 

Soit,  par  exemple,  a'or*  —  2aô*jr»  +  6*ar-*  à  multiplier  par 
axr^  -l"  b*xr\ 
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L'exposant  de  w ,  daqs  le  produit  des  premiert  termes ,  est  —  3.1 
est  plus  grand  (ir>  68)  que  Texposant  de  x  dans  le  produit  de  tout 
autre  terme  du  multiplicande  par  oorS  parce  que  Te^posant  — 2 
de  X  dans  le  premier  terme  du  multiplicande  est  p/u«  gr^nd  que  dans 
les  termes  suivants.  L'exposant  —  3  est  aussi  plus  grand  que  l'expo- 
sant de  â?  dans  le  produit  d'un  terme  quelconque. du  midtipUcsmde 
par  b*ar\  parce  que  Texposant  — 1  de  x  dans  le  premier  terme  du 
multiplicateur  est  plus  grai^d  que  di^os  le  second  t«n|ae. 

On  verra  de  même  que  l^exposan^  —6  de  la  lettre  a;  dans  le  pro- 
duit d^ar*  X  ft'jr-*  des  clerniers  termest,  estjpZu^  p«(«l(tt».68)  que 
dans  aucun  autre  produit  partiel. 

Les  conséquences  seraient  les  mèmea ,  si  leç  fectçurs  étaient  ordon- 
nés par  rapport  aux  puissances  croissautes  de  x, 

76.  DiYisiQN.  Lorsqi4*u|i  ter^  a^brique  fr^ic.tiQiii^r^  ne  eantient 

pas  en  dépoiQinatfear  iii^e  If&ttre  a; ,  oo  dijt  %De  ce  U»nit$  ^1  on^V 

par  rapport  àx, 

2      2a'x 
Les  monômes  r  x ,  -rr-  sont  entière  par  rapport  à  x. 

On  dit  qu>n  polynôme  ç^t  piT^R  PA^  rapport  a  i^^  LSTrais. 
lorsque  tpus  les  termes  de  ce  polynôme  sont  entiers  par  rapport  à 
cette  lettre. 

Il  est  clair  que ,  si  un  polynôme  est  entier  p^r  rappprt  à  une 
lettre  x ,  cette  lettre  n'est  affectée  d'un  cxposmt  mégt^tif  ^s^a»  aucun 
terme ,  et  réciproquement.  .     . 

Pans  la  division  algébriqqe^  op  se  propose  sony^nt,  étant  doRués 
un  divideude  e(  un  dî viseur  entiers  par  rapport  à  une  lettre  désignée, 
de  trouver,  lorsque  cela  est  possible,  un  quotient  entier  par  rapport 
d  latnêmelettre,  et  dans  lequel  les  coefficients  des  puissances  de  ciette 
lettre  peuvent  d'ailleurs  être  fractionnaires ,  ou  admettre  des  expo- 
sants négatifs.  S'il  existe  un  tel  quotient ,  composé  d'un  nombre  li- 
mité détenues ,  on  dit  encore ,  dans  un  sens  plus  étendu  qu'au  n*^  27, 
que  le  dividende  est  divisible  par  le  diviseur. 

Si  Le  quotient  d^nne  divinon  ne  peut  pas  être  entier  par  rapport 
d  â; ,  il  est  possible  qu'il  existe  un  quotient  exact  qui  renferme  des 
puissances  négatives  de  a;,  et  qui  se  compose  d'un  nombre  limité  de 
termes  monômes. 

Enfin ,  il  peut  arriver  qu'il  n'existe  pas  de  polynôme ,  même  en  ad^ 
mettant  des  puissances  négatives  de  a: ,  qui ,  multiplié  par  le  diviseur, 
reproduise  le  dividende. 

Or,  dans  tous  les  cas,  si  l'on  applique  la  règle  de  la  divi- 
sion (n«»  30 ,  32) ,  l'on  obtiendra  la  valeur  exacte  du  quotient ,  oti 
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bien  Toa  sera  eoMhût  à  reedODiltoe  rimpossibilitè  de  la  di¥isi«n , 
comme  nous  allons  Texpliquer. 

77.  On  a  vu  (n*»  31 ,  38)  que  toute  la  théorie  de  la  division  repose 
sur  ce  principe  que  le  dividende ,  le  diviseur  et  le  quotient  étant  or- 
donnés d'une  même  manière  par  rapport  à  une  lettre ,  le  premier 
terme  eu  dividenie  ouprodmt  donn^^  eêt  le  produit  du  premier 
terme  du  divi$eur  par  le  premier  terme  4u  quotient. 

Or,  ce  principe  vient  d'être  étendu  (n*  75)  à  un  produit  de  facteurs 
dont  les  termes  peuvent  renfermer  des  puissancfs  négatives  de  la 
lettre  principale. 

Donc,  sHl  existe  unpolyndme  entier  ou  fractionnaire^  qui,  mul- 
tipHé  par  le  diviseur ^  doive  reproduire  le  dividende^  on  obtieqdra 
successivement  tous  les  termes  de  ce  quotient  exact,  en  opérant  selon 
la  règle  de  la  division  (n^  30).  Pans  ce  cas ,  Ton  parviendra  à  un  reste 
nul  (no  31),  et  alors  Topération  sera  terminée. 

78.  Lorsqu'une  division  est  impossible  (n««  27,  35),  en  ce  sens 
qu'il  n'existe  pas  de  polynôme  bntieb  par  rapport  à  la  lettré  prin- 
cipale, qui,  multiplié  par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende,  i7 
n'est  pas  permis  d'en  conclure  que  la  division  ne  se  termin^a  pas 
si  Ton  admet  au  quotient  des  puissances  négatives. 

Il  peut  au  contraire  arriver  dans  ce  cas  qu'on  parvienne  S  un  reste 
nul,  en  appliquant  la  règle  du  n®  30,  étendue  aux  puissances  néga- 
tives de  la  lettre  principale  (n®  77)  ;  de  sorte  qu'il  peutei^ister  un  quo- 
tient fractionnaire  exact,  composé  d'un  nombre  limité  de  tçrm^s inq- 
nômes.  En  voici  un  exemple. 

Soit  le  dividende  A=2a?''-4^--»»^-4aJ♦--ll  jj»44ar«--35a>-4a , 
et  le  diviseur  B=2a?*-— 7a?*. 

Il  est  clair  que  A  n'est  pas  divisible  par  B  (n*  27  et  n^  76),  c'est-à- 
dire  qu'il  n'existe  pas  de  polynôme  bntibr  par  rapport  et  a? ,  qui , 
multiplié  par  B,  reproduise  A. 

€ar  les  deux  termes  A ,  B ,  et  le  quotient  Q  ét^t  of^donnés  par  rap- 
port kx ,  Je  dernier  terme  de  A,  qui  est  — 43 ,  oi^,—  48  X  oj®,  de 
vrait  (n^  75)  être  le  produit  du  deroier  terme  ^  7a>*  du  .divisepr  B 
par  le  dernier  terme  f  du  quotient  Q.  Il  faudrait  don<i  que  la  somipe 
alg^iriqne  des  exposants  de  x  dans  les  termes  tt-Ix*  et  z,  tùt,  égale  à 
l'exposant  zéro  ;  ce  qui  exjig^t  absolument  que  réimposant  ^  ûp  dans 
le  terme  z  fût  négatif.  Po^c  Q  ne  peut  pas  être  un  polynôme  entier 
par  rapport  à  œ. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  ordonne  A  et  B  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  x,  et  si  l'en  applique  la  règle  du  n"*  30,  on  devra 
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veoGODlrer  te  eoraciére  é'impouièUiié et  te  dif  Uimexacte, <|ae  nous 
«fons  établi ,  n*  35. 


Dividende  A. 


Diviseur  B. 


!•'  reste.  — 4a:«+€a:»4.  Cj?*— lla:»+4aa:»— 35a?-42 


a?î— 2a?*+3ar-4 


reste to»—  Sar*— lla:»440a?'— 35a?— 42 

—6a?»  +21a?> 


3«  reste —  8a?*+10a?»440ai«-35a?-42 

+  &g»  — 28a?«. 


*•  reste Iûa?»-fil2a?«-35a?-4a 

-^l(te»  +35a? 

5«  ceste 


i2a?' 
-12a?' 


-42 
+42 


6«  reste. 


0 


C'est  en  effet  ce  qni  arrive.On  parvient  ànn  reste  10a?'+12a?*— 35a?-42 
qui  est  d*an  degré  moindre  qae  celui  du  diviseur  B. 

Il  se  trouve  ainsi  vérifié  qu*il  n*existe  pas  de  quotient  entier  qui  re- 
produise X. 

Hais  si  Ton  continue  la  division  (n*  77),  en  prenant  pour  dividende 
le  dernier  reste  obtenu ,  et  en  admettant  au  quotient  des  puissances 
négatives  de  a?,  on  arrive  à  un  reste  nul  après  deux  divisions  par- 
tielles ,  et  l'on  trouve  que  le  dividende  A  est  égal  au  produit  du  divi- 
seur 2a?*—  7a;'  par  le  polynôme  fractionnaire 

a?»  —  2a;« -f  3a?  —  4  4- 5a?-i  +  6aî^», 


ou 


a?»-2a?«+3a?-4  +  A4.J. 


79.  Ze  CARACTàRB  D'iMPOssiBiUTi  de  la  division  entre  deux  poly- 
nômes A ,  B ,  ordonnés  par  rapport  a^x  puissances  décroissantes 
d*une  lettre  a?,  tel  qu'on  Va  établi  (nos  35 ,  38) ,  sert  doric  seulemei^ 
d  reconnaître  qu'il  n'existe  pas  de  quotient  bntibr  par  rapport  à  x. 

Il  devient  par  conséquent  nécessaire  d'établir  un  autre  caractère 
auquel  on  puisse  reconnaître  qu'une  division  proposée  est  âbêolumeni 
impossible  t  c'est-à-dire  qu'on  ne  parviendra  jamais  à  un  reste  doI, 
même  en  admettant  au  quotient  des  puissances  négatives  de  la  lettre 
principate. 

SO.  ^t ,  ayant  ordonné  A  el  B»  par  rapport  aux  puissances  ai- 
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ereUêantes  ifo  la  MIreXf  m  appHqmlêi  réglti  de  iaâMêUm^H 
qWon  sait  conduit  à  poser  au  quotient  un  terme  dans  lequel  resep9* 

sont  de  X  iSOit  AM>ÉBUQUBIIBlfT  PLUS  PETIT  (n«  68)  que  la  DUrFÉESNCB 

des  exposants  de  cette  lettre  dans  le  dernier  terme ^de  A^et  dans  le 
dernier  terme  deJifOn  ei^  conclura  que  V opération  ne  pourra  jc^ 
mais  se  terminer^.  * 

En  effet ,  après  cbacnne  des  soustractions  dans  lesquelles  on  re- 
tranche du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient  partiel 
obtenu,  le  premier  terme  du  dividende  partiel  est  détruit.  Donc  les 
degrés  des  dividendes  successifs  ou  des  restes  deviennent  deplUfS  en 
plus  petits  (n*"  68) ,  tandis  que  le  degré  du  diviseur  est  invariable.  Il 
suit  de  là  que  les  quotients  partiels  sont  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  éex,  et  que  leurs  degrés  sont  constam- 
ment décroissants.  Il  y  aura  donc  un  nombre  li^lité  de  divisions  après 
lesquelles ,  en  supposant  qu*on  n*ait  pas  eu  de  reste  nul ,  on  sera  con- 
duit "à  mettre  au  quotient  un  terme  dans  lequel  Texposant  de  x  sera 
moindre  que  la  différence  algébrique  des  exposants  de  cette  lettre 
dans  les  derniers  termes  respectifs  de  A  et  de  B.  Lorsque  cela  arrive, 
la  puissance  de  x ,  dans  le  produit  de  ce  quotient  partiel  par  le  der- 
nier terme  de  B  est  plus  petite  que  la  puissance  de  x  dans  le  dernier 
terme  de  A.  Donc ,  à  plus  forte  raison ,  la  puissance  de  x  dans  les 
produits  du  dernier  terme  de  B  par  chacun  des  quotients  partiels 
qu'on  obtiendrait  ultérieurement,  serait  plus  petite  que  la  puissance 
de  a?  dans  le  dernier  terme  de  A.  Il  est  donc  impossible  qu'on  obtienne 
jamais  au  quotient  un  dernier  terme ,  dont  le  produit  par  le  dernier 
terme  du  diviseur  devrait  être  égal  au  dernier  terme  du  divi- 
dende (n«  75). 

81.  On  doit  remarquer  un  cas  particulier,  dans  lequel  il,  faut  con- 
clure Vimpossibilité  absolue  de  la  division ,  de  ce  qu'on  est  parvenu 
à  un  reste  d'un  degré  moindre  que  celui  du  diviseur;  de  sorte  que , 
dans  ce  cas,  l'impossibilité  d'un  quotient  enher,  par  rapporta  a;  (n^  38), 
suffit  pour  prouver  que  la  division  ne  se  terminera  pas ,  même  en  ad- 
mettant des  puissances  négatives  au  quotient. 

Cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  le  dividende  A  et  le  diviseur  B , 
ordonnés  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de'  x^  ont  l'un  et 
l'autre  un  dernier  terme  indépendant  de  x. 

En  effet ,  lorsqu'on  est  parvenu  à  un  reste  R  dont  le  degré  est  infé- 
rieur à  celui  du  diviseur,  si  on  continue  la  division ,  l'on  est  conduit 
à  mettre  au  quotient  un  terme  dans  lequel  x  sera  affecté  d'un  expo- 
sant négatif*  Or,  les  derniers  termes  du  dividende  et  du  diviseur  étant 
indépendants  de  a; ,  on  peut  les  considérer  comme  multipliés  par  x^. 
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oa  par  rmiilè  (n*  69).  La  différence  des  expeiMU  de  â(  dans  ces  der- 
niers termes  est  donc  zéro;  pu*  cûRsèqaent  on  a  nis  au^notîeoi  mi 
terme  dans  lequel  l>xposiuit  de  â? ,  qui  est  nèfpilif .,  est  maiûdre  qne  la 
différence  des  exposants  de  x  dans  tes  derniers  termes  de  A  et  de  B. 

La  condition  générale  d'impossibilité  (n*  80)  est  donc  remplie. 

Dans  l'exemple  donné  au  n®  35,  le  dividende  a  pôar  dei'nier 
terme  6  ou  6X^  ;  le  diviseur  a  pour  defniét  terme  2  ou  2x^.  On  est 
parvenu  au  ^este  2a;-|-^,  dont  lé  dègté  est  inféf iéuir  à  èeltii  da  divisenr 
X*  —  ijt  >•{- 2  y  ce  (ffjA  prouve  que  le  quotient  ne  peut  èt^e  entier.  De 
plus ,  si  Von  continue  là  division ,  on  obtient  le  quotient  fractionnaire 

2 
2âr'2  ou  -;»  dans  lequel  l'exposani  —  2  de  a;  es||i/«M  p4fHt  que  la 

différence ,  zéro  ,  des  exposant  de  â?  dan^  les  derniers  terttiès 
6  X  .1^  et  â  X  ^.  l>onc  la  division  ne  se  terminera  pa^  ;  la  suite  des 
quotients  partiels  affectés  d'exposants  tiègatifs  iserait  indéfinie.  . 

Dans  Tetemple  dbnné  au  n«  78 ,  la  division  s'est  terminée ,  quoique 
l'on  fût  parvenu  à  un  reste  lOo?*  + 120^—  35â;  —  42  d^tm  degré  in- 
férieur à  celui  du  diviseur,  liais  le  dernier  terme  —  7â?*  du  diviseur 
n'était  pas  indépendant  de  x,  en  même  temps  que  le  dernier  terme 
—  42  du  dividende. 

Le  dernier  terme  d|i  dividende  était  d*un  degré  moindre  par  rap- 
port à  X ,  que  le  derbier  terme  du  diviseur. 

82.  Gélsératement,  IHmpogêibilité  reconnue  d'obtenir  un  poly- 
nâme  bnubr  pour  quotient,  entraînera  Vimpossibilité  absolue  de  la 
division^  lorsque  Vetposant  de  la  lettre  principale,  x,  ne  sera  pas 
moiNOscÊ  dans  le  dernier  terme  du  dividende  que  dans  h  dernier 
terme  du  diviseur. 

En  effet ,  soit  m  l'exposant  de  X  dans  le  dernier  terme  du  dividende, 
n  Texposant  deo?  dans  le  dernier  terme  du  diviseur. 
Qu'on  soit  parvenu  à  un  reste  R  d'un  degré  moindre  que  celui  du  di- 
viseur, par  rapport  à  x.  En  divisant  le, premier  terme  de  B  par  le 
premier  terme  du  diviseur,  qui  est  d'un  degré  supérieur,  on  obtien- 
dra un  quotient  partiel  dans  lequel  l'exposant  de  x  sera  une  expres- 
sion négative ,  —  p.  Si  donc  on  multiplie  ce  quotient  partiel  par  le 
dernier  terme  du  diviseur,  L'exposant  de  x  dans  )e  produit  sera 
— 1>  -}-  n  <;  n.  Donc ,  si  l'on  a  w  =  n  ou  bien  m>  n ,  il  en  résulte  que 
la  somme  algébrique  — P'\-n  est  moindre  que  m. 

A  plus  forte  raison ,  si  l'on  continue  la  division ,  ce  qui  donnera  aa 
quotient  des  termes  dont  les  degrés,  —p',  —  p",-..  seront  de  plus  en 
plus  petits ,  les  sommes  —  p'  -j-  n  ,  —  p"-f-  n ,  etc.,  seront  moindres 
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qae  m.  Il  est  donc  «erUsn  fa^il  n'existe  pts  de  qiiotkht  {partiel  qui 
soit  le  dernier  terme  da  quotient  cherché. 

^.  LorsqîD^aYi  contraire  Fetposant  de  la  lettre  principale  x  sbea 
BOiivDEB  dans  le  dernier  terme  du  dividende  que  dahs  le  dernier 
terme  du  diviêemr^  et  qa*on  aura  reconim  Timpossibilité  d*obtenir  on 
qao^eni  entier  par  rapport  k  x,  on  ignorera  encore  à  l'opération 
pourrait  ou  ne  pourrait  pas  ^  terminer.  Alors ,  on  continuera  la  di- 
vision jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  nul ,  ou  jusqu'à  ce  qu'on 
rencontre  le  caractère  général  d'impossibilité  absolue  (n*  80). 

On  a  Yu  (n®  78)  un  exemple  d'une  division  qui  se  termine  dans 
ce  cas. 

Voici  un  exemple  d'une  division  qui  ne  se  terminera  jamais ,  quoi- 
que l'exposaqt  de  x  soit  moindre  dans  le  dernier  terme  du  dividende 
que  dans  le  dernier  terme  du  diviseur. 

La  différence  des  exposants  deademiers  termes  est  —  2 ,  et^l'on  est 
conduit  à  mettre  au  quotient  un  terme  affecté  de  l'exposant  ^3<— 2. 

cc^  —  x* 


!•' reste.  a? +  4 

2«  reste.  5 


x-f-x—'^-^-bx-^ 


B4.  Dans  l'exemple  du  n»  78,  si  l'on  ordonne  les  deux  termes 
A  et  B  par  râp^ôr^  aux  puissances  cboissantes  de  Xy  on  reconnaît 
immédiatement  la  nécessité  d'àdihettre  dans  le  quotient  des  puis- 
sances négatives;  et  si  l'on  effectue  l'opémtion  selon  la  règle  (n<»  30) , 
on  obtient  le  quoCtent  exact  Oar-»  -|-  5ar-i  —  4  +  3a7 — Qa:»  -|-  a?». 

85.  Loirsqu'on  ordonne  le  dividende  et  te  diviseur  par  rapport  aux 
V^^ances  croissaktbs  d'une  tertre ,  le  caractère  dliùpoâsibifité  ab- 
solue de  là  division  est  le  ^ème  (n»  37)  que  s'il  s'agissait  d'obtenir  un 
quotient  entier  par  rapport  à  la  lettre  principal. 

On  recofintUt  que  la  division  est  impossible  lorsqu'on  a  été  con- 
duit  à  poser  au  quotient  un  terme  dans  lequel  l^exposant  de  x  est 
àlgébri^ment  plus  chiand  {n<*  68)  ^ue  la  wfpêbbxcb  des  exposants 
de  cette  lettre  dans  les  derniers  termes  respectifs  du  dividende  et 
du  diviseur. 

La  démonstration  est  la  même  qu'au  n<*  37. 

Bans  l'exemple  du  n°  35,  on  a  déjà  tu  que  la  division  est  absolu- 
ment impossible  (n«  81). 

Maintenant ,  ordonnons  les  deux  termes  A  et  B  par  rapport  aux 
Puissances  ceoissantbs  de  x. 
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6+4aH.  3j^ 4-  ««M-  ^ 

1«  reste. 

7aH-  3a:*—  3«»            +  2«M-  «• 

-7a:+  ^x«           -  \x^ 

2«  reste. 

Çar«-  3a:»-  2a:*4-  2a:»+  a:» 

13  ..13   .               13   . 

3*  reste. 

^a:*—  g^—  |^+  ^ 

-  W 1**    -«*• 

4*  reste. 


-  î^^î*'+g*' 


a-«+ffî 


3+l^.+T^+k 


'  7        13         J 

On  obtient  d'abord  au  quotient  le polynème  34-5^+ ~r^+ô^* 

27         5  7 

Le  reste  correspondant  est  —  -g-  a:*—  j  âP*  +  5  ^»  ^®  *^^  ^'^ 

27 

est  conduit  ensuite  à  mettre  au  quotient  le  terme  —  7?  ^)  ^o^t  le  de- 
gré est  supérieur  à  la  dififêrence  3  des  exposants  de  se  dans  les  der- 
niers termes  a^  et  a?»  du  dividende  et  du  diTiseur. 

L'impossibilité  de  la  division  est  alors  évidente  ;  Topècation  ne  se 
terminera  pas ,  car  elle  donnerait  une  suite  de  quotients  partiels  qui 
renfermeraient  tous  une  puissance  de  a:  supérieure  à  la  troisième 
puissance.  Donc  aucun  d*eiix  «  multiplié  par  le  dernier  terme  a^  dn 
diviseur  ne  pourrait  reproduire  le  dernier  terme  sx^  du  dividende. 

Le  quotient  exact  est 


^+^+T^+g^+ 


( 


2  —  a;  +  x» 


■) 


Dans  Texemple  du  n»  83,  ordonnons  encore  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  a;. 
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—4   ,    +4a!' 

-0^  + 

«* 

—  X 

-0^  + 

ar* 

—  te» 

5a?* 


:^± 


arV 


—  4a-i^l  — 4a:.... 


On   obtient   d*abofd   an   quotient   le   polynôme   fractionnaire 

—  4ir-*  — 1— .4a?oa-^^  — 1  ^4a?  J^e  resté  correspondant  est  5â?*, 

de  sorte  qu'on  est  conduit  à  mettre  au  quotient  le  .terme  —  ^a^, 
dont  le  degré  est  supérieur  à  la  di^èrence  1  des  exposants  de  ^  dans 
les  derniers  termes  x^eta^  iân  difidende  et  dn  diviseur. 

Donc  la  division  ne  se  terminera  pas. 

86.  Lorsque  la  division  ne  se  termine  pas,  il  faut  ne  point  oublier 
d'écrire,  à  1^  suite  du  quotient  partiel  obtenu,  la  fraction  complé- 
mentaire qui  a  pour  numérateur  le  dernier  reste  olÂenu  »  et  pour  dé- 
nominateur le  diviseur  proposé. 

Si ,  par  exemple ,  on  divise  1  -f*  ^  P^r  1  —  x  ;  on  obtient  une  série 
indéfinie  de  termes  tous  affectés  du  signe  +•  Attribuon$  à  a;  une  va- 
leur positive  quelconque  j  plus  grande  que  Ftmité.  Le  dividende  l^-a: 
étant  positif,  et  le  diviseur  1 — œ  étant  alors  négatif,  le  quotient  sera 
n^^oli^.  Cependant ,  il  se  présente  sous  forme  deja  quantité  positive 
1 4.2a?4-2a?«+ 2a?»  +  etc. 


|«r  reste  2a? 

âe  reste  2a?* 

3*  reste  2a?» 

V  reste  2a?* 


\^x 


l+2a?  +  2ir*  +  2àr3-|-. 


Mais  la  vraie  valeur  du  ((uotient ,  en  «'arrêtant  au  quatrié^ie  terme 

2i;* 
obtenu ,  est  1  +  2a?  +  2a?«  +2a:»  if-  ^ ;  et  la  fraction  compté- 

mentaire  -^ est  négative ,  lorsque  a?  syrpasse  Tunité.  Aiosi'  la 

\  — •  a? 

contradiction  disparaît  ;  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  Iç  quotieitt  complet 
donne  un  résultat  négatif. 

20 
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1-4-2         3 
Qu*on  suppose  45 «=2,  on  a.j^g  «=  37-  =*  — 8.  Failleurs 

,-^=14.4+8+16+  prj=2^4- -j-g-; 

•+-32 
4a  fraction  complémentaire  se  réduit  à  -^7-  «=  —  32  ;   et  en  effet , 

29  — 32=r  — 3. 

4  I  se  "^  ^c'  I  fty         4 
De  même,  pour  le  quotient  —^ — ,    T —  = -r-1— 4a?— etc. . 

on  obtient  une  sér^e  indéfinie  de  termes  affectés  du  signe  — .  Suppo- 
sons a:  =2.  La  valeur  du  dividende  se  réduit  à  +  l^*,  et  celle  du 

J4       7 
<livi8eur  à  +  B.'On  aurait  donc  —  =  5«t=  —  2  —  1— 8  —  etc? 
*  .•00  .    ^  ^ 

Mais  la  y  fait  valeur  du  v  quotient,. lorsqu'on,  s'arrête  au  troisième 

4                        5a:* 
terme  obtenu  est 1  —  4a?  -| -5—3.  La  fraction  complémeu- 

*.  si?'  -  • 

taire —T-f-j  est  po»ta't)e  lorsque  >5t  siïrpasseTunité.  Pour  la  valeur 

40  1 

a:  =  2 ,  cette  fraction  devient  +  -^  =i  13  -{-^  ;  et  en  eflet 

_2-.l-8+(l3+«)=-lt+13+|=-8  +  *=|. 
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fcjaçfc: 


CHAPITRE  TROISIÈME. 

EQUATIONS;  PREMIER  DEGRÉ.   INÉGALITÉS. 


Des  équations  en  général.  /        ~ 

Bf .  Identité.  On  dit  que  deut  quantités  ou  deux  expresisions  al- 
gébriques sont  identiques ,  lor^u'elles  sont  composéeis  des  mêmes 
termes  affectés  des  mêmes  signes. 

Deux  quantités  ideptiqùes  cotnposent  une  identité  dont  elles  soi^t 
les  deux  m^m&r^«. 

Lesrèlation8^  —  3a?4-2=^^*-»-3a?+2;  2X3  — é  =  2x3—6; 
0=6,  sont  des  tden^ît^^. 

ÉQALiTé.  Deux  expressions  numériques  on  algébriqueâ^sont  égales 
si  elles  diffèrent  seulement  pafleùrîôrme  ,  de  sorte  qu'elles  devien- 
nent tden<i^é«  lorsqu'on  aura  efTectué  les  opérations  indiquées  dans 
chaenne  d*ellcs. 

Deux  expressions  égales  composent  unfe  égalité  dont  elles  sont  le 
deux  m«m5ra«. 

Les  relations  2x3=6,  2i/^5+l,  (j?— l)X(a?— 2)=a:»— 3^5+2, 
sont  des  ^^a2it^«.  ' 

Toute  égalité  se  change  en  une  identité  absolue  lorsque  les  opéra- 
tions indiquées  dans  chacun  de&  deux  membres  ont  été  effectuées. 
Par  cette  raison,  Ton, appelle  sonveni  expressions  identiquets  dés  ex- 
pressions qui ,  dans  leur  forme  actuelle ,  sont  seulement  e^a/e«. 

On  dira ,  en  ce  sens,  que  le  produit  (œ —  1)  X  (a?— 2)  est  identique 
au  polynôme  j?*  7- 3a? -|-2« 

Équation.  Deux  expressions  algébriques  qui  renferment  une  ou  plu- 
sieurs lettres  et  qui  ne  sont  pas  égales  généralement,  peuvent  deve- 
nir égales  lorsqu'on  attribue  à  certaines  lettres  des  valeurs  particu* 
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lières  coiiYeiiables.  Par  exemple,,  le&  expressions  Zxei  a^'\-'2ue 
sont  pas  égales,  parce  que  la  première  ne  représente  pas  la  même  va- 
leur qne  la  seconde  pour  toutes  les  râleurs  que  Ton  peut  attiihuer 
k  â?.  Biais  elles  deviendront  égales  si  Ton  suppose  â?=  1,  car  on  aura 
régalité  3  X 1  »  1^ + 2  »  ou  Tidentité  3  »  3.  Elles  deviendront  encore 
égales  si  Ton  suppose  â?»^^  car  on  aura  Zx^^^+2,  ou  6»*6. 

De  même  »  les  ei^pressions  2œ+iei  Û-^y  ne  sont  pas  égales, 
mais  elles  deviendront  les  deux  ^membres  d'une  ^|fa/tt^  si  Ton  sup- 
pose en  même  temps  œ^^Z  et  y  «2  ;  car  on  aura  2x3 1  5—13—2, 
ou  11  — 11. 

Lorsqu'on  ne  connaît  pas  les  valeurs  particulières  qu'il  faudrait 
attribuer  à  des  lettres ,  pour  rendre  égales  deux  expressions  algébri- 
ques dans  lesquelles  entrent  ces  lettres ,  et  qu'on  se  propos^  de  dé- 
couvrir ces* valeurs  particulières ,  on  dit. que  les  deux  expressions  al- 
gébriquef  forment  une  équition  dont  elles  sbnt  lés  membres.  Quoi- 
que \  égalité  n'existe  pas  actuellement ,  on  les  joint  par  le  signe  ««:  ; 
c'est  une  indication  de  la  question  proposée.  On  exprime  ainsi  qu't7 
s'agira  Rétablir  entre  les  ^ieux  membres  VéUU  d'égalité. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  un  nombre  tel  que  ,  si 
l'on  augm^te  son  carré  de  deux  unités ,  on  ait  ime.  somme  trois  fois 
plus  gP^nde  que  le  nombre  cherché. 

Désignons  par  x  le  nombre  dont  il  s'agit  (*).  Soki  carré  ^ra  repré- 
senté par  â:*  ;  et ,  pour  que  la  qtiestion  soit  résolue ,  il  faudra  que  la 
sonune  x'^^  soit  ég^ile  aii  produit  3ar.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  di- 
sant qu'on  a  V équation  a;'-^2  =  Zx  à  résoudre. 

Résoudre  une  équation  c'est  déterminer  toutes  les  expressions , 
numériques  où  algébriques ,  qui ,  mises  dans  l'équation  à  la  place  des 
inconnues,  rendent  le  premier  membre  égal  au  second;,  de  sorte 
qu'après  la  substitution ,  l'équation  esd  changée  tjk  une  égalité,  çn  une 
identité. 

Lorsqu'une  équation  ne  renferme  qu'une  inconnue,  toute  expres- 
mn  (pu ,  étant  mise  à  la  place  <]e  l'inconnue  dans  leS  deux  membras, 
change  l'équation  en*  une  égalité ,  s'appelle  eàcinb  de  l'équation.  Les 
nombr<es  1,3,  sont  tfacines  de  l'éiqâation  â?'4-2»3â;  ;  on  dit  aussi 
que.cette  équation  est  saHsfaite  par  la  vdeur  or»  1,  ou  par  la  va- 
leur a?=2.  < 

Si  les  deux  membres  d'une  équation  à  une  inconnue  étaient  ^^louâ? 


(')  Onrrepréseiite  ordinairement  les  qmnUtéititgtimKf  par  les  dernières  lettres 
de  l'alphabet,  «,y,  x,  I,  u. 
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pareoi-mèmes,  réqaati^on  admeUraH  line  infinité  de  racines^  et  Ton^ 
dirait  que  c'est  une  ègnatien  indéterminée.  Qa*on  propote,  par 
exemple ,  de  trouver  une  valeur  de  ir  qui  satisfasse  à  Téquatlon 
(x^i)  (^— â)  ==  ^—  Zx+  2.  Si  roâ  ^ectue  la  ninltiplication  algè* 
brique  Mîquée  dans  le  premier  membre,  il  dévient  identiquement 
égal  au  second  membre*  L'équation  sera  donc  satisfSûte,  quelque  râ- 
leur qu'on  yeuille  attribuer  à  œ.  Cette  équa^on  est  indéterminée. 

Lorsqu'une  équation  renféitne  plus  d'une  inconnue ,  lé  système 
des  valeurs  particulières  attribuées  en  même  temps  à  chacune  des  in« 
connues,  qui  change  Féquation  en  une  égalité,  forme  une  solution 
de  cette  éqiratlon»  Le  système  des  valeurs  a;  »  3 ,  y  »  3  «forme  une 
sotHtion  ée  i'équa^n  ilr  4*  ^  ^  13* —  V* 

Il  peut  se  fe^ ,  par  une  cointnidietion  entre  les  deux  membres 
d'une  équations ,  qu'il  n'eltsté  pas  de  valeurs  ;  numériques  calculables, 
qui,  mises  à  là  plaOe  des  inconnuei;  puissent  si^faire  à  cette 
éqùatioq.  Ou  dit  alors  que' là  résolulion^  numérique  de  l'équation 
est  Hupossible ,  ou ,,  pour  ab|;éger ,  que  *  Véquation  est  impasii'- 
ble  (voy.  n*  98 ,  t*).  ' 

L'équation  àa;4^2«3âs-4-^  ^  impossible,  ainsi  que  Téqua- 

tien  ap  +  y  ==  *  +  y  +  2  • 

Lors^e  deux  équations ,  A»B,  A' «F,  admettent n^es^Oii^ 
ment  les  mèinès  racines ,  dé  sorte  que  tonte  racine  d^  l'une  soit  t^ehie 
de  l'autre,  et  réciproquement,  on  dit  que  ces^teux  équatiens  sont 
iQUiVALSims.  Benx  équations  k  pluiieuFS  inconnues  sont  ^f«iivii/enlet 
lorsque  toute  solution  de  l'une  est  solution  de  l'witrè,  et  rédpro- 
quemeifef. 

8a.  Il  est  évident  que  les  équations  Ai»B,  A  +  M"^B+M, 
sont  équivalentes,  c'estrà-dire  qu'on^  peut  aiouter  aux  deux  mem^ 
bres  d'une  équation,  ou  en  retrancher  une  même  quantité^  tout 
que  les  racines  soient  changées. 

Gé  principepermet  de  substituer  à  l'équation  proposée  utie  équation 
plus  simple ,  en  opérant  la  Yéduction  de^  termes  semblables  qui  peu- 
vent se  trouver  dans  les  deux  membres. 

S<ât^  par  exemple ,  l'équation  ^4-7aH^ldEîH«— *Û^3i»M-*+«*- 
Si  Ton  retranche  des  deut  membres  4a  quantité  a^+7a;4-aa?*+6 , 
Téquation  se  réduit  4  a;*  +  2  ==  3a?. 

En  géttétal ,  si  l'on  rjetranche  des  deux  membresr  un  ^s  termes 
additifs^  ce  terme  sera  détruit  dans  le  mîembre  où  il  se  trouvait ,  et 
il  sera  introduit  comme  terme  loiMtrocttf  dans  l'autre  membre. 

Si  l'on  ajoute  aux  deux  membres  la  valeur  absolue  d'un  des  termes 
soustraciifs ,  ce  terme  sera  détruit  dans  le  membre  où  il  se  trouvait» 
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et  il. sera  iotrodiiit  comme  ter«ie  oMUif  dans  l^^tre  loeadire. 
Od  v<Ht  par  là  ffàHl  têt  permis  de  Êwpprimer  des  ieirmes  dms  le 
membre  où  ils  se  trouvent,,  pourvu  qu'ion  lés  écrite  affectésd^un 
SIGNE  coNniiRB  dans  Vautre  membre.  On  dit  alors  qiïon  a  fait  pas- 
ser Qes  termes  d- un  membre  dans  Tatitre»  on  qu'on  en  a  opère  la 

TRANSPOSITION. 

Si  l*on  fait  passer  toas  \éi  ^ermes^da  second  membre  dans  le  pre- 
mier, on  ramène  Inéquation  A  ^  B  à  la  forme  A— Ba»e ,  qu  A'=>0. 
Par  eiemple,  réqùation  â?'  —  3â; -4-2=0  est  équii^lente  à  i*èqua- 
liona?'+2-=3a?. 

Si  l'on  fait  passer  tous  les  termes  du  second  membre  dans  1^  pre^ 
mier,  et  tous.le»  termes  du  premier  membre  dans  le  secénd,  H  arrive 
que  tous  les  termes  de  Téquâtion  ont  changé  de  signé  .'Ainsi ,  f&n 
peut  changer-  i^s  signes  de  tous  tes,  termes  d*une  éfuà^thn  stms 
que  les  racines  soient  altérées* 

89.  Désignons  par  N  une  quantité  cpnnne ,  positiTe  ou  nègatHre  ^ 
mais  dont  la  valeur  numérique  est  différente  de  zéro. 

Les  équations  A=rB,  Axri=BxN,AX^=BXjj  seront 

éndemnlent  équivalentes;  c'est  à-dire  qu'on  peut  multîpHer  ou  dt- 
viser^  les  déuœ- membres  à-une  équeUêùn  par  une  même  quas^ité 
connue ^  fmie^  sftns  iu^  les  radsws^oietU  altérées^ 

Ce  principe  permet  do  substituer  à  une  équation  dans  laquelle  les 
puissai^s  de  rinconnve  ont  d^  c^^fficientinmiiériques  firactidmiaîreir 
ime  àptre  équation  "dont,  les  coeflSciei^  sOnt  des  qttantîtés 'entières. 
On  dit  alors  qa*on  a  fait  évanouir  les  dénominateurs ,  pu  ^u'oii  O' 
chassé  les  dénominateurs.     . 

Soiti  équation ^  0?*  +  •=  5^?.  §i  Ton  multiplie  le$  deux  mem- 

bres  par  6 ,  on  a  Féqualion  équivalente  ûs^-^2'=^dx. 

Soit  encore  Téquation  à  une  seule  inconnue  -j^^^  + — 5^^  JJl* 

dans  laquelle  a,  b,  désignent  des  quantités  connues  qui  sont iàé^ales. 
IfuitipHant  les  deux  meiiabres  ^ar  a*— d'j  on  aura  Fèquation 
équîvàleïifé- ir*  •+*  <**(<*  +  *)>*  (<*  ^^)^* 

Généralement,  on  fera  disparaitre  les  dénominateurs  ennMti- 
pl^nt  les'deusc  membres  de  Péquation  par  une  quanHté  qui  soit 
divisible  par  chacun  des  dénominateurs. 

En  vertu  du  même  principe  ;  si  tous  leè  terines  de  Téquation  pro-^ 
posée  sont  des  noBoAirès  entiers  dWisibtes  par  un  même  nombre ,  on 
pourra  simplifier  l'équation. 
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Sott»  p»r  eiMple>  léquil^ii  3Ufl;*4.686^  iimœ.  Tous  les  ter- 
mes sont  divisibles  par  343^  On  rensplacera  Téquation  proposée*  par 

réqnàtiôn  x*+  ^^  ^^^  ^"^  se  réduit  à  a?«+'2= 3a?. 

Enfin  ^  af^Uquant  le^piincipe.  on  pourra  donner  à  une  puissance 

de  œ  dont  fer  coefficient  n*est  pas  nul,  un  coefficient  égal  à  Funké. 

Ainsi ,  réquation  9a;'  -f-  2  ^  9a;  peut  être  remplacée  par  Téguation 

2     '     '  '     •      .    ' 

4p*-f- ^= a?.  Les  racines  serontles  mêmes. 

90.  Lorsque  la  quantité  H  renf^meune  inconnue,  en  ne  peut 
plus  affirmer  que  kê  deux  équaUoHM  A  =>»B^et  AX  N»=>B  X  N  soient 
é^^alentes. 

Sn  effet,  réqii^tionJixN?^3XN  n'admiet  pas  seulement  les 
raeiaes  qui.rendent  A  égal  à  B;  elle  admet  encore  évidemment  pour 
racines  les  valeurs  de  a?  qui  rendent  nul  le  facteur  N  »  c'est-à-disr  les 
raciofft  de  Tèqua^on  N  »>?  0.        .         . 

Or,  ces  dernières  racines  de  T^quation  transfoNnée^AxN«f^BX^* 
peuvent  jaid  pas  èb'o  racines  de  1-éqiJffltion  primitive ,  A  =<^  B. 

Si  donc  on  veut  «ocore  substituer  a  l'équatioii  A«=B ,  l'équation 
AN  ==^BN,  qui  ne  lui  est  pas  éqiiivalei^te ,  il  Oftudra  se  rappeler  <^e  les 
vatours  de  œ  qiu^  ani^lent  le  faqteur  N  qu'on  a  iptrodiitfipeuvant  ne 
pas  être  ratines  d^  l'éqaatioa  proposée  A  »  B.   . 

Scât ,  par  exemple ,  l'équation  â;.*+2  »  dix ,  dont  ^  multiplie  les 
deux,  membres  pair  a;~S:  il  «n  résulte  «ne  nouvelle  équfttii>n 
(a?*+2)X(«— 3)«akr(a?— 3),.  eu  a:?»-T.6a?*-J-ll«^6,  à  laquelle 
atUsÂmt  les  valeurs  x,^-i  et  â?  =»  2 ,  qui  sent  des  racines  de  l'équa- 
tion primitive.       ' 

Mais  en  outre ,  l'équation  transformée  est  satisfaite  lorsqu'on  sup- 
pose ^««3,  ou  bien  a?— ^^0;  et  cette  racine. 3  de  l'équation 
transformée  n^est  pas  racine  dé  l'écpiation  primitive.  , 

De  même,  ^t  Von  ^éve4  une  même,  puissance  les  deux  membtes 
d'un0  équation,  Véquation  qui  en  résulte  peut  n'être  pas  équiva- 
lente à  la  proposée.  -' 

Sait  l'équalidn  a?— ^<«2  ^  qui  est  satisfaite  lorsqu'on  suppose  x^^. 
Si  rob  éfêvè  les  deux  membres  au  carré,  on  forme  une  nouvelle 
équation  (a;^T3)*=«.4,  ou  a;*^^4~^=^0,  qui  est  encore  satifaite 
par  la  valeur  x=b;  mais  l'équation  transformée  admet  en  outre  la 
racine  0?=  1 ,  qui  ne  satisfait  pas  à  Téquation  Xf^3  ^^2* 

U  suit  encore  de  là  que  si  Von  extrait  la  raMne  dun  même  degré 
des  deux  membres  d'une  jéquation^  Véquationjesultante  peut  n'étrs 
pas  équivalente  à  la  proposée. 
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Car,  ^  Ton  extrait  la  racine  carrée  des  deux  mevbrès  de  ré(|fia- 
tion  (07— 3)'p:s4,'eiqu*oii  ItNnneTëqiiatîon  a; r^ S «^ 2 ,  cette  é»- 
nière  équation  o^adm^ttra  pas  la  racine  a?»  1  mi  satisfait  à  la pre^ 
miére. 

91 .  Lorsque  la  qti^mtUé  N  se  réduU  à  zÉio  »  les  équations  A=»B, 
A  X  Ntt»B  X'N  ne#oiK  pa9  équi^mleii^és.  La  seconde  équation  est 
indétsrmim^. 

Goncerons  qu'on  remplace  x  par  une  valeur  qui  donne  pour  A  et  B 
des  résultats  différents.  L'équation  A  «^  fi  ne  sera  pas  satisfaite.  Au 
contrûre,  Téquation  A  X  N  »  B  X  N  sera  saHitaite,  puisque  le  foc- 
teur  N  étant  nul ,  les  deux  produits  AN  /  BN^roBi  niûs. 

Soit,  par  exemple,  Téquation /â?-^3»2.  Si  Ton  multipliait  les  deux 
membres  paf  la  quantité  7  X  2?  X  3'  —  21  X  21',  sans  faire  atten- 
tion que  cette  quantité  se  réduit  à  ja^ro,  l'en  formerai  une  nouv^le 
équation  qui  reyiendrait  à  (â?  —  3)  K  |d  »2  X  d;  l'équation  trans- 
formée se  trouverait  satisfaite ,  quelque  valeur  que  Fou  attribuât  à  â?  ; 
elle.serait  tndeïermcfi^e. 

Supposons  ar='iO.  On  aurmii  (10-^3)  X0»2x0,  ou  0s«O; 
0^9-  il  serait  absurde  d'en'  conclw^e  que  10  soit  racine  de  Téquation 
or  ^  3 = 2 ,  c'est-à-dire  que  7  soit  égal  à'2. 

Il  est  de  Même  évident  qiïùn  ne  doit  pas  dieiser  les  deux  membres 
d*uue  équation  far  une  quanti^  N  sans  si  être  as$¥iré  que'  cette 
quantitéyi^eslfasnuile, 

92.  On  distingue  diiérentes  classes  d'équs^ns ,  d'après  le  degré 
des  puissances  tfutcpielles^leil  iilconAues  se  trouvent  élevées. 

Supposons  une  équation  tdle  qu'aucune  inconnue  n'entre  ni  dans 
le  dénominateur  d'aucun  terme,  ni  dans  une  quantité  dont  B.faqdmt 
extrMre  la  racine  ;  et  concevons  qu'après  avoir  effectué  les  opéra- 
tions  al^i^5rîgtte#  indiquées,  r-on  ait  fait  la  'réduction'' des  teranes 
semblables  dans  les  deux  membres^ 

LdL  somme  des  exposants  des  inconnues,  dans :1e  terme  où  eette 
somme  est  la  plus  grande  ,.est  ce  qu'on  entend  alfurs  par  le  nsoni  de 
réquation.VêT  suite  ,^  si  Téquation  ne  renfiurmé  qu'une  incimnue ,  le 
degré  de  refjfwalion  est  égal  au  plus  grand  exposant  de  l'inconutte. 

Ainsi,  par  exemple,  les  équations  5aT«3S,  ax^^b;  2a;«=8 — y, 
ax  +  by^e,  sont  du  jpremier  degré ,  si  les  lettres  aybfC,  repré- 
sentent des  quantités  connues.  .        r 

Les  équations  x*+2=3x,  ax^+bx^c;  xy=^2dy  axy+bx^e, 
sont  dn  second  de§ré ,  si  les  lettres  a^b.Cy  représentent  des  quan- 
tités connues.     ^         ^ 

L'équation  o?'  -)-  2«=  x(x'^ — a?  +  3)  West  pas  du  troisième  degré; 
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car  m  Fon  «ffêcCiie,  dans  le  second  membre  v  la  maltipUcatioli  indi- 
quée-, on  pourra  retrancher  x*  des  deux  menfbres  sans  altérer  les 
rmn^.    L'éqoatlMi  à  résoudre  sera  Téqnation  du  sec(md  degré 

Le  tenve  en  a^'y^pii  disparaît,  ne  devait  pas  servif  à  déterminer  le 
degré  de  réqaation  ^  parce  qu'il  ne  peut  exercer  aucune  influence  imr 
la  méthode  de  résolution. 

2  . 

Les  équations  x  - — = .3 ,.  a:  —  k  (a?  —  !)>=  3 ,  ne  sont  pas  des 

X      ■ 

équations  dupremUer  degré ,  quoique  la  lettre  x  soit  actuellement 
affectée  d-un  exposant  égal  à  Tunité;  car  dans  la  première ,  x  entre 
dans  le  dénominateur  d*un  terme ,  et  dans  l'autre ,  x  entre  dans  la 
quantité  x-^i  dont  il  fimdrait  extraire  1^  racine  carrée.  ' 

La  raison  de^cette  etclnsion  est  que  la  méthode  par  laquelle  on  ré- 
sout les  équaHons  du  premier  degré  n'est  pas  applicable  aux  équa* 
tion^  dont  il  s'agit. 

93.  Une  équation  est  complète  lorsqu'elle  renferme  un  terme  in- 
dépendant de  l'inconnue ,  et  toutes  les  puissances  de  l'inconnue  jus- 
qu'à celle  qui  .détermina  le  degré  de  Téqualion. 

Ainsi,réquàtioBx'+â»3âr,  ouâ?' — 3a:  4-^*^^»  est  une  équa- 
tion du  second  degré^^oniipl^. 

Dans  le  ca»  contraire ,  l'iquâtion  est  incomplète. 

Si  une  équation  incomplète  ne  renferme ,  outre  K  terme  inconnu 
qui  détermine  le  degré ,  qu^un  terme  indépendant  de  l'inconnue;  on 
l'appelle  équation  à  deux  termes. 

Ainsi ,  les  équations  a;'"?  4,  ^&x*  «='9,  sont  des  équattons  du  se- 
eooédtgti^àdeux.termes^ 

94.  On  appelle  ^^ttoltitm  urriaijjt  une  équatiotf  dans' laquelle 
les  quantités  qu'on  suppose  connues  peuvent  étre.représéntéespar  des 
lettrés.  Telle  est  l'équation  00?*+ ftâJ  =  c.      .  -     ' 

Une  équatipn  dans  laquelle  toutes  les  qoantirèa  données  sont  des 
nombres  actuellement  exprimés  en  ehiiTres ,  est  une  équation  mi- 

■•*.■'•  *  ^      "  •  • 

Équations  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue, 

95.  Pour  résoudre  une  question  du  premierdegré  à  une  inconnue, 
chassez  les  dénominateurs  y  effectuez  les  opérations  indiquées, 
faites  passer  dans  un  même  membre  tous  les  termes  affectés  de  Vin- 
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eonViue^  et  tous  le$  autres  termes  4ans  VaUtrè  m^embre;  réduisez 
tous  les  termes  affectés  de  l'inconnue ,  en  un  seul  terme ,  ^tit  sera  là 
produit  de  Vinconnue^ar  une- quantité  isqwnueç  aif/Sii,  divisez  lés 
deux  membres  par  le  cdfifieient  de.Vinconnue .^^  le  ({ootient  expri- 
mera la  valeur  cherchée.  ^    . 

En  efiet,  il  résulte  de3  principes  précièdemment  étaUis,  qu'en 
effectuant  cette  suitç  d'opérations,  Ton  a  seulement  remplacé  Téqua-^ 
tion  pro[iosée  par  des  équations  équivalentes.'  Or,  la  dernière  est  de 

B     ■       '  ■       • 

la  forme  â?  =  -^ ,  les  quantités  A ,  B;  étaiit  ou  des  nombres  connus, 

ou  des  monômes ,  ou  des  polynômes  qui  représentient  dés  qtiantités 

connues.  Cette  det'nière  équation  a  popr  racine  unique  le  quo- 

'   B  *  '  ■    .'        '       ' 

tient -^,^  donc  réquatipn  proposée  admet  aussi  pour  racine,  la  quan- 


tité 


-j- ,  et  elleTi'en  admet  pas  d'ahtre. 


96.  Appliquons  .cette  règle  à  quelques  exemples.  Soit  à  résoudre 
réquàtion  liumériqtie 

On  reconnait.que  tous  les  termes  deviendroftt  entiers,  si  oA  les  bmé- 
tiplie  par  30 ,  ce  qui  n'altère  pas  les  racines.  On  en  déduH  Féquàtidn 

dti)i3ar^6XbX^+^Xiù^PAœ+^^  ' 

=2X15X  ^^+3(^^~30TH-tOx3x  g  X6,&ir, 

oubie«      «te— 12+3f»+ld5j?=3iitHH6a— 3to 
laquelle  Se  réduit  à     '.   wàr— 12=60  4-7àr.  '  <2) 

Tous  les  termes  de  Téqua^on  (2)  seront  e^icore  entiers  si  on  les 
divise  par  2,  ce  qqi  donne  Téquation  équivalente 

99a;- 6=*=  30  + 36^,     .    ,  (3) 

Faisant  passer  36;2rdans  le  premier  membre,  et  —  6  dan$  le  se- 
cond, on  a  encore  ré^uation  équivalente  99îr-- 36a?  =  36 +6  ou 
63a?  =  36 .  (4) ,  dont  les  deux  meinbres  sont  divisibles  par  9.  De  là , 

•  ■       '  '  . .  "4 

réquatipu  équivalente  (5). ...  7jr  =  4 ,  et  enfin    x  =  =. . . .  (6) . 

.     .     .      ^  .;.••.  4 

Or,  il  est  évitleni  qu'aujcune.  expression,  autre  que  le  nombre  =, 

mise  à  la  place  de  a; ,  ne  peut  satisfaire  à  Féquation  (6) ,  qui  a  pour 
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y  J^  "      '"'    •■  '.       ,    •■  •     ■    '♦ 

racine  ce  nombre  =.  Donc  au^sî  Téquation  (t)  admet  la  racine  x  =  =, 

et  n'en  admet.pas  d'aqtre.  CHte  équation  est  résolue. 
Soit  encore  à  résoudre  l'équation"  littéral^ 


(i) 


'    ta'— &?)2  a+^ '^  a— 6  /    / 

dans  laquelle  a  et  ^  représeiiitent  des  quantitéédonnéeç ,  inégales. 

Poor  chasser  les  dénominateart ,  déterminons  une  quantité  divi- 
sible par  tous  les  dénominafeurs.  Dansl'exemple,  la  quantité  (a'— j&^)* 
remplit  cette  condition.  De  plus,  tùus  le3  termes  de  Féquation  sont 
divisibles  par  ^a. 

Multipliant  donc  tous  lés  ternes  de  Téquâtion  (t)  par  (a*— 6')*== 
(a+6)(a-^6)(a+è)(a  — ô),Net  les  divisant  par  a.,  nous  (ormons 
réquatioh  ^ 

aô»a?+2a(a«-ft«)(a— ft)— 6(a»-6»)(a+&).x-ft'^(<i+6)âî  \ 

11  s'agit  d'effectuer  les  calculs  indiqués  dans  chacun  des  deux  mem- 
bres. Nous  remarquons  d'abord  que 

(a«-6«)«=  a*-2a«5*+d*;  (a«— 6«)(a-ft)i=-a^^a>6  — aô»+6^ 
(a«-^ô«)  (a+.ô)  =  a^+a'è— aft*r-6». 

Réduisant  en  un  seul  terme,  dans  chaque  meofibre,  la  sôn^me  al-* 
gébrique  des  termes  affectés  de  ^,  nous  trouvons  que  1^  premier 
membre  devient  '  '''.'•'  \    ']   ^' 

et  se  réduit  à  . 

et  que  le  second  membre  dévient 

4-ô*+«(a»+a*6-a>'--A*)]+(a*~2a«ôHft*)-~26(a8~a«è-a6H 
et  se  réduit  à 

a?(a*-f-  a»6  —  aW~  aft*  — ô*)-f-a*-2a86+2a69—  6*. 
Faisant  alors  passer  tous  les  termes  indépendants  de  x  dans  le 
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premier  membre^ et  tons  le»  termes  en  x  dans  lé'  se<^nd-  metobre , 
en  changeant  leors  signes,  nous  formons  Téquation 

«♦— 2(»V+ft*  =  ar(a*+2a»ft-2a6*-ô*),^       (3) 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

On  Yoit  que  les.deu^  membres  sont  divisibjes  par  a'—  6*.  Effec- 
tuant la  division ,  l'on  obtient  Téquation 

a«— ft«=«a?(a»^-fft"+2aft),  (4> 

ou  bien    .       - . 

Divisant  de  nouveau  par  (a -|- A)  9  on  obtient  Téquation 

a-b^œ{a+b),   -  %         *       (5) 
d*ou  Ton  cobclut  que 

.      .^-S-       .      ^*^ 

L^équation  (1)  ,*qifi  a  pour  racine  unique  a?=»~-pft*  àst  résolue. 

.  Coi  dHmpolÊsihilùe  au  d'indéter^mination,, 

97.  On  a  vu  qu'une  équation  est  quelquefois  impoisible ,  et  qu'il 
peut  arriver'  au.  cootn^re  qu'une  équation  à  une  seule  inconnue  » 
soit  satisfaite  |>ar  une  infinité  de  valeur^  de  Finconnue  (n**  87). 

.NouâLpous^  proposons  maintenant  de  reconnaître  comment  l'impos- 
sibilité ou  Tind^termination  se  manifestera  dans  la  résolution  d'une 
équation  nfuniéri^tte  du  premier  ilegré  à  une  inconnue.    . 

D'abord,  par  la  seule  transposition  des  termes,  qui  n'altère  ja- 
mais les  racines^  l'équation  primitive  sera  remplacée  par  une  équa- 
tion Ax=  B,  danslâquéHe  A  et  B  seront  des  sommes  formées  de 
termes  numériques  connus. 

Gela -posé ,  il  peut  arriver  !<>  que  A  iie  se  réduise-pa»  à  zéro; 

20  Que  \à  somme  de  nombres  additifs  et  soustractifs ,  représentée 
par  A  y  spit  nulle  sans  que  B  se  réduise  à  zéro; 

30  Enfin ,  que  A  et  B  soient  nuls  à  la  fois. 

Dans  le  premier  cas ,  l'éqnaUon  proposée  admettra  une  racine 
unique. 
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Car,  A  ii*étaiii  pa$  nd,  Fèquation  x=  ^^-«^era  écpiivalenteà  Kx^fi. 

B  B 

Or,  le  quotient-^  satisfaisant  à  l'équation  j:;  =?  j- ,  et  étant  la  seule 

expression  qui  pa»ie  y  satisfaire,. Féquilion  proposée  auradpncpour 

.<    ■    .^        '  ..    ■       B.        .■      "     •  .     ^   - 

racine  unique ,  rexpression  a:  =  -r-. 

Cette  Yacine  pourra  d'aifleurs  être  fosititfi ,  f»u^  ou  négative. 

Elle  sera  positive ,  si  le»  résultats  B ,  A  sont  des  nombres  affectés 
d'un  même  signe  ;  elle  ser^  nulle  si  B  se  réduit  à  zéro;  elle  sera  né- 
gative si  les  ràultats  B,  À  sont  dés  nomlïre^  affectés  de  signes  con- 
traires. ,  ^         *  . 

Dam  le  second  cas .  Iç  facteur  A  étant  nul,  le  produit  Ax  demeu- 
rera nul  pour  toute  valeur  numérique  que  Fon.  voudrait  attribuer.à 
Xé  Mais  B  n'est  pasi  nuF,  on  reconnaît  donc  que  Técjuation  Ox^==B, 
équivalente  à  l'équatiop  primitive,  est  impossible  ;  par.  conséquent  ^  il 
est  impoiHble  de  satisfaire  à  Téquation  proposée  par  une  valeur  cal- 
culable de  a?. 

Dans  le  dernier  cas,  les  résultats  A ,  B ,  se  réduisant  tous  les  deux 
kzéro,  l'équation  Aor  =:  B  deviendra  0X^  =  0,  et  il  est  évident 
qu'elle  sera  satisfaite,  lorsqu'on  y  remplacera  x  par  tbu^  les  hop^bres 
positif  ou  négatifs  que  l'on  voudra.  Donc  l'équation^  proposée ,  qui 
est  équivalente  à  l'équation  0  X  ^  "»  Q,  sera  indéterminée. 

Les  hypothèses  que  nous  venons  de  discuter  comprennent  la  totalité 
des  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

RÉciPROQUBMBNT,  H  Pbn  iuppo$&  Une  équiUion  du  premier  degré 
à  une  inconnue  qui  admette  une  racinr  unique,  elle  pourra  être 
ramenée  à  l'équation  Aâ7=B ,  dans  laqueHe  À  ne  se  réduira  pas  à 
zéro;  car  nous  savons  quç  l'hypothèse  A==0,  entraînerait  Fimpos- 
sibilité  ou  l'indétermination^  de  Fèquation  ^tù^s^e.  On  eera  donc 

conduit  nécessairement  à  la  valeur  détmminbb  x^  j-. 

Si  Von  suppose  une  équation  à  laquelle  il  soit  uipossiblb  de  sa- 
tisfaire ,  elle  se  ramènera  ^  l'équation  Ax  =  B  dans  laquelle  A  sera 
nul ,  sans  que  B  se  réduise  à  zéro  ;  car  A  sera  nul ,  sans  quoi  il  y 
aurait  une  solution;  de  plus,  B  ne  sera  pas  nul  en  même  temps  que 
A ,  puisqu'autrement  Fèquation  admettrait  une  infinité  de  solutions. 
On  sera   donc  conduit  nécessairement  à   Véquation    impossible 

Enfin,  Si  Von  suppose  une  ^^n«afton  indétebminéb  ,  à  une  seule 
inconnue ,  elle  se  ramènera  à  Fèquation  A^  ^B,  dans  laquelle  A  et 
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B  seront  nuls  k  la  fois.  Car  A  sera  nuU.sàns  quoi  il  y  aurait  une 

racine unïgii^;  de  plus,  B  sera  nul  en  même  temps  qoe  A,  puis- 

qu'autrement  Téqiiation  serait  imppisible.  On  sera  donc  Cimàivà^ 

nécessairemâni  d  Péquation  iNOÉrnuiiNéi  0  X  â?  «=  0  ou  0  =  A. 

.  On  peut  remarquer ^{a'imréfiia^an  dm  preméer  4e§ré  d  mie  ta- 

eanuue  ne  peuijam€M  admetireplus  d*unê  racine ,  d  moirn^  f^eUt 

n'en  admette  une  infinité. 

En  effet ,  supposons  une  équation  qui  ne  soit  pas  indéierminée.  Il 

en.  résulte  que  les  nombres  A  et  B  ne  seront  pas  nuls  à  la  Ibis.  Or, 

B 
si  An*est  pas  nul ^  il  y  aura  une  racine  unique,  .eii^rimée  par -j. 

Si  an  contraire  A.  est  nul,  B  ne  Tétant  pas,  l'équation  sera  impamMe. 
Donc  l'équation  du  pfenlioF  degré  qui  n'est  pas  indéterminée  ,D'ad- 
met  dans  aucun  cas ,  plus  d'une  racine.  ^ 

Discussion  de  ta  formule  générale  x  =  —-;. 

■  '     ■        '  •  .■**■«' 

n        0 
sTmoLES  iï  et  X. 

9B..Ix)rsqu'on  applique  à  une  équation  littérale  du  premier  degré 
a  régie  de  résolution  (d<>  95) ,  J'on  parvient  d'abord  à  une  équation 
littérale  Aa;=B  /dans  laquelle  A,  B,  sont  des  n^ônômes  ou  des  po- 
lyndmes  entiers;  et  comme  le  coefficient  algébrique  ^ne  ut  réduit 
pas  généralement  à  zéro ,  indépendamment  de  toute  hypotbése  parti- 
culière sur  les  valeurs  des  lettres  qui  j  entrent,  on  divise  l'éqjoa^ 

B  •  ' 

par  A,  et  l'oil. obtient  a:^--r.  "  , 

GepiBndant,  il  peut  arriver,  par  iajaaianic^e  particiiKère  dont  on 
disposera  deS  valeurs  des  lettres  qui  représentent  des  quantités  con- 
nues ,  que  À  devienne  nul  Dans  ce  cas,  auquel  correspond  l'impos- 
sibilité ou  rindétenqination  de  l'équation  primitive ,  ainsi  que  nous 
l'avons  établi ,  on  n'aurait  pas  eu  lé  droit  de  diviser  par  A  les  deux 
membres  de  l'équation  Aar»B; 

Il  devient  donc  nécessaire  de  vérifier  si,  pour  toutes  les  suppôt 
lions  que  ïoh  péiit  faire  sur  les  quantités  cofinues,  la  formule  al§é- 

B 

brique   ^  =  -r-  cçnduit^  d  des  conséquences  qui  s*accordent  avec 

celles  qu'on  déduirait  directement  de  VéqUaHon  Ax^B,  après  y 
/ivpir  fait  les  mêmes  supportions^ 

Dabord,  lorsqu'il  résulte  des  hypothèses  qu'on  a  faites  sur  les 
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B 

quantités  connaes,  que  A  n*est  pas  nul ,  Tèquatibn  â?  =» -r-  \si  éqUi- 

B 

▼alente  à  réijBiition  Aâ?  »  p.  XâHormul^  x  »  -^  donne^donc  la  ra- 
cine détenninèe  et  unique  ëe  FèqiudiQir  proposée.  * 

Deor  cas  restent  à  examiner. 

1^  Lorsqu'il  arrifie  que  A  ée  réduit  ^  '  0.,  sans     que  B  spil  hul , 

*  "   '  '    ■•  *  \  '  '  •         B 

l'équation  Ax  ^»  B,  ou  (X=:  B  est  impoUible.  La  fonniile  ac^^-r- 

A 
B  ■''•",'■ 

devient,  par  lef  mêmes  suppositions ,  a;  =  ---. 

Peur  nous  rendre  compte  de  la  signification  de  ce  symbole  'algèbri- 
qi^ ,  qui  t^ondste  en  ane  firactîon  dont  le  dénominateur  est  nul  sans 
que  le  numérateur  lé  soit,  concevons  que  la  valeur  numérique  du  dé- 
fi 
nominatèur  A  d'une  fraction  -^  vienne  à  s'annuler  après  avoir  passé 

successivement  par  différents  étais  de  grandeur,  en  devenant  de  plus 
en  plus  petite,  tandis  que  le  numérateur  étaii  constant. 

B      •  B*  ■ 

11  en  résulte  que  la  fraction  -^;  avi^nt  de  pretidre  la  forme  -7r*aiïra 

passé  par  différei^ts  états  de  grandeur^  en  deTenam  numériquement 
de  plus  en  plus  grande. 

Si,  par  exeiçple,  on  suppose  A  successivement  égal  à  it,  j^^^ 

jgsg-ggg, ■jg;;fi--M  1*  fraction  j-  prendra  suc^ssivemént  ks 

valeurs  croissantes  ^,  —X  1000,  —x  1000  000,...,— XiO«,...; 
ti  ,/  n    .      \  '      Il  .    .   Il 

cette  fraction  auginente  indéfiniment  lorsque  A  diminue  indéfini^ 

ment.  On  peut  assigner  pour  A  une  Taleur  numéirique  «  plus  grande 

B 

que  zéro  et  assez  petite  pour  que  -^  surpasse  une  quantité  donnéç  telle 

B 

qu'on  le  voudra,quelquegrandequesoitcettç  quantité. /;'ea?/^e^n(m-^ 

doit  àone  être  considérée  comme  représentant  ûné  valeur  phts 
9raii^  que  toute  quantité  assignable;  c'est  ce  .qu'on  appelle  une 
▼aleur  infiniment  grande  ^  wiV infini^  et  on  la  représenta  par  le  ca- 
ractère 00.  . 

B 

La  racine  a?  =  -v-  de  Téquation  A^~B  se  présentant  sous  la  forme 
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de  l'infini  lorsque  A  =  0,  il  8*ensiiit  qa*il  n'existe  pas  de  yalei^cal- 
cùhiblê  qui  puisse  satisbire  &  Téquation  piroposè^..  Aîbsi ,  /à  valeur 
B  ^ 

êoMi(m.niiÊm4r%q!^MVé^^ 
^  Ii6nqa*il  arrire.  que  A  et  B*  sevédûisent  à  t€r6,  règuation 

'  '*■''*'  'B        ' 

A^  s^  B  ^  ôU*0  »  0  »  est  iodèteroiihèe.*La  formule  a?  «  ^  deyient , 

pair  le«  jnêmes  suppopUîftM  - /r  =a -- 

Pour  nous  rendre  ê( 
bfiqoë',  qnl  oonnste  ^i 

nuis  en' même  temps  ^ 

sous  1^  forme  — j, 

foU  1^9deui^)iypot|ièséft.ia»  h,  c^i.  Supipoionsâ^abord  qa*oti  attri* 

bue  à  chacune  des  leltr^  h,  d\  un^  Taknir  partieoiikà'qu  diUMorara 

constaptOé    . 

Soient    a'^if=hi    /î  — d=ife,    eu    à^b-^h,    e=d+k 

'  •    •'        «i    '      -B    ■        '  -       h 

La'vaîeurabsoluedelafractiou-^  sera  alors  exprimée  pai  t'^Ot,  si 

ron  admet  qi»e  Us  (^ntités  h  ,  k ,  soient  indépendantes  Vume 
de  t  autre,  op,  ce  qui  ire^ient  au  même /que  les  quantités  a,  c, 

soient  indèpei4aBte$  Tune  de  Tautre,  la  frçLCtion  ^  =  x  re- 
présentera toujours  une  vale»r  indéterminée^  à. quelque  état  de 
grandeur  que  Jon  suppose  parf^enues  les  quantités  A  ^  ii; ,  qui  dimî^ 
nuent  en  approchant  de  leur  commune  limite  zéro ,  dont  elles  peu- 
vent difEferer  aussi  peu  qu'on  le  roMra.C*). 

O.'En  effet,  en  désignant  par  a,  ^,  des  noqibres  donnés  aussi  petit»  qa'on  le 
▼oudra,  et  par  n  an  nombre  donné  toat  à  fait  arbitrairement,  on  pe^t  assigner  pour 
h  une  f  Aleurmoindce  que  « ,  ei^poùr  ït  u'tie  Taleur  moindre  que  /S.,  de  âianière  que 

lexpoûi^nt  -  soitégaUù  tioJEabreaÇIki^i'réii.  il  sufitpour  oeli^  d'attcUiut^  d'abord 
à  k  une  yàlVi*.  moindre  if uè  Hi  i^us  petite  des  deux  ^quantités  connues  y3  et  -,  et 
d'attribuer  ensfrite  À  h  uQe  valéui*  égale  à  kxn., 
On  aura  ainsi  *<y3,  *<•-,  d'où  »»<a;  eu  /k<a , 

et  A=.JIcxn,  d'où  jr=». 
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Par  conséquent,  le  $yfnboléj^^  exprimant  une  limite  y^  laquelle 

tend  un  qiMi«il  j^oolia  irtaoi  «si  «mI  à  fiât  indètewiurtèc;  quelque 

pen  différente  de  séro  que  soient  les  termes  h,k,  âùH  Sire  tontidéré 
M-inéme  comme  reptéientant  uMpalewr  indéterminée  ^  ou  eomi/ne 

im  SYMBOLB  D*INDÉTBRMINÀTIOII.  ^ 

R 

U  soit  de  là  que  la-raeine \â^«  -^  d^  V équation  Ax^'A.se pré- 

$ewU$oui  la  forme  d^^  .quantité  inDÈrwBMnxkB  g,  lonqu'on  a 

A»0  et  B^  0,  c'eit-^-dire  dans  le  eoêoûUya  réellement  in- 
détermination dane  l'équation.         '  , 

B 

Goncloons  qne  la  rociiuu  aisèbmiqïie  x  ^^-j^TQÈHksiàM^éesU 

à-dire  qo*elle  conduit  dans  tons  les  cas,  pour  la  résolution  de  l'équa- 
tion littérale  Ax  ^  B ,  à  des  résultate  qui  s'accordent  avec  les  con- 
séqneoces^aq^quelks  on  parviendrait  si  l'on  fusait  sur  A  et  B,  dans 

B 

réquatioH ,  les  mêmes  hypothèses  que  dans  le  quotient  •^. 

99.  On  a  vu  (n«  jH)  que  les  étquations  P^Q,  PxN«=QxNne 
sont  pas  équivalentes  lorsque  N  se  réduit  à  léro ,  de  sorte  que  la  se- 
conde est  indéterminée ,  t«idis  que  la  première  peut  être  une  équa> 
tion  déterminée. 

Si  donc  on  multipliait  lesdbux  membres  d'une  équation  du  premier 
degré  proposée ,  P  =^  Q ,  par  un  facteur  N  qui  devint  ensuite  nul, 
lers€[U*on  ferait  une  hypothèse  particulière,  telle  que  a  =  bi  on  dé- 
duinit  de  Féquation  P  X  N  ^  Q  X  N  une  équation  indéterminée 

Ax  ==  B ,  dont  la  racine  x^-jse  présenterait  sous  la  forme  ^ .  Évi- 
demment, on  ne  devrent  pm  ewf  conclure  que  r  équation  propoëée 
p  »  Q  fat  eUe-mémfi  indéterminée. 
Soit ,  par  exemple ,  Téquation 

a^x  +  abx  +  ï^x^a^  +  d^b+ab^+b"^  (1) 

qui  se  réduit  à^  3a*4?  =  4a»,  ou  aa?  =  4a,  lorsque  a=b. 

Cette  équation ,  résolue  dans  fhypothèse  a  ~  6 ,  a  une  racine  uni- 

4^ 
que  a?  =  ^  a. 
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Mais  si,  anni  de  fure  rhjrpoliiètt  a=»  fr,  oo  trail  moltiplîé Té- 
quatioft  (i)  par  à— ^,  on  aurait  itii 

o«  plus  simplement  (no  $H)»    x(c^— l^<--a^-^5^  (2) 

LiNiqu'on  suppose  a «^ 6  dans  oaftiè  veleiir.de  4Sy.eUe  pruHi  la 
forme  g;  et  en  effet,  Tèquation  (2),  d*où  elle  a  été  dédoite  algébri- 
quement ,  est  indéterminée.  H  n'utpas  pmmi$  de  etmdmrede  cette 
indéterminaiioh dems  Vespreseion algébrique den^que  PéqwUion 
primitive  (1)  deînenne  indéterminée  par  Thypùthèèe  a  ^b. 

1(NI.  Nous  afons  étaMi  que  le  symbole  g  est  le  caractère  d'une 

valeur  indéterminée  f  lorsqu'il  provient  d'une  firactipn  a^ébriqae  -r- 

tette  que  lliypotlièse  puticùlière  qui  produit  un  changement  dans  Tmi 
des  deux  termes,  B  ou  A,  tt*en  produit  aucun  dans  Tautre. 

n  en  serait  autrement  si  la  même  hypothèse ,  faite  dans  les  deox 
termes  B ,  A ,  les  changeait  tous  les,  deux  à  la  fob. 

iA^requ'uneh^otkésepartUMiirè  annule  lés  deux  termes'B,  A, 

m  ne  p^t  p\m  admettre  que  le  symbole  g  soit  le  caractère  4s  Vin- 
déter$ninëtïon. 

Par  exemple ,  la  fraction  ^ ^  deviendrait  ^  par  la  seule  hypo- 
thèse a»6,  ona  — 6s»0.  Or,  cette  hypothèse^  comme  e» va  le 

Qk 54 

voir,  fait  pr^re  au  quotient -^-^  une  v^ilèu^  iéterminée,  d'où  il 

suit  que«  dans  ce  cas ,  la  formé  ^  ne  peutpas'étre  regardée  comme  on 

signe  d'indétermination. 

En  eflfet ,  on  a  généralement  ei*— 6*«  (a»+««>+a6«+6»)  x  (a-h) , 
et  a^-^»i.t  (a**jHaè+é>)  X  («—*). 

Soit  «>&,  a-*5^ii.  Remplaçant  a  par  sa  valeur  b+h^  on 
trouve  ^ 

a^J^c?b+ab^+b*^W+{W+kbh  +  h*)Xh, 
a«+aé4-ft«  =  35«  +  (36  +  ^)  X  h. 

Donc ,  tant  que  a  —  è  ou  ^  n'est  pas  nul ,  on  a 
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a»—  6»  ""       36*4.(3&+^)A       • 

Or,  àiiMs«ie(|iit^éÉiilB«ekeAt6«kBt  vers  sa  Itaûte  x^ro ,  le  oa- 
mératesr  de  la  seoende  fraction  jiminoe  et  tend  vers  la  Ta|ear4d';  le 
déDominateur  diminue  et  tend  vers  la  valeur  3d'.  On  peut  concevoir  h 
mm  petit  po«r  qoeles^deiix  teriiies>d«  eètte  fraetion  ne  diffèrent  rëH 
pectivement  de  W  et  de  36'  qu'aussi  peu  qu'on  le  voudra.  Enfin ,  la 
ffidîeB  a<  pour  Ikiiite,  torsyie  h  dèvieMi  nol,  la  quantité  44ler- 

Ainsi  les  deux  tenbesa*-->^«i[U*+(6»*4-4M  +  ^*)  x  h]k 
et  tt»— 6»— [36«+(3J+^)XW    ' 

ayant  r^pectif ement  ppur  limite  zéro ,  à  cause  du  facteur  h  QVr  a— 5 
qui  leur  est  commun ,  il  arrivé  que  leur  quotient  tend  vers  une  li- 
mite déterminée ,  qtioiqu'il  se  soit  présenté  sous  la  formé  g. 

'Considérons  encore  la  fraetion f ,  qui  se  réduite  jrlorsqn'on 

sapposeâ?»!.  On  sait  que.    ,     '■ 

Si  dcmc  on  suppose  x^i^  la  vraie  valeur  du  quotient  est  l-f>l-4ri+^* 
oa  4.  Par  conséquent  on  ne  peut  pas  admettre  ici  que  la  formie  g  soit 

HO  signe  d'ÎDdét^raMnation. 

Con  stepliqve  m  rea»plh^â>i)erd  xpixi  -{-h  dan»  le  Jeteur 
a?*-j-a?*  +  a?  + 1  du  produit  a?*^  1. 

Onaa:»  +  ar«-|-^  +  l=^4  +  (6H-4*+**)*,d*QÙ 

ar— 1  IXtx  — 1)  ^\     r      ^ 

On  voit  clairement  que ,  tant  que  h  n'e$t4ias  nul ,  la  fraction  pro- 
posée est  égale  à  un  polynôme  dont  la  valeur  dimûiue  en  même  temps 
<IoeA,  et  qui  tend  vers  une  limite  déterminée,  savoir^  le  nombre  4 , 
à  mesure  que  h  tend  t^rs  zéro. 

Raisonnant  de  même  sur  la  fraction ^^^^^  —  »  q«ï  de- 
vient ^r  lorsqu'on  suppose  a=b ,  et  observant  que 
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a»-.a«»  —  a5«  +  6»  =  (a  — ft)  (a«  —  é«), 
on  aura  ,•  tant  que  la  quantité  a  -^  i  ne  sera  pas  nulle , 

Donc  la  fraction  proposée  diminue  indéfiniment ,  en  même  temps  que 
a  —  6 ,  et  die  a  pour  limite  jK^o.. 

Ainsi ,  la  yrate  valeur  de  la  fraction  est  ^u^,  K>rsqu*on  a  a»  fr. 
Elle  n'est  pas  indéterminée. 

Enfin ,  pour  la  fractiop  ^>_^^_^^^  vqw  devient  g  lutt- 
ai ^~*h^  1 
qu'on  êuppùêe  a  =  6 ,  on  a  semblablement-i — -rr — iTTT¥=  — r» 

tant  que  a  n*est  pas  égal  à  b.  Cette  fraction  augimente  indéfiniment , 
à  mesure  que  a  — ï  ^inue.  Elle  a  pour  limite  déterminée  g,  mi 

Vinfini, 
101.  En  généra) ,  lorsqu'une  fraetiofi ,  4ont  les  deux  termet  A,  B» 

renferment  une  lettre  x,  prend  la  forme  t  en  vertud*une  seule  hy- 
pothèse^ X  «  a ,  to  vraie  valeur  de  lu  fraction  est  déterminée ,  et 
égale  à  une  quantité  finie ,  ou  à  zéro ,  x>u  à  Finfini. 

Pour  établir  cette  proppsion  à  Tégard  d'une  fraction  dont  les  termes 
B ,  A^  sont  des-  quantités  entières  par'rëppori  à  a?,  nous  nous  ap- 
puerons  sur  le  théorème  suiraht. 

lOâ.  Si  dans  un  polynôme  X,  entier  par  rapport  à  la  lettre  x, 
on  remplace  x  par  la  valeur  a,  le  résultat  de  cette  iubstitmtitm  sera 
identiq%êement  égal  au  reste  R  inéépenda/fnA  de  x  auquel  on  parvien- 
drait en  effectuant  la  division  du  polynôme  X  par  le  binôme  x->a  ; 
de  sorte  qu'on  pourra  iléterminer  le  reste  R  sans  eiSectuer  la  division. 

En  efifet,  e(i  Ton  désigne  par  X'  le  quotient  entier  par  rapport  à  œ, 
auquel  correspond  Je  reste  R  indépendant  dtœ,  lai  division  supposée 
donne  X  =  X'(aî  — <i)4-R.  (1) 

Or,  si ,  dans  celte  égalité ,  Ton  remplace  â?  par  a ,  le  reste  R,  indé- 
pendant de  X ,  n'éprouvera  aucune  modification  :  le  polynôme  X  se 
changera  en  une  quantité  algébrique  N,  et  lepolyi^me  X'  en  une 
quantité  Q ,  telle  que  le  dénominateur  d'aucun  terme  ne  deviendra 
nul,  puisque  x  n'entre  dans  aucun  dénominateur.  Ainsi,  la  quan- 
tité X'  ne  deviendra  pas  infinie  par  l'hypothèse  x^a;  elle  prendra 
une  valeur  Q,  finie  ou  nulle.  Le  produit  X'  (x-^a),  qui  deviendra 
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Q(eH^),  sera  donc  nul;  p^t  conséquent  Tégalité  (1)  dobnera 

N  =  R;  (2) 

Ce  qu'il  feUait  proHYer. . 

Par  exemple  »  si  dans  le  polynôme  x^  —  a*",  on  remplace  x  par  a, 
en  obtient  le  résultat  N  ^  â^  '^-a*^  <«»  0,  On  en  ^ïdnclut  R«  N  «^  0; 
c'est-à-dire  que  ^"*— a*^  est  divUiSle  par  a;  —  a. 

Si.  dans  le  pdynôroe  x"*+^*^>  <>b  remplace  a;  par  a,  on  obtient 
le  résultat  K  =  d*»+«^*^  2a"»,  d'où  Ton  conchil  que  R  «=  N  =  2a~  ; 
c'est-à-dire  que  x^^'^a^  n'est  pas  divisible  par  o?—  a,  et  que  le  reste 
de  la  division  serait  Ùa^. 

B  0 

103.  Maintenant,  soit  une  fraction .--r-  qui  prend  la  lorme  ^  ea 

vertu  de  la  seule  hypothèse  a?  =^  a.  ' 

De  ce  que  B  devient  nul  quand  on  suppose  x=a,on  quand  on^ 
remplaoeoT  paràdanStB^ilréadtèqme  le  reste  auquel  on  parviens 
drait  en  divisant  B  par  a;  —  a  serait  nul ,  c'est-à-dire  que  B  est  di- 
visible par  X  —  a. 

Soit  B'  le  quotienjt  entier  par  rapport  à  a;.^aa  B'=»B^(ar  — a). 

Si,  en  remplaçant  dé  même  x  par  a  dans  B',  le  résultat  esténcore- 
Dol,  on  ea  conclura. (tue  B'  est  encore  divisible  par  a;  —  a.  Soit  B"  le 
quotient  entier  par  rapport  à  a?.  On  aura  B' «=  W,(x  —a),  et 
B==r(a:-af.     .   .  . 

Où  remplacera  x  par  a  dans  B'\  pour  s'assurer  si  B"  est  divisible 
par  X  —  a,  et  l'on  continuera  ainsi  pfsqu^à  ce  qu'en  parpietme  à 
un  quotient  P,  nmnérique  ou  algébrique ,  qui  ne  s'annule  pas  lors- 
qu'on suppôt  X  =^  a. 

Alors  le  terme  B  sera  ramené  à  k  forme  B  »  P  (a?  —  a)"». 

On  traitera  de  même  le  dénominateur  A ,  qui  s'annvde  lorsque 
œ  =  a;  de  sorte  qu'on  au|ra  A  »  A' {x -^ ç).  On  vérifiera  si  A'  s'an- 
nule par  la  mém»  hypothè^  ^et  l'on  continuera  ces  vérifications JtM- 
qu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  quoUent-F,  numérique  ou  algébrique» 
qui  ne  s'annule  pas  lorsqu'on  suppose  x  =^  a. 

Alors  le  terme  A  sera  ramené  à  la  forme  A  =  P-  {x  —  a)". 

B  Vix  ^f  a)^      P 

Ainsi ,  la  fraction  —  seraégaleà  y ,    ^  '     ou  gr  (a?— a)*""**i  tant 

qu'on  ne  supposera  pa»  x=  a. 

B 

Cela  posé,  1°  si  les  exposants  m,  n,  sont  égaux,  là  fraction  -j- 

.  A, 
P 

estégaleà^.  Soient  M  et  M' les  valeurs  particulières  que  prennent 
les  quantités  P,  P',  lorsqu'on  suppose  x  =  a.  Aucune  des  deux  va- 
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leurs  M,  M'  n'est  ,nalle.  ta  Talear  de  la  firadion  pr,  ^u  de  son 

B  'M 

égale  -r-*  tend  Ters  la  limite  déterminée  et  finie  ||;,  è  mesure  que  la 

B      M 

diSéreoce.a:  — atend  vers  iéro,  et  Ton  a  tnin^«rn;  loiiqve 

90.  Si  Fana  m>n,m-ii>0» la  firacUon  ^ esl  égale  k  ^^'y^'^. 

Soit  M' la  valeur  particulière  que  prend  la  quantité  F  lorsqu'on  sup- 
pose-âc^  «s  a.  Le  résultat  M-  n'est  pas  nul.  Hais  au  contraire ,  le  nu- 
mérateur F(a?v-  ay»-*- «devient  nécessairement  nul  lorsque  a?  =  a. 

B  0 

La  valeur  de  la  fraction  -r-  tend  vers  la  limite  déterminée  ts  ou  péroy 

B 
à  mesure  que  â?  —  a  approche  de  zéro.  On  â  enfin  -^  ss=o,  lorsque 

B 

3*  Si  Ton  a  m<ii,  m«^fi<0;  la.  fraction  -j  est  égale  à 

P 

^  Ix -—n)'*'-^  ^*"  '^^*  Soit  M  la  valeur  paitieuliére  que  prend  la 

quantité  P  lotsque  a;  ~  a.  Le  résultat  M  n'est  pas'nul.  Au  contraire, 
le  dénominateur  F(a;  —  a)*"^  devient  nécessairemeni  nul  lorsque 

B      •  M 

jc  »  a.  La  valeur  de  la  fraction  -r-  tend  vers  la  liante  déterminée*  .Ç 

A      •  '  •  •© 

I  '  B 

ou  ODv  à  mesure  que  x  —  a  approche  de  zéro,'On  a  éttffh  -^«^00, 

lorsque  x  =  a. 

SimoLUs    Ox»,    ~;    ±:od,    ^. 

104.  Soit  la  fraction  algébrkpie^-^^  les  quantités  A,  B,  C, 

étant  ent^Vres. 

Si  par  là  manière  particulière  dont  ondisposi^des  valeùrldesieKres 

qui  entrent  dans  Tes  quantités  algébriques  A ,  B ,  G ,  il  arrive  que  A 

et  G  se  réduisent  à  zéro,   sans  que  ^  devienne  nul,  le  produit 

*  0 

B  X  G  sera  nul ,  et  la  fraction  prendra  la  forme  ^. 


0' 
BXC    ^_B 


IVnn autre  côté,  les  quantités  algébriques  — Ç-- ,  G  X  «r-*  ^^^ 
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égikB.  Or>  B  A*ébtQl  pu  nul  en  mteé  t^p»qiie  A  et  G  se  rèdoisent 

.  B  '  B  -'    B 

à  zéro ,  le  facteur  -jr  devient  ^,  ou  ôd  ,  et  la  fraction  Ç  X  -jj-,  égale 

BC  '  '  ^  •       « 

à  -y,  prend  la  forme  Ox  od.  . 

On  e*^  |km<;  oonêutt  à  cûnHdérer  te-Mymbole  0  X  oo  cûmme  équi- 
valent â  g. 

Soit  encore  la  fraction  algébrique  -j-— p,daos  laquelle  A,  B,C,I>i 

représentent  c|et^  quantités  Mili^et. 

SapposoiTs  ^u'on  attribue  au?^  Ij^^tres  qui  entrent  dans  ce^  quanti)é$^ 
des  valeurs  particulières  teiles  que  A  et  D  se  réduisent  à  zéro ,  sans^ 
que  Blii  G  dèvienfieiM  ntâs.  Les  produits  B  X  D ,  A  X  G  deviendront 

nuls ,  et  la  fraction  prendra  la  forme  g. 

B  X 1^     B      C 

D'un  autre  côté ,  les  quantités  algébriques  ^  ^^  ^  A  *  ^^  ^^^ 

égales.  Oi^,  A  et  B  devenant^  nais  Ji^ns  que  B ,  G  ,  )e  soient ,  îe  divi- 

n  u  '  c  G' 

dende-^  Revient  7  qu  9p;  le  diviseur  -g^  devient  ^  ou  00.  Le  quo- 

tient  ^  :  -K- ,  égal  â  la  fraction  .       u ,  prend  la  forme  œ  :  oo  ^ 
A    '  D  .  A  X  ^ 

on-r-.  -  .  V  , 

00  ,      ' 

On  est  d9nc  conduit  à  considérer  h  symbole --^  comme  équiva- 

léntà^,  !.  ^ 

105.  Infini  positif.  Lorsque  la  valeur  d'une  fraction  algébrique 
augmente  jusqu'à  Yinfini  en  demeuraiit  constamment  positwe ,  on 
dit  que  sa  valeur  infinie  est  Yinfini  positif,  ou  +  oo. 

Soit  la  fraction -7;7-^ — ^-  Quel  que  isoit  le  signe  que  prenne  la 

quantité  tOr-At  d'après  la  valeur  qu^on  voudra  attribuer  à  1» 
lettre  o,  le  produit.  (10  —  a)  x  (10  —  a)  sera  toiyour? positif.  Cette 
fraction  sera  donc  toujours  positive. 

Supposons  d'abord  que  la  lettre  a  soit  remplacée  par  une  expression 
négative,— ô,  dont  la  valeur  relative  sera  aussi  petite  qu'on  le  vou- 
dra ,  et  d'autant  plus  petite  que  la  valeur  numérique  absolue  à  sera 
^us  grande.  Qu'ensuite  la  valeur  numérique  fc  devienne  de  plus  e» 
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plus  petite  el  dëproissejiMqa^à  z^ii» Ji4Nis4troQiiq«e4'expmfalo»M9»* 
tive  a  est  deVeaiie  4«  plûêen  plmgrài^t  depuis  «f^^^l^jnafo'à 
0=0.  La  quantité  positive  10  *-  a  ^  10  +  à  «e»i<  dérUBa»  de  plut  eo 
plus  petite  depuis  iO+b  jusqu'à  10  +0,  ou  10.  Le  earré  (10  —  a)* 
aura  constamment  diminué ,  depuis  (10-f-  À)' jusqu'à  10'  ou  100;  la 

fraction  .  j  a  __    yÀ  ^^r^  donc  coDstammenlt  augmenté  en  demeurant 

positive 

Si  maintenant  Ton  attribue  à  a  des  Tajleurs  pqsitiy^^  croi^sumles^ 
depuis  a«0  jusqu'à  o^^lO,  la  quantité  10 —a  continuera*  à  décî^oître 
jusqu'à  zéro;  le  carré  (10— a)*  dievoHra;  êfSçmiriM^j/aa^l'iérù , 

et  la  fraetion  poHtwe  /'iik_  \i  ^^ra  augmenté»  depjiât  r^  jusqu'à 
fl'o— iO^«  ou  Q  =  «  •  La  valeur  infime  g  aéra  regardée  eomme  posi- 
tive ;  on  écrira  g  —  +oo . 

Il  en  est  de  même ,  si  Foil  attribue  d'abord  à  la  lettre  a  une  valeur 
positive  10^ ,  plus  grande  que  10,  et  ausu  grande  qii'on  le  Toudra, 
en  supposant  ensuite  que  a  diminue  jusqu'à  la  videur  iO,  6o  qi>e  e 
diminue  jusqu'à  zéro.  Alors  l'expression  10— a= — c  est  négative 
et  devient  iVamant  pl%^  grande  relativement,  que  c  devient  plus 
petit.  Le  diviseur  (10— a)' =  (— c)'=  +  ^'  diminue  jusqu'à  zéro, 

en  même  temps  que  c.  La  fraction  positive  .^ ,  ou  -j^ ,  aug- 
mente jusqu'à  l'infini,  et  devient  -f- ^  *  lorsqu'on  a  c =0  ou  ci==10. 
Infuii  NièATiP.  Lorsque  la  valeur  absolue  d'une  fraction  algébri- 
^e  augmente  jusqu'à  Yinfini^  mais  que  cette  fraction  est  con- 
stamment négative,  on  dit  que  la  valeur  infinie  est  Vinfini  négatif, 

ou — 00, 

Soit  la  fraction"    r]^    ^,  qui  deHieurera  négative  pour  toutes  les 

valeurs  positives  ou  négatives  de -la  lettre  a.  Si  Ton  attribue  succes- 
sivement à  a  une  suite  de  valeurs  jusqu'à  a  p=>10  «  qui  fassent  croître 
la  valeur  aèselue  de  la  fraction  jusqu'à  Yinfini  ;  on  aura  pour  f  hypo- 
thèse a=lÔ,*  » 
-^1               ^1          -1 


(10— a)«      (10-10)»        0 


■=^  —.00  . 


Infini  positif  ou  négatif.  Enfin  il  y  a  des  fractions  algébriques 
dont  la  valéfu*  infinie  peut  être  considérée  indifièremment  comme  le 
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denier  éeme  ^ûm  mite  âe  iitlèui^  potHktt ,  oi  comme  le  derûier 

tmiàs  cTiine  svàieûeyalemwaé^ipes.  Alors  on  affecte  U  carac- 

tère.OD.  du  ëoiib)esl§iiedb<oii^  ènqne%ph$à  au  mains). 

''  1  ^ 

Soit  par  exçmple ,  la  fraction  ^^      , 

Si  l'on  remplace  <^  parcmç  ç^rf^ssjoaAégalMrfl^  —  ^r  dam  la^MOle 

le  nombre  b  soit  aussi  grand  qu'on  le  voudra ,  la  Valeur  v^  ■     oa 

I^TQ  sera  pô^tïtt^é.  Si  Vbn  conijjpit  ensuite  que  la  valeur  a  au^HB^eiKe 
depi^  ^  lt.jusipiià.4»  1«>  la  talenk*  10^  «^  décroîtrai  depuis  10  +  h 
^i8qa*à  zéro ,  et  la  fradîon  tkt^  ,  constamment  pd^ïtôe,  augmen- 
ter?! depuis  +  Jfppi  i^*«iu'à  +  r  ou  +  «>  : 

Mais  si,  au  contraire»  on  remplace  a  par  une  i^aleurpositive  lO-f-Ct 

plus  grande  que  10,  et  aussi  grande  qu*on  le  voudra,  la  valeur 

1  1 

jjr—  OU  — -  sera  négative.  Si  Ton  conçoit  ensuite  que  la  valeur 

a  (fimîmie ,  4lepuitf  10+ c  JiUM|U*à  10 ,  la  fraction  -^  (  -  ]  >  constam- 
ment négative,  augmentera  en  valeur  numérique,  absolue,  depuis 

-  (I)  jusqu'à -(i)  ou -«, 

L'expression  g,  qui  provient  de  la  fraction  .^^    ,  lors^e  a»10, 

peut  donc  être  considérée  sous  deux  points  de  vue  diflC^ents,  salon 
qifelle  représente  le  dermer  état  d'une  (piantitè  ponlîve  qui  deviei^ 
plus  grande  que  toute  quantité  assignable,  ou  au  coolnire  «fusette 
représente  le  dernier  état  d'une  expression  négative  dont  U  valeur 
numérique  absolue  devient  plus  grande  que.  toi|te  quantité  assignable; 
En  cénséquen^ ,  à  raison  de  la  double  acceptioa  dont  est  alors  sus- 
ceptible la  forme  g,  dn  TafTeetera  du  signe  aihbfgû  ±qo  . 

106.  Soit  la  fraction  algti^que  ^^»  les  qnaUtito  A,  B^  C  étant 
entières. 

Si,  parla  manière  panticullére  dont  on  dispose  des  valeurs  des 
lettres  qui  entrent  dans  ces  quantités ,  il  arrive  que  C  se  réduise  à 
zéra  /sans  que  A  ni  B  soient  nuls ,  le  produit  BxC  siera.  nul ,  et  la 

fraction  deviendra  -jr  =^0-  Vun  autre  côté ,  -les  quantités  algébri- 
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qnes  — j— ,  ^  *  le  '  *^^  ^1^-  Or  C  se  réikdsant  k  «éro  sans  que 

'  A  A  fi 

A  soit  nul ,  le  dMêeiff  -^  deviettt  ^  3»d6D ,  et  là  fractbn  '-;^  ^rend 

.  w 

B  R 

te  fisraw  — .  On  eitdoM  eotuhn'f  d  camidérer  leiffmbole  —  combif 

^igrutM^fil  d  liao. 

Et  en  effet ,  si  l'on  conçoit  que  le  Bamérateiir  B  d*oiie  frtctioo 
algèbriiiiie  demeurant  constant,  son  dénovûnatenr  augmente indiW- 
niment,  la  ulenr  d^la  fraction  dinûime  indéfinbnent,  ej^elle  detiçif 
plus  petite  qae  tonte,  quantité  donnée ,  lorsqu'on  attribue  an  déoo- 
minatenr  une  yklenr  suffisamment  grande.  Ainsi  la  fraction  tend  yen 
zéro  à  mesure  que  le  dénomiiiatenr  tend  vers  rers  Yinfinù 

Il  snit  de  là  qu*iine  fraction  algébriqiie  pml  $e  réduire  à  ziio 
de  dêmx  mamèrjÊê  différetUe$ ,  soit  lorsque  son  numérateur  devient 
zérà  sans  que  te  dénominateur  s'annule;  soit  tersqun;  son  iiinnèra« 
teqr  ayant  une  vjileur  finie ,  son  dénominateur  deyient  infifff- 

Équations  o^  l'inconnue  entre  en  dénominaieur. 

107.  Il  y  a  des  équations  où  l'inconnue  entre  dans  le  'dénominateur 
de  certains  termes ,  et  dont  on  peut  néanmo»  obtenir  la  résolution 
par  la  méthode  du  premier  degré. 

Telte  Mt  l'équation  — 2 —  4,  „-^, —  =*.  0. .. . .  (1) ,  ^pii  f enferme 

deox  tenues  fractionnaires  dont  les numérateivs  a ,  h  sont  donjiés, 
ti  dont  tes  dénomteateurs  <sont  des  binômes  du  premier  degré ,  par 
rapport  à  rinoymue  or. 

Multiplions  les  deux  membres.de  l'équation  (1)  par  le  produit  des 
dénomijoateurs,  et  formons  i'éq«atten 

(ma;-.n)'x  (jW—ç)X  f— i!— +— i— Y«0.     (2) 

Si  nous  détermii^ons  une  Taleiir  de  Tinconnoo  qui  n^nnule  ni  le 
facteur  ma;— n,'ni  le  facteur  po;  — g,  et  qui  cependant  satlsfa^  à 

L'éqoation  (â),  elle  anonléra  donc  le  fscteuc  — ^-^  +  -  •■■     *  ^^ 
^        .      ^      .  mœ^n  ^  poc^g 

elle  sera  par  conséquent  racine  de  réquatîbn  (1). 

Or,  quand  on  efféclue  la  multiplication,  l'équation  (2)  devient 
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Bil0  601  du  premier  degré.  Sa  racine  est  x^  ^^Xm 
Cette  TaleuF  4e^;C'»  vtm  <k^  ré<|ttatî(iii.(l) ,  donae 

mx-^'^  mq'—np\px—'q         \mq—np)* 

V»  où  Ton  v^t  qne  Téqulipo  (1)  est  satîffaite. 

Soit  encore  réquilioD  ^^^-1  ^|^  -  a  =  0.        (A) 

ilidtii^ions  les  deux  membret  de  j'éqnatiob  (A)  par  le  produit  des 
dénominateurs,  en  supposant  poofàr  oiie  taleur  qui  n'aimiile  àncone 
des  deux  qitentités  x+n^  x^-p.  Il  en^-ésutte  1,'équatîon 

axXx+pi  +  6(jî  +fi>- a  (x  +n)  (oi+p) — 0 ,       (B) 

qui  devient;  en  effectuant  les  calculs , 

Qa^'\^upxr^hc-\-hn—  axl^-^anx  —  apx^'atêf=0, 

et  se  réduit  à  t  .  ^ 

(ô— an)a:— n(ap— 6)  te  0; 

Elle  est  d|i  premier  degré.  Sa  racine  est  x  =»■  -1    -      . 
Cetie  valenr  4le  x ,  mise  dans  '  Téquation  (A) ,  donné 

d'eè 

aûc       ap—t       h         b^an      \      ax    ,      b 

aî-^-fl       P  — «    ^+P         P — H  ^-H*.       ^+P   ; 

par  où  l'on  voit  que  Téquation  (A)  est  satisfaite. 

ÉquaHons  du  premier  dé^ré  à  plusieurs  inconnues, 

108.  Une  équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues  peut  tou- 
jours ,  par  la  seule  transposition  des  termes ,  éïre  réduite  à  trois 
termes  au  plus.  Car,  dans  l'équation  proposée ,  aucun  des  termes  qui 
renfereieBt  rioeonnue  x  ne  peut  admettre  en  même  temps  comme 
lacteor  l'inconnue  y ,  et  réciproquement-;  d'où  il  résulte  que  si  l'on 
lait  passei[  tous  les  termes  inconnus  dans  un  même  men^re ,  et  tous 
les  termes  connus  dans  l'autre,  on  pourra  réduire  en  un  seul  terme  Aor 
la  totalité  des  termes  en  a;,  le  coefficient  A  désignant  une  quantité 
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positive  o«  négative  qui  ne  renferaie  ^fiie  4les  qoaiililès  coooiief.  Be 
même  les  teraMS  eir  y  se  rédairoot  en  un  seul  terme  By  ;  enfin,  les 
tenues  indépendants  des  incMUHies  se  rèdoîront  en  m  seol  terme  C» 
les  quantités  B,  C,  étant  connues.  Alors.  Téquation  estrunenëe 
à  la  forme  Ax4- By  ^  G. 

Farexemple^  Téquation  3y  — iar-(- 7=^90-)- to  —  4y  estêqai- 
▼alente  a  réquation  3y + ^  —  ââ;  ~  6dr -»  9D  —  7,  qn  se  rédoit  à 

7y  — ar— 13. 

-SemblaMement,  iiii«  éqmathn^fremierdegréétraiêineofmm 
peut  toujours  êtn  réduite  â  quaite  termes  auphu;  elle  peut  être 
ramenée  à  la  ferme  ux-irbff^cz  =^dy  les  quantités  a^h^Ct  d ,  ne 
renfermant  pas  d*inconnue. 

En  général,  si  Ton  féonit  dans  le  premier  membre  tous  les  termes 
afléctèi  des  inconnues ,  et  dai^  le  second  membre  lés  termes  tous 
connus ,  on  réduira  le  second  membre  à  un  seul  ferme  tout  connu; 
le  prenûer  membre  se  réduira  à  autant  de  termes  dissemblables  qu'il 
y  a  d'inconnues,  chacun  de  ces  termes  étant  formé  dp  produit  d'une 
inconnue  par  un  coefficient  connu. 

On  pourra  dSiilleurs  »  en4;bassant  les  dénominateurs  (n^  SB),  faire 
en  sorte  que  les  quantités  connues  ^a^b^c^d,...  soient  entières, 

109.  Une  équ(Uion  à  plusieurs  inconnues  est  toujours  indéter- 
minée. Car  si  Von  dispose  comme  on  voudra  dé  la  valeur  de  toutes 
les  inconnues,  excepté^  une.seiîle»  il  en  résulte  une  équation  à  une 
inconnue  x ,  de  laquelle  on  déduira  tine  valeur  de  œ  correspondante 
au  système  des  valeurs  attribuées  aux  autres  inconnues.  On  aura 
ainsi  autant  de  systèmes  de  valeurs  des  inconnues  qu'on  le  voudra» 
formant  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Dans  l'équation  Ax  +  By=C,  admettons  iqu(ç  les  coeflBcients 
A,  B,  ne  soient  pas  nuls,  de  sorte  que  les  termes  en  a;  et  en  ysubsis- 
tent.  Alors  les  équations 

Aar+By=rC,    Ar  =  C— By,    a?  =  5:^, 

By'=C--Ajp,    y~   "L-     , 

sont  équivalentes. 

Lorsqu'on  substitue  l'équation  x==  — T^^  l'équation  proposée, 

Fou  dit  qu'on  exprime  x  en  fonction  d^  j. 

Il  devient  évident  par  là  que  si  l'on  remplace  y  par  une  valeur  nu- 
mérique quelconque  ,  positive  ou  négative ,  on  en  déduira  une  valeur 
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correipcndante  ûex,  qui  formera  avec  la  valeur  attribuée  à. y,  une 
solution  dé  Téquation  proposée^ 

110.  Lorsqu'on  a  plusieurs  équations  à  plusieurs  inconnues»  cha- 
cune de  ces  équations  en  particulier  admet  une  infinité  de  solutions. 
Mais  un  sytèiné  de  Valburs  de  â;  et  de  y  ,  qm  satisfait  à  Tune ,  peut  ne 
pas  satisfaire  aux  autres  équations. 

Soient;  par  exemple /tes  équations  "         "^ 

2a?  +  5=l3  — y  (t) 

3a?--5  =  2y— r       .  (2) 

Si  l^oin  éuppose ,  dans  la  première, ^a:=  2,  y  =  2,  elle  est  satisfaite. 
Mais  Ibrsc^u'on  fait  les  mêmes  suppositions  dans  la  seconde ,  les  deux 
membres ,  qui  deviennent -|-  4  et  —  â^,  m  sont  pas  égaux  -,  de  sorte 
que  la  solution  o?  =  3 ,  y  =  2,  qui  convient  à  la  première ,  n'e^t  pas 
nne  solution  commune  auœ  deux  équations. 

Cependant,  il  pént  exister  une  valeur  particulière  de  x  et  unç  va- 
leur correspondante  de  y  qui  satisfassent  aux  de^x  équations  à  la  fois 
ou  qui  fôfment  une  solution  commune. 

Si ,  par  exemple ,  dans  les  équations  (1)  et  (2) ,  on  suppose  x  =  2^ 
y  =  4,  les  deux  membres  de  la  première  deviennent  égaux  à  9;  les 
deux  membres  de  la  seconde  deviennent  égaux  à  1.  Ainsi,  chacune 
des  deux  équations  est  changée  en  une  identité,  paV  l'hypothèse 
x=2,  y  =  4. 

On  dit  alors  que  le  système  des  valeurs  x  ==  2 ,  y  =>  4 ,  résout  le 
système  des  équations  (1)  et  (2) ,  ou  forme  une  solution  des  deux 
équations  proposées. 

Résoudre  le  système  de  plusieurs  équations  à  plusieurs  incon- 
nues ,  c'est  déterminer  pour  chacune  des  inconnues  une  valeur  telle 
que  toutes  les  équations  proposées  se  changent  en  des  égalités  lors- 
qu'on y  aura  remplacé  par  une  même  valeur  chaque  inconnue  dési^ 
gnée  par  une  même  lettre. 

On  dit  qu'on  système  d'équations  à  plusieurs  inconnues  est 
tQoiTAtBNT  à^fên  autre  systèwu ,  torsqu»  toute  solution  4u  premier 
système  est  une  solution  du  second ,  et  réciproquement. 

Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  d  deux  inconnues. 

111.  Si  Toa  avait  è  résoudre  deiix  équatioBS  (lu  premier  4egré, 
entre  deux  inconnues  >  a; ,  y,  et  que  Tune  des  équations  contint  une 
inconnue  seulement ,  il  serait  fm^  de  âéterminer  la  valeur  corres- 
pondante de  l'autre  inconnue,  propre  à  former  nn^  solution. 
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to— 9=  5  — ir     :  (i)  ' 

et  .to-f  5-f13—  V.  (2) 

On  trouve  qoè  la  prenûère  jtal  satisfaite  par  la  vateur  4&«;  2 ,  et 
qu'elle  Q*adtnet  pas  d'autre  solution.  Pour  que  la  question  soit  réso> 
lue ,  il  faudra  que  la  valeur  a;  ^ 2,  mise  dans  la  seconde  équation, 
la  change  en  une  égalité.  Il  faudfn  qu'on  ait 

âX2  +  5»i3— y,  cequicoD^tà  y«4. 

Ainsi  y  le  système  de  valeurs  or  =  2,  y  =  4^  satisfera  aux  deUx  écput- 
tions  proposées ,  et  il  sera  te  seul  qui  remplisse  cette  condition. 

112.  Ep  général,  le  procédé  par  lequel  on  parvient  à  résoudre  le 
système  de  deux' équation^  ^  deux  inconnues ,  consiste  à  substituer 
au  syitéfM  proposé, un  système  équivalent,  formé  de  deux  équa- 
tions dont  Vune  contient  les  deux  inconnues ,  tandis  que  Vautre 
ne  renferme  plus  qu'une  seule  inconnue. 

Ce  procédé  porté  )e  nom  d'élimination^  parce  qu'on^/îmîne  ou 
Ton  fait  disparaître  l'une  des  inconnues  de  l'uiie  des  detix  équations. 
Nous  allons  exposer  d'abord  trois  méthçdes  d'élimination. 

113.  1*  Pia  suBSTiTimoif.  Soit  à  résoudre  le  système  des  équations 

-5a;--2y=aj  ^^^• 

Tirant  de  l'une  des  équations  proposées ,  la  valeur  de  y  exprimée 
en  fonction  de  x\  et  conservant  l'autre  équation ,  no[U8  fornipps  le 
système 

■    "  to-4^   ^  '      . 

^"3.     ;[.  (B). 

5ir-.2y»:44  )      . 

Toute  solution  du  système  (A)  satisfera  évideipment  m  système  (B), 
et  réciproquement. 

Biiplaçaot  dans  la  seconde  é^quatien  l'HieDonoe  y  par  sa  valeur  en 
X ,  nous  formons  le  isystènale  .       / 

49-4a;  \  /  49-4a:         \ 

Tottte  sohUÎQB  dusyttème  (B)salisfnra  éndemmentau  système  (G), 
et  réciproquement^ 
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Dam  ce  troinèflte^jFittee^  la  fat^nr  de  jt  ,^délêniiioèe  et  anlqiie 
est  X  «  10;  on  l'obtieut  en'  résolvant*  Fèqnatiôn  à  une  seule  tecohnne 

5a:-^  +  Ç  =  44    ou    l5ar-^-t-ac=:  132. 

La  valeur  eorrespondànte  de  ^r  est  donc  nèeessafrement 

49-10      « 


Donc  lè^yêtème  (G)  admettant  la  sototien  unique  œ  »  fO,  y»  3 , 
il  en  est  de  même  des  systèmes  équivalents  (B)  et  (A). 
tl4.  S'PAt  coMPAiAisoN.  'Boit  à  résoudre  le  système  des  équations 

Tirant  de  Tone  et  de  l'autre  des  équations  proposées^  la  valeur  de 
y  exprimée  en  fonction  de  œ ,  nous  formons  le  système . 

49-4r 

(B). 


Toute  solution  du.  système  (A)  satisfera  évidemment  au  système  (B) , 
et  réciproquement. 

Conservant  Fune  des  jdeux  valeurs  dç  y  en  â?,  puis  égdant  entre 
elles  les  deux  expressions  de  y  en  ^»  nous  (brmons  le  système 

^49^   \    ^ 
49-4i3P      5a?-44    \  ^^^' 

Toute  solution  du  système  (B)  satisfera  évidemment  au  système  (G) 

et  réciproquement. 

Dans  ce  troisième  système  la  vaicwr  de  Xt  déterminée  et  unique , 

Aiv        I,  i.^-    .         1    ,    -^  ,».      .1     49— 4a;     5a?— 44 
est  a;^>«10,  on  robtient  en  résolvant  lequation  -^-r — *= — g — , 

ou  98 — 8a;=l&r— 132.  La  valeur  correspondante  de  y  est  donc 

nécessairement  y=* — ^ — =3. 

Donc  les  trois  systèmes  d'équations  étant  équivalents,  les  équations 
pn^iosées  admeUent  pour  solution  unique  x»::  10 ,  y = 3. 
115.  3o  Pau  aftoiTCTioiif.  Si  dans  les  deux  équations  à  résoudre ,  les 
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coeflficienis  d^une  m^e  inooDniie  étaient  égaiu: ,  om  ètnûneraU  im- 
mèdialtoient  eetleinçooniie.  par  une  oddiHon  oo  par  une  «oiMfrae- 
tion,  selon  que  les  signes  seraient  contraires ,  ou  qu'ils  seraient  les 
mêmes. 
Soit  par  exemple ,  à  résoudre  le  système  itê  éditons 


iSî         f^)' 


dans  lequel  les  coefficients  de  y  font  uiamériqiiemeot.^anx ,  et  af- 
fectés de  signes  contraires. 

Gonsenrani  Vunedes  équations,  puis  i^'oi^ian^les  d^ox  équations 
membre  à  membre ,  nous  formons  le  système 

to+6f-98     '  ) 

(t5+8}a?-(l3a+98)  j  ^''^• 

Toute  solution  du  système  (A)  saiisfera  éndemment  au  système 
(B) .  D'un  autre  côté,  si  Ton  avait  actuellement  une  solution  du  sys- 
tème (B) ,  par  laquelle  ses  deux  équaûonii  se  changeraiei|t  en  deux 
égalités,  et  si  Ton  retranchait  membre  à  membre,  Fégalité 
8a?+6y^98,  de  l'égalité  (15+8)ar=(13S+9B),  il  en  résulterait 
l'égalité 

(15+8)j?— 8a?-6y«(l3?+98)--98    mj    i5a?-6y«132. 

Donc  toute  solution  du  système  (B)  satisfait  au  système  (A). 

Or  réquation  (15+8)^^13^4^  ou  23ar»âd0,  n'admet  que  la 
racine  a^F=10.  Cette  valeur  de  x  ^  mise  dans  l'équation  8a?-f-6y»=98, 
fait  voir  que  la  valeur  de  y  doit  satisikire  à  réqination  8(H-6y  »  98 , 
d'où  y=3. 

Le  système  (A)  admet  donc  la  solution  unique  ars^^lO,  y  ~3. 

Soit  encore  à  résoudre  le  système  des  équatipns 

2to+15y-246  i 

dans  lequel  les  coeflBcients  de  œ.  sont  égMqi  et  de  même  signe. 

Conservant  l'une  des  équations,  ^ms  retranchantf  membre  à  mem- 
bre ,  la  seconde  de  la  première ,  nous  formons  le  système 

2ôa?-8y  =  176  i  p 

•(15+8)y-(ai5-17e)  j-        ^*^'- 

Toute  solution  du  système  (N)  satisfera  évidemment  an  système  (P). 
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Fan  autre' c6té,  si  les  équations  (f)  étaient  chanj^es  en  de$  éga- 
Klis  par  des  valeurs  convenables  deô?  él  dç  y ,  on  obtiendrait,  çn  les 
ajoutant  membre  à  membre,  Tégalité  2Ciâ?-f  ^5^  =^ 215 ,  qui  se  trou- 
ferait  vérifiée  efi  même  temps  que  Tegalité  âQ^— ^y  =^'176;  Par  con- 
séquent, toute  solution  du  système  (P)  satisfait  au^système  (N). 

Or  réquation  (15+8)  y  =«245— IW  ou.33y=69  n*a  qu*nne  racine, 
y =3.  Cette  valeur  de  y ,  mise  dans^  l'équation  2(ki; — 6y  =  176 ,  fait 
voir  que  la  valeur  de  â?  doit  satisfaire  à  l'équation  1i0a;--r8X 3==  176, 
d*où  20tâ>=â00 ,  â?=  10*  Ainsi  lés  syalèines  éqtiivalénu  (N) ,  (Ç; ,  ont 
pour  solutiçn  unique  y=3,  x=10. 

L'éiimrnation  par  adàilion  ou  par  soustraction  «  que  nous  venons 
d'opérer,  n'est  praticable  qu'à  raison  de  l'égalité  numérique  des 
oodEbients  d'une  même  incomiué^.  Pour  étendre  la  même  méthode 
an  cas  où  les  coefficients  sont  inégaux  »  l'on  est  conduit  à  ramener 
à  Vétat  d'égalité  les  coefficievit^  d!une  même  inconnue  ians  les 
deux' équations  proposées  ;  alors  ce  procédé  d'élimination  prend  -le 
nom  de  m^^Aode  par  RÉODCTÎON. 

Le  calcul  consiste  en  général  à  multiplier  les  deux  mîemtnres  dé  la 
première  équation  par  une  quantité  coïinue,  et  les  deux  membres  de 
la  seconde  équation  par  une  autre  quantité  connue,  en  diqisissant 
les  multiplicateurs  de  manière  que  l'^alité  des  coefficienis  d'ane 
même  inconnue  s^établisse  ;•  après  quoi  Fon  procède  àr  l'addition  ou  ^ 
la  soustraction  entre  les  équations  transformées. 

Soient  par  exemple ,  les  équations 


-.2^^44  {••••       j^?. 


4aî+3y 
5a; 


Si  Ton  muHiplic  Ja  première  éi^tion  par  le  coefficient  numérique  2 
de  y  dans  la  seconde ,  et  si  l'on  multiplie  la  seconde  équation  par  Je 
coefficient  3  de  y  dans  la  première ,  on  formera  les  nouvelles  équa* 
Uons 

«...  .  ' 

dans  lesquelles  les  coefficients  de  l'inconnue  y  sont  égaux ,  et, dont  le 
système  «st  évidemment  équivalent  à  celui  dés  deux  équations  pro- 
posées (X). 

Il  sera  donc  permis  de  substituer  au  système  (X)  le  système  (A) , 
et  l'on  pourra  alors  effectuer  ï élimination  par  addition. 

116.  Il  peut  se  faire  que  deux  équations  à  deux  inconnues,  ad- 
mettant chacune  en  particulier  une  infinité  de  solutions ,  soient  in- 

22 
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compatibles  ou  contrctdictoires,  c'est-à-dire  qa*il  n/éiîste  pas  de 
valeurs  numériques  calculables  qui  »  étant  mises  à  la  place  des  in- 
connues dans  les  deut  équations ,  puissent  satisfaire  en  même,  temps 
à  Tune  et  à  l'autre., 
Soient,  par  exemple,  les  équations  ^ 

^^iZy^iO,  (1) 

fia?—  3y=  4.  (2) 

Si  Ton  tire  de  la  première  équation  Texpression  dé  œ  en  fonction  de 

i3y4-10      i       .5      .  ,      \  ,       ^ 

y,  on  a  x^     "^L  —  "*q  ^  *  Ï3»'  et,  en  remplaçant  y  par  le  notn- 

bre  qu'on  voudra ,  on  obtiendra  une  valeur  correspondante  de  x , 
formant  avec  la  vajeur  de  y  une  solution  cle  l'équation  (1). 
Si  ron  tire  de  la  seeonde  équation  l'expression  de  x  en  fonction 

de  y  ^  on  a  a?==      T  '  =0^  "^  3  »  ^  '*^"  ^  P®°^  déduire  autant  de 

solutions  qu'on  voudra  pour  FéquaUon  (2). 

Mais,  que^ue  nombre»  positif  ou  négatif,  <;pie  Tpn  conçoive  mis  k 
la  place  de  êo  dans  les  deux  équations.  piDposée^^,  il  sera  impossible 
qu'il  existe  pne  valeur  numérique  correspondante  d^  y\  propre  à 
vérifier  ces  équations:  Car  il  faudrait  qu'on  eût 

1      ,    5      t  •     ^         fC    1\   .      2      5        •        .        11 

2^  +  13=2^  +  3'  "^  IÎ-5J  Î'^3--Î3'  ^^><y=W 

équation  impossible  (n*  87). 

Pour  mettre  en  évidence  la  contradiction  ou  l'incompatibilité  des 
équations  proposées ,  remarquons  que  lé  rapport  des  coefiScients  de  œ 

est  éstKau  rapport  des  cpeflicients  de  vroi^  a  -t-j^^-^.  Multiplions 

les  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  ce  rapport ,  ce  qui  ne  change 
pas  le^  solutions  de  l'équation  (2).  Elle  devient 

^X6ir-yX3y=^X4,    ou    26a:-132/-Ç.    (3) 

Ai^,  l'Qn  a  à  résoudre  le  système  des  équations  (1)  et  (.3),  dont 
les  premiers  membres  sont  identiques,  tandis  que  le»  secônOs  menn 
iMres  sont  inégaux.  Il  est  donc  impossible  qu'il  existe  piour  x  et  pour 
y  un  syst^e  de  valeurs  numériques  propres  à  vérifier  les  deux  équa- 
tions à  la  fois. 

On  dit  alors  que  le  système  des  équations  proposées  est  impossible 
(^oyfz  ci-après,  n"  125). 
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117.  U  peu!  armer  que  deux  écpiatioo^  à  deux  ioeoiiniief  soient 
équivalentes  (n<>  87).  ÂltNrs,  chacune  dalles  étant  indéterminée 
(n<»109],  il  existe  une  inûnité  de  solutions  du  système ,  et  Ton  dit  que 
le  système  des  équations  proposées  est  indéterminé. 

Soient,  par  exemple,  léi  éqiiations 

2àr-13y»»65  (1) 

6jp-  3y=15.  (2) 

A^  M9         1^ 

Remarquons  que  les  trois  rapports.-g-,   y*  45 r  ^^^  égaux.  Il 

en  résulte -que  si  ron^multiplie  les  deux  membres  de  Téquatîon  (^ , 

13  • 

par  le  capport  -^,  ce  qui  ne  change  pas  les  solutions ,  eUe  deviendra 

identiquement  la  même  que  Téquation  (1)  ;  car  on  aura 

6><:^-a6:    3Xy=13.    15X~=e5. 

Les  équations  (1) ,  (2) ,  sont  donc  éqoivalenter;  oé  se  troore  par  con- 
séquent dans  le  même  cas  que  si  Feii  avait  à  résoudre  une  seule  équa- 
tion à'deux  inconnues.  Il  f  a  une  infinité  de^  solutions. 

Si  Ton  cherchfi^  à  résoudre  les  équations  (1) ,  (â)  »  par  Télimination 
d'une  inconnue ,  on  aurait 

13^4-65       1      ,^  '.       3y  +  15       1       ,ft 

TA  .•         1  .    «  1  ,<5       ^\ 

ce  qui  donne  1  équation  «V+ôg'^ây+'î'^       " 

Aiùsi,  Ton  serait  conduit  à  une  équation  indéterinin^  (Ployez  ci- 
après,  h®  126)4 

Réèotution  des  équations  qui  renferment  plus- de  àenx  inconnues. 

118.  La  résolution  de  troii  équations  à  trois  inconnues  se  rainène 
à  la  résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues. 

Soient  les  équations 

2a;  — 4y+6s  =  14  (1) 

3a?-4-2y—    2=   9  (2) 

5a;-3y  — 4js=   4..  ^(3) 

Éliminant  rune4es  rnconniies,  z,  par  exemple,  entre  ces  éqnaticms, 
on  formera  deux  équations  entre  les  deux  autres  inconnues ,  x,  y. 
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Si  Ton  veut  faire  l'élimination  pair  réâiuciion^  il  suffit  ici  de  multi- 
plier les  deux  membres  de  Féquation  (2)  d'abord  par  6 ,  pui^  par  4 , 
ce  qui  donne        ^       .  -  . 

l&tr+iay-<62»54  (4) 

12a:-f  8y  — 45^  =  36;    ^        (5) 

ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (i)  et  (4) ,  on  obtient 

20jr-f.8y  =  68,  ou  5ir  +  2y=17;         (6) 

retranchant  mejanbre  à  membre  l'équation  .(3)  de  l'équation  (5),  on  a 

Le  sy^ème  des  équations 

30?+   %  — J2=   9  (2) 

to+-  2y         =17  (6) 

lx+i\y         =^32  (7) 

sera  équivalent  «u  syAème  proposé  (*). 

Or,  en  résolvant  le  systéine  de&  équations  (6)  et  (7).;  qui  ne  ren- 
ferment qjiie  deux  inconnues  ,  on  obtient  la  $ohitioo  unique  x  =  %r 
y  =r  1 .  Bonc  la  Valeur  cocrespondante;4^  z^devra  satisfaire  à  l'équa- 
tion 3x3+2x  1 —5î=^ft,  d'oùjK=^2.  i^ 

Le  système  proposé  admet  donc  la  solution  unique  a:  r^  3 ,  y  =  1 , 

lld.  Si)  dans  le  cours  des  calculs,  on  est  conduit  à  des  équations 
contradictoires,  on  àtine  équation  impossible,  oiien  conclura  que 
le  système  proposé  est  impossible.,  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible 
d'y  satisfaire  par  des  valeurs  calculables  des  inconnues. 

Si  J'en  est  conduit  à  des  équatjons  identi(|ues ,  ou  à  une  équation 
delà  forme  0X^  =  0^  on  en  conclura  qu'il  est  possible  de  satisfaire 
au  système  proposé  d'une  infinité  de  manières. 

120).  La  résolution  de  4' équations  à  4  Inconnues  se  ramène  sembla- 
blement  à  la  résolution  de  3  équations  à  3  inconnues. 

En  général,  lorsqu'on  a  autant  d'équatiom  que  d'inconmes,  si 
nous  désignons  parn  \e  Aombre  des  inconnues ,  la  résolution  du  sys- 
tème proposé  se  ramène  d'abord  à  la  résolution  de  n  —  1  équations 


n  Lérsque  les  équations (7) ,  (6),  (^2)  sont  satisfaites,  les  équations  (4),  (5),  et 
l'équation  20âp+8y« 68  le  sont  aussi. 

Par  suite,  l'équation  (i)  et  Féquaiion  (3)  sont  salisraites ;  de  sorte  que  toule«o- 
lulion  du  système  des  équations  (7),  (6),  (2)  est  une  solution  du  système  (i), 
(2),  (3). 
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entre  n  —  1  inconnues.  En  con.tinuant  ainsi,  on  parvient  à  former 
2 équations  entre  2  des  inconnues,  a;,  y,  et  enfin  une  équation  à 
une  seule  inconnue,  x;  d'où  Ton  déduit  la  valeur  unique  de  œ,,  et 
par  suite  la  valeur  correspondante  de  y. 

Dans  rùne  des  troi^  équations  que  Fou  a  formées  entre  trois  des  in- 
connues, Xyi/jH,  on  remplace  x ,.  y,  par  leurs  valeurs,  et  Ton  dé- 
termine z.  On  détermine  de  la  même  manière  1^  valeur  d*une  qua- 
trième inconnue ,  au  moyen  des  valeurs  trouvées  pour  x,  y,  z,  et 
ainsi  de  suite.  Lorsqu'on  a  trouvé  n-^  1  des  inconnues,  on  les  rem- 
place par  leurs  valeurs  dans  Tune  des  équations  proposées,  qui, 
après  cette  substitution ,  ne  renferme  plus  que  la  dernière  inconnue , 
et  sert  à  la  déterminer. 

Par  cette  méthode  on  obtient  la  solutioin. unique  du  système  ,  sauf 
les  cas  dTmpossibilité  et  d'indétermination  dont  ^.ous  avons  parlée 

121.  Si  Ton  a  plus  d'équations  que  d'inconnues ,  soit  m-j-n  équa- 
tions ^ntre  n  inconnues,  on  résout  d'abord  un  système  formé  d'autant 
de  ces  équations  qu'il  y  a  d'inconnues,  sans  avoir  égard  auk  autres 
éqaations  proposées. 

Quand  le  premier  système,  formé  de  n  équations  en^re  les  n  incon- 
nues ,  est  résolu ,  on  remplace  les  inconnues  par  leurs  valeurs,  dans 
les  m  équations  restantes,  pour  s'assiiref  si  ces  équations  sont  satis- 
faites. Lorsqu'elles  ne  le  sont  pas ,  il  «n  résulte  que  les  équations 
proposées  sont  incompatibles  ;  lorsque  les^  m. dernières  équations  sont 
satisfaites  par  les  valeurs  obtenues,  il  est  clair  qu'on  a  la  solution  qui 
vérifie  à  la  fois  toutes  les  équations"  proposées. 

On  donne  le  nom  d'égaliiéê  de  condition  aux  m  dernières  égalités 
qui  doivent  se  trouver  vérifiées  par  le  système  des  valeurs  des  n  in- 
connues pour  que  le  système  des  m  -f-  ^  équations  soit  possible. 

Enfin ,  si  l'on  avait  moins  d'équations  que  d'inconnues ,  le  sys- 
tème proposé  serait  évidemment  indéterminé.  Supposons  qu'on  ait  m 
équations  entre  m-f*^  inconnues.  Attribuons  les  valeurs  que  nous 
voudrons  à  n  des  inconnues.  Il  en  résulte  un  système  de  m  équations 
à  m  inconnues.  En  résolvant  ce  système ,  nous  déterminerons ,  pour 
les  m  dernières  inconnues,  les  valeurs  qui  correspondent  aux  valeurs 
que  nous  avoâs  attribuées  arbitràjjrement  aux  n  autres  inconnues. 


Formules  générales  pour  deux  équationé'à  deux  inconnues. 

122.  Considérons  le  système  de  deui^  équations  littérales  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues,  x,  y,  savoir  : 
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a'œ+b'y  =  c'i'    ^^^ 

les  lettres  a,  h,  c,  a,  d',  c\  désignaot  des  quantités  conaae$^  qui 
peuYeat  être  positives ,  ou  négatives ,  ou  nulles. 

Tout  système  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues 
peut  être  regardé  comme  représenté  par  les  équations  (A),  qu'op  ap- 
pelle, par  cette  raison,  les  équations  génércUeê  du  premier  defffé  à 
deux  inconnues.  .        , 

Nous  nous  proposons  de  résoudre  àlgébrii^uement  lésystèqie  dç  ces 
deux  équations  littérales,  d'en  tirer  des  formules  qui  expriment  la  va- 
leur de  œ  et  celle  de ^y  par  une  combinaison  des  quantités  a,  d,  c, 
a\  h\  c\  et  ensuite  de  vérifier  9i ,  pour  toutes  les  suppositions  que 
Von  peut  faire  sur  les  quantités  connues ,  ces  formules  algébriques 
conduisent  à  des  conséquences  qui  s'accordent  avec  celles  qu'on 
déduirait  directement  des  équations  proposées ,  après  y  apoir  fait 
les  mêmes  suppositions. 

123.  Il  est  naturel  d'admettre'  d'abord  que  les  inconnues  x ,  Vr 
entrent  l'une  et  l'ai^tr^e  dans  cfaacuiie  des  équations  proposées  (A),  de 
sorte  qu'aucune  des  quantités  a,  b,  a,  b\  n'est  nulle. 

Dans  cette  hypothèse ,  appliquant  à  ces  équations  Tune  des  mé- 
thodes d'élimination  précédemment  exposées  ,  on  parvient  avx 
équations 

cb'  —  bc'  aicf  —  ca'      ,«, 

et  k  système  (fi)  est  équit^sientau  système  (A). . 
Si  le  dénôminatmr  ah  —  ba'  est  différent  de  zéro,  ou ,  ce  qm 

revient  au  même ,  si  les  quotients -r ,  T7,  sont  [inégaux  ,  l'incon- 
nue 'X  adinet  une  valeur  déterminée  et  unique ,  qui  pourra  être  po- 
sitive y  ou  mille  ;  ou  négative  :.  il.  en  est  de  même  de  la  valeur  corres- 
pondUBte  de  y.  Ak>rs ,  le  système  (A)  admet  donc  une  soltitioD 
«pique,  que  l'on  peiift  calculer  au  moyen  des  formules  (B).  .  > 
Si  le  àénommOmn  ab'  — ba'  ^e&inul  sam  que  le  wtmératevr 

cb'—  bc'  soit  fittZ;  ou ,  en  d'autres  termes,  si. le» quotients  -;  =  g, 

b  ^  c 

TT^  9,  sont  égaux  entite  eiQCf  mais  différents  du  quotient  -^ ,  il  en 

0  •  c 


résulte  que  le  numérateur  ac'  —  ca'  n'est  pas  nul*  Alors ,  les  for- 
mules (B)  présentent  les  deux  inconnues  sous  la  forme  a;  =  *^  =»  »» 
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y  =  -  =  00.  Eb  même  temps ,  les  équalions  (A")  sont  u^coMPAtiBtBs; 

il  est  impossible  d'y  satisfaire  par  des  valears  finies  de  œ  et/de  y. 
En  effet ,  d'une  part ,  pour  que  le  numéi^tènr  ac'  —  ca'  fût  nul , 

il  foudrait  qu'on  eût  ac  =  ca',  --,»  —  =  -77 ,  d'où  cb'  —  &c'  =  0 , 

contrairement  à  rhyppthèse.  On  a  donc  y  i=»  «  ,  lorsque  x=*  00. 

D'un  autre  lîôté  ,  puisque  «  =  a'g,  6  =  b'q\  l'équation  aa?+  èy = c 
devient  a'qx  +  à'Qy=z  c  ;  d'ailleurs  Téquation  a'âf+ft'lfT*^  ®st  équi- 
Talente  a  a'qX'\-b'qif=c.q»  On  a  donc  à  résoudre  le  système  dç  deux 
équations  dont  les  premiers  membres  sont  identiques,  tandis  que  les  se- 
conds membres  sont  différents,  puisqu'on  ne  peut  pa^ avoir  c=c'g,  ou 

-;r=wfl= —r  =  T.-  Les  équation^  àrésoudresontdon€e<mtr<i4icioires. 
c      ^     a       b  ^ 

Ainsi  les  symboles  a^  =  oo ,  y  =  00 ,  donnés  par  les  formules  (B) , 
correspondent  au  cas  où  il  est  impossible  de  satisfaire  aux  équations 
par  des  valeurs  numériques  calculables  des  inconnues. 

Enfin ,  si  le  dénominateur  et  le  numérateur  de  la  valeur  de  l'une 

des  inconnues  sont  nuls  à  la.  fois  y  pu,  en  d'autres  termes,-  si  les 

a  b  c  '  ,  ..'».,' 

trois  quotients  -,  =  g,  -,  =  g,  -,=^q,  sont  égaux ,  il  en  resuite  que 

le  nuiâérateur  de  Taùtre  inconnue  est  nul.  Alors ,  les  formules  (B) 

0  0    *, 

présentent  les  deux  inconnues  sous  \  la  forme  a?  =  ^ ,  y  ==^  ^.  En. 

même  tem{)s ,  le  système  des  équations  (A)  est  iNoéTERMiNé. 
En efi'et,  d'une partj  si  l'op^a, a^'— 6a'=tO  et cd^-rèç' apsÔ,o^ 

en  conclut  —•  =  ~  =?=  a  et  — ,  =*=»  ^  =^  flf  ;  àtoù  -7=*  -.  et  oc'— (?(i'=4 
a        b   ^       c'       b      *  a'      c 

On  a  donc  y  =«=  h  »'  lorsque  ar=  ^. 

D'un  autre  côté ,  puisque  a  =  a'q,  b  =*  b'q,  c  =  c'q^  Féquation 
ax  +  by  =  c  devient  a'qx  +  b'qy  =  c'q  ;  d'ailleurs  l'équation 
àx  4-  ày'  =  c'  est  équivalente  à  â'g  x  -f-  b'q  y  =^.c'q.  Les  équations 
à  résoudre  sont  donc  équivalentes,  et  forment  pai"  conséquent  un 
système  indéterminé. 

Ainsi ,  les  symboles  a;  =  j:  ,  y  =  jc ,  donnés  par  les  formiiles  (B) , 

correspondent  au  cas  de  l'indétermination  du  système  proposé. 

124.  On  peut  concevoir  encore  un  système  de  deux  équations  entre 
deux  inconnues ,  l'une  des  équations  ne  renfermant  qu'une  seule  in-- 
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connue.  Gela  revient  à  supposer,  dans  les  équations  générales ,  que 
Fnn  des  quatre  coefficients  a,  h;(t'  ou  d'.soit  nul.  Supposons  que  Tune 
des  deux  équations  ne  renferme  pas  or,  ou  qu'on  ait  a  «a  0.  Les  éc|iia- 
tions  à  résoudre  seront  by=^c,  a'X'\-'b'y='C'. 
En  appliquant  une  des  méthodes  d'élimination  ,  Ton  trouve 

c  bc'  —  cb' 

^       b  ba 

Or,  on  peut  remarquer  que  les  mêmes  résultats  se  déduisent  dès  for- 
mules (B) ,  lorsqu'on  y  fait  l'hypothèse  «  =  0. 

125.  Ci  l'on  ae  propose  de  poussier  plus  loin  ce  genre  de  vérifica- 
tions ,  ce  qui  n'a  pas  d'utilité  réelle,  on  arrive  aux  conséquences  sui- 
vantes :  1®  îorsque ,  dans  les  équations  générales ,  on  suppose  à  la  fois 
a>=Ô,  ^:=0,  et  qu'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  finies  des 
inconnues ,  ç^  équations  se  réduisent  à 

(1)    0=:c,        (2)    a'x+b'y  =  e\ 

La  première  est  imposMle;  on  ne  peut  donc  pas  satisfaire  aux  deux 

équations  par  des  valeurs  finies  des  incoiûdues. 

cb'  "■"  cfl' 

Dans  ïe  même  cas ,  les  formules  (B)  donnent  œ="^,  y  «  — jr—  ; 

elles  indiquent  donc  l'impossibililé  de   la  résolution  du  système 

proposé. 

Si  l'on  faisait  en  outre  l'hypothèse  e=^  0^  les  équations  (1)  et  (2) 

seraient  complètement  indéterminées;  et  les  formules  (E)  marque- 

'  '  0  0 

ratent  cette  indéterntination  par  les'  symboles  ^  =°  g*  V'^â' 

^  Lorsqu'on  suppose  nuls  les  deux  ooeffîdents ,  d'une  même  in* 
connue,  soit,  par  exemple,  a=s=Ql,  a'^^O,'  les  équations  by  =  c, 

6'y=^c',  donnent  (6—%  =  é—c,  y==^^;'yr=|,  y  =  |:. 

ce'  •     ' 

Si  les  quotients  ^  ^  ^  sont  .inégaux ,  d'où  il  suit  qiie  cb'  —  bc  n'est 

pas  nul,  les  équations  sont  incompatibles  ;  les  valeurs  trouvées  pour  y 
sont  contradictoire^.  Dans  le  même  cas,  les  formules  (B)  donnent 

*   A:s=-Tr-»oD,y»^;  elles  indiquent  donc  l'impossibilité  du  système. 
Si  d'ailleurs ,  dans  la  formule  y  ==   hZlh  '  >   ^"    suppose   d'abord 
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c'  ■■"  C  '    ' 

a=a\  elle  donne  y  =^  v, .  >  valeur  obtenue  directement  eh  com- 
binant entre  elles  les  deux  équations. 

ce'  c        b 

Si  les  quotients  -z ,  -^  sont  égaux ,  on  a  -r  =«»  ■jr=qfP=^c'q,  b=P'q, 

Les  équations  dy=(;,  &'y  =  c'sont  équiyalentes;  elles  admettent 

c 
la  racine  unique  V  =  r  >  ^^^^  Valeur  de  x  est  tout  à  fait  arbitraire. 

Les  fpnnules  (B)  donnent  alors  ^^^tt  >  ^"^ô  *  ™^^^  ^^  ^^^^  ^^^^"^ 

c  flc'  '  •  cet' 

la  valeur  déterminée  y  =  ^  de  la  form^i^  =    ,,  ^.  ,.  Pour   cela , 

qa*oti  suppose  d'abord  a  =^  c^  ;  la  valeur  de  i^'est 

(c'  —  c)  a      c' — c c'-—  c'q      d_^ c 

On  retrouve  donc ,  en  partant  des  formules  (B) ,  la  valeur  xléterminée 
de  y,  et  ronreconnaH  Tindétermination  de  la  valeur  x. 

3®  Enfin ,  lorsqu'on  suppose  que  le  coefècient  de  x  est  nul  dans 
Fonedes  équations,  et  que  le  coefficient' de  y  est  nul  dans  Tautre 
équation ,  soit  par  exemple ,  a  =  0,,  6=0,  les  équations  6y  =  c  , 

^  '  c  (j 

a'x  =  c'  donnent  y  ==  j  »  a:  =?  -r  ;  et  les  formule^  (B)  conduisent  en- 
core aux  Blêmes  valeurs. 

cV  ■     bc' 

126.  Pour  retenir  les  formules  générales  (B)....  x ^    v , .•, , 

qc'   ■-  cd*  * 

y  =   ,,  ^  ,  , ,  observer  !<>  que  les  valeurs  de  or  et  de  y  sont  expri- 
mées par  des  fractions  qui  ont  le  même  dénominateur  ; 

2^  Que  ce  dénominateur  peut  s'obtenir  en  formant  avec  les  Coeffi- 
cients des  inconnues  les  detix  arrangements  ab ,  ba ,  ^n  afTeetànt  d'un 
accent  la.  seconde  lettre  de  cbaque  résultat,  et  en  séparant  les  deux 
résultats  par  le  signe  —  ; 

3®  Que  le  numérateur  de  x  peut  se  déduire  du  dénominateur  en 
remplaçant  les  coefficients  a,  d  de  cette  inconnue  par  les  termes 
connus  c,  c';. et  que  le  numérateur  de  y  se  déduit  de  même  du  déno- 
minateur ,  en  remplaçant  les  coefficients  b\  b ,  par.  les  termes 
connus  c',  (?. 

Équations  littérales  du  premier  degré  à  trois  inconnues. 

127.  Considérons  le  système  de  trois  équations  littérales  du  pre- 
mier degré  à  trois  inconnues ,  savoir  : 
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dx  4-èy  -j-cz  ^d    \ 

a^x  +  h^y+dz-^d^    (  (C) 

Si  Ton  applique  k  ces  équations  Vune  des  méthodes  d'élimination, 
l*on  parvient  aux  formules 

dd^c"— 4c^»^^+  cd'fe^^—  M^c"+  dc^d"—  eVd'' 
^  —  aô'c"-  ac'ô"+  ca'h"—  ba'&''\'  bc'a''^  cb'a" 
ad'c''—  ac'd"+  ca'd"-^  da'c'^+  de'af'—cd:a" 


^  "~  abd' — ac'b"  4- calf'  —  bac" + ftc'a"  —  cb'a' 
ab'd''-'ad'b''+àaT'^ba'd'+bâ:à''^db'a^^ 
abc" — ac'b" + «»**"  —  ^«'c" -f- ^a"  —  cft'a"    / 


(D) 


Les  trois  fractions  qui  expriment  la  valeur  de  â? ,  de  y ,  de  z ,  ont 
un  même  dénominateur ,  composé  de  six  termes ,  qui  sont  affectés 
alterimtivement'du  signe  -f-  et  du  signe  —  ;  on  obtieht  les  trois  pre- 
miers termes  en  écrivant  la  lettre  c  à  la  droite  de  l'arrangement  ab, 
pujs  entre  les  deux  lettres  a  et  d,  enfln  à  la  gauche  de  aby  et  en 
affectant  d'un  accent  la  setonde  lettre  et  de  deux  accents  la  troisième 
lettre  dans  chaque  résultat. 

On  obtient  semblablement  les  trois  derniers  termes  du  dénobioa- 
teur  en  écrivant  la  lettre  c  à  la  droite  de  l'arrangement  ba ,  puis  au 
milieu ,  puis  à  gauche ,  et  en  affectant  d'un  accent  ia  seconde  lettre 
et  de  deux  accents  la  troisième  lettre. 

Le  numérateur  de  x  se  déduit  du  dénominateur  en  r/emplaçant 
respectivement  les  coefficients' a ,  a^  a"  de.  cette  inconnue  parles 
termes  connus  d,  d\d".. 

On  déduit  le  numérateur  de  y  du  dénominateur  en  remplaçant  b , 
y,,  b"  par  ^ ,  d\  d"  ;  le  numérateur  de  z  s'obtient  de' môme  en  rem- 
plaçant c\c\  c"  par  d,  d\  d". 

^quatiçn0  à  deux  et  à  trois  inconnues^  dans  lesquelles  il  n'entre 
pas  de  terme  indépendant  des  inconnues. 

128.  Soient  les  équations 

ax+by=:->0  )  m 

a'œ+b'y=^0  i  ' 

qui  n'ont  pas  de  terme  indépendant  des  inconnues.  Elles  admettent 
évidemment  la  solution  a;=0,  y==0.       - 
Supposons  que ,  par  une  valeur  de  l'une  des  inconnneSt  y»  diffé- 
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rente  de  zéro,  et  par  une  valeur  correspondante  de  œ ^  on. puisse 
encore  satisfeire  aux  deux  équations.  Il  sera  permis  de  diviser  par  y. 
On  formera  le  système  '• 

tf'X?+,J=o) 

Toute  solution  du  second  système ,  par  une  valeur  de  y  différente  de 
zéro ,  sera  solution  du  prenaier,  et  réciproqpement. 

Or  réquation  cix(-.j-f"6=0 ,  pept  lètre  considérée 

/y» 

équation  .à  une  seule  inconnue,  - ,  et  n^admet  qu'une  seule  racine , 

-  :?= .  Donc ,  peur  que  le  système  (2)  soit"  possible ,  il  faudra 

qu'on  ait  Tégalité 

dxf \+ft'=0    ou    a5'— 6a'=0. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie ,  le  systén}e  (4)  n'admettra  pas 
d'autre  solution  que  x=Oj  y =0. 

Si  cette  condition  est  remplie,  on  aura  ab'=^ba\  -v=vr==(?; 

a=^a'q^  b=^b'q. 
Vèqndiûon  aœ-^by^^O  sera  la  même  que  a'ga?.4-ft'gys==0i;  elle 

sera  équivalente  à  l'équation  a'aî+&'y=^^: 
Le  système  (1)  admettra  une  infinité  de  solutions.  Le  quotient 

X  b 

-==  —  -,  des  deux  valeurs  des  inconnnes  qui  forment  une  solu- 
tion ,  sera  invariable  et  connu, 

129.  Oii  peut  remarquer  que  les  formules  (B),  données  au  n'',123, 
conduisent  aux  mêmes  cbnséquencesi 

Lorsqu'on  y  suppose  .c=0,  c'=0 ,  les  numérateurs  des  valeurs  de   , 

X ,  y  s'annulent;  et  si  àb'^ba'  est  difPétrent  de  zéro,  ces  valeurs 

n'admettent  que  la  détermination  a:=:0,  y==b.  Si  au  contraire  ab'—bai 

0  0 

est  nul ,  les  inconnues  ^  présentent  sous  la  forme  a?  =  ^,  y  — ^,  en 

même  temps  que  le  éystèflàe  des  équaliens  (1)  est  indéterminé. 

Enfin ,  les  formules  (B)  donnent  généralement  -  ==  ^ — ; r.  Si 

°  y      ac  —  ea 
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Ton  sapposc  d'abord  c=^c\  il  en  résulte  ~:^^(tizL\  .  ©i  cette 

valeur  du  quotient  ?  est  la  môme  que  —  ?  ,  lorsqu'on  a  a6'—6a'=0 
a       b 


2=0  ; 


ou  ~  =-T-,. 

a        b'  , 
130.  Soient  encore  les  équations 
ax  4-ôy  -j-cz 
a'{x;+b'y  +  c'Z'=0  l\  >        (C) 

a"œ^b"y"\-ç"Z'- 
•     '  ,  "  '' 

qui  n'ont  pas  de  terme  indépendani  des  inconnues.  Elles  admettent 
éviçlemment  la  solution  œ^O,  îit«=0,  jg««0. 

Divisant  ces  équations  par  Tunedes  quantités  inconnues,  z,  par 
exemple,  que  nous  supposerons  différente  de  iëro,,  noustormons  un 
système  équivalent  au  système  (Ç)pour  toutes  les  valeurs  de  «  diffé- 
rentes de  zéro.  Nous  avons  ainsi  les  équations 

a  X^  +  b  x|+c  =0 

a'x|+ô'xf+c'-=0  \.  (E), 

'«"X^+rxI  +  c'^O 

Les  équations  (E)^peavent  être  considérées- comme  trois  équations 
àdeuxinconnues,  qui  sont  les  quotients -»  -.  ^ 

,  "       '  /      1S      z 

Si  dçnc  on  détermine ,  au  moyen  des  deux  premières  équations , 

la  valeur  mràe-  et  la  valeur  n  de  ^,  la  troisième  équation  sera  une 

s        .  z 

équation  de  condition  qui  devra  être  satisfaite  par  le  système  des 
valeurs  m  et  n,  pour  que  le  système  (E)  soit  possilïie^  On  trouvera 

œ       c'b — cV 
z'^  ab'—ba''' 

Si  l'égalité  de  condition  a"m  +  b'rn  +  c**  =  0 ,  qui  revient  à 
ab'c^ — ac'ft"-f-caT—6(ir'c"+ôc'a''-—c6'a"=0, n'existe  pas,  le  sys- 
tème (C)  n'aura  peu 4'autre  solution  que  w=^0,  y=^0,  z^O. 

Si  celle  égalité  se  vérifle ,  le  système  (C)  admettra  une  infinité  de 
solutions,  et  Ton  en  pourra  obtenir  autant  qu*on  voudra,  en  attribuant 
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à  z  une  valeur  arbitraire ,  et  en  prenant  â?=m  x^f ,  y =n  x«  ;  car 

les  valeurs  des  quotients-  =w.,  -=n  satisferont  aux  équations  (E). 

U$  valeurs  des  trois  ineonnues  seront  proportionnelhsj  et  le  ra^ 
port  de  deux  quelconques  d'entre  elles  sera  déterminé  et  cownu, 

131.  On  peut  remarquer  que  les  formules  (D),  données^au  n*  t27, 
conduisent  aux  mêmes  conséquences.      . 

Lorsqu'ony  suppose  d=»0.,  d'=;Ol,  ^"==0,  les  numérateurs  des 
valeurs  de  or,  y^z  s'anni^l^t;  et  si  le  dénominateur  commun  n'est 
pas  nul,  ce  qui  reyientà  dire  que  Tégalit^  a'wi+ft "n-j-e'^^O  n'existe 
pas ,  les  inconnues  n'admettent  ique  la  détermination  j?  ==  0 ,  y = 0 , 
2=0.  Si  au  contraire  le  dénominateu  esjt  nul»  ce  qui  a  lieu  lorsque 
régali^  a^'m-f•5"n-jrc'-=»0  s&vkîQe,  les  inconnues  se  présentent 

sousia  forme  ^  =  /ï,  ^^â»  ^=n  '  ^^^  symboles  correspondent 
à  rindéternajination  effective  des  équations  (Ç). 

Résolution  des  problèmes. 

132.  Dans  les  problèmes  dont  nous  avons  à  nous  occuper^  les  con- 
ditions de  la  question  conduisent  à  une  ou  à  plusieurs  é^^ités  ;  c'est- 
à-dire  que  si  les  quantité^  cherchées  étaient  obtenues ,  une  même 
quantité  pourrait  être  exprimée  de  deux  manières  différentes  au 
moyen  des  quantités  données  et  des  valetirs  qu'on  aurait  trouvées  pour 
les  inconnues. 

Qu'on  demande ,  par  exemple ,  une  quantité  qui  soit  quatrième 
proportionnelle  aux  nombres  2,.  5,  12.  Si  là  Quantité  cherchée  était 
obtenue ,  le  produit  de  cette  quantité  par  l'extrèoifi  2  serait  égal  au 
produit  5  X 12  dçs. nombres  moyei^  (  ^rilAm.,  page  73)  ;  de  sorte 
que,  si  l'on  désigne  par  x  la  valeur  de  l'extrême  cherché,  le  nombre  x 
devra  être  tel  que  les  prodmts  2â?  et  5x12  soient  égaux.  Ainsi/une 
même  valeur^  60,  pourra  être  exprimée  de  deux  manières  différentes, 
savoir,  par  le  produit  indiqué  5  X 12 ,  oa  par  4e  pix)duit  2^X  x* 

11  suit  de  là  que  la  valeur  de  x  doit  satisfaire  4  l'équation  2â!7»6Q. 

Cette  équation  admet  la  racine  unique  or  == -5-  =  30 ,  de  sorte  qu'on 

a  2  X  30  =  5  X 12  ;  et  il  est  facile  de  vérifier  que  le  nombre  30 ,  qui 
est  racine  4e  l'équation ,  satisfait  aussi  au  problème  >  c'est-à-dire  que 

2    12 

les  rapports  7,  Kj; sont  égaux. 

133.  Dans  la  résolution  des  problèmes ,  ce  ne  sont  pas  toujours 
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les  nombres  (kmandés  qu'on  tÀcb#  de  fiiire  eoànter  ûBm  des  i 
il  est  souYent  avantageux  de  choisir  poUr  inconnues  des  quantités 
auxiliaires  qui,  étant  connues,  servent  à  déterminer  les  nombres 
qu*ôn  veut  trouver. 

Lorsqu'on  a  fiadt  Je  choix  dos  iacoumes ,  on  les  représente  par  des 
lettres ,  et  Van  indique ,  tttnt  snrleinombrei  donnée. ^fueguf  lei  M- 
connt^s,  la  suite  des  opérations  qu'il  fauârmt  effectuer  pour  tétffier 
les  valeurs  des  ineonnUesly  si  elUs^  étaiem  à(jnmée$  (*).  On  j^u^ent 
ainsi  à  fermer  des  équations  qui  lient  entre  elles  ks'quantltés  diDimées 
et  toutes  les  inconnues  :  on  dit  alol's  que  la  quesHo)^  est  ttad/vHte  edgé^ 
briquement,  et  que  le  problém&estfnis  en  Stations,  Au  surplus, 
nous  dirons»  avec  Clairaut,  que  cette  partie  de  la  résolution  d'un  pro- 
blème »  qui  consiste  à  le  mettre  en  équations,  «  est  dîflBcile  à  rèihdre 
»  en  préceptes  clairs  pour  les  commençants  ;  ce  ne  peut  être  que  par 
1»  des  exemples  qu'on  la  fosse  bien  sentir,  v 

Si  l'on  veut  obtenir  des  formules  algébriques  qui  serveht  à  résoudre 
tous  les  problèmes  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  les  valeurs  nu- 
mériques des  quantités  données ,  Ton  représente  par  des  lettres  les 
nombres  qu'on  suppose  connus ,  et  Ton  met  le  problème  en  équations, 
comme  il  vient  d'être  dit. 

134.  Lorsque  les  équâiiou»  du^prùbtême  sontf6rttH»s^  on  le»  ré- 
sout par  les  méthodes  qw'eifseigitel'atifèbre ,  tîVoh  s'assure'  eiisttite 
si  les  valeurs  des  kaceuMies  qui  satisfbnt  aux  éqmtions  conviennent 
aussi  ab  problème  proposé.  ; 

Les  équations  d*un  problème  n'offrent  pas  toujours  une  fradîHitioii 
complète  des.conditions  de  la  question.  Il  en  résulte  que  lés  valeurs 
dei  inconnues  qui  satisfont  auœ  équations  du  problème  ne  sont  pas 
toujours  propres  érésoudrtfta  question  elle-^méme^  Ainsi,  lés  va- 
leurs des  inconnues  qui  donnent  dés  /Hich'ofispoor  Jes  nombres  de- 
manéési  ne  résolvent  pars  le  prpMème  s'il  n'àdbwt  de  solution  qu'en 
nmÉbrés-Mltèrs.  • 

Il  peut  se  faire  encore,  par  I9  nature  de  la  quéstvan ,  que  lés  nom^- 
bres  demandés  ne  doivent;  pas  sortir  de  certaines  limites ,  comme  si 
Ton  cherche,  par  exemple,  pendant  comfoiçn  d'heures  par  jour  des 
ouvriers  doivent  ^vailler.  On  conçoit  que  les  Valeurs  des  inconnues 
qui  sortent  de  ces  limites  ûe  résolvent  pas  le  problème ,  quoiqu'elles 
satisfassent  aux  équations.  • 

Enfin ,  si  l'on  demande ,  pour  lès  inconnues  du  problème ,  des  va- 


(•)  Celle  règle  est  due  à  Newton. 
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leurs  nmnériqoes  positives-,  soit  entières,  soit  A^actioDDaii^es >  et  que 
les  équations  conduisent  à^des  expressions  négatives,  ou  à  des  sym- 
boles algébriques,  les  expressions  qui  satisfont  aux  équations  peu- 
Ten^ne  correspondre  à  aucune  solution  du  problème  proposé. 

D^ua  autre  côté  ,  les  équations  d'un  problème  peuvent  avo»^  été 
formées  en  partant  d'une  supposition  qu'on  n'aurait  pas  dû  faire ,  de 
sorte  qu'elles  n'ofifrent  pas  une  traduction  exacte  de  toutes  ks  condi- 
tions de  la  question.  Il  en  résulte  que  si  les  baleurs  de»  inconnues 
qui  satisfont  mx  équcctions  ne  satisfont  pas  au  prQblèm^  ,  on  ,ne 
peut  pas  toujours  en  cpnclure  que  le  problème  énoibcé  soit  impds- 
siblerLe  problème  peut  admettre  une  solution  qu'^n  obtiendrait  en 
rectifiant  l'hypothèse  qu'on  avilit  f^ite. 

La  vérification  des  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues.,  leur  inter- 
prétation par  rapport  à  la  résolution  du  problème.,  et  Texàmeo.  des 
cas  particuliers  auxquels  peuvent  conduire  les  formules  qui  expri- 
ment les  valeurs  des  inconnues,. lorsque  ks  données  ont  été  repré^- 
sentèes  par  des  lettres,  constituent  ce  qu'on  appelle  la  discussion  du 
prOblèBUe.    r         .... 

135.  On  voit,  èA  résiKooié,  que  la  résolution  d'un  problème  ren- 
ferme troi»  parties  : 

1"*  La  mise  eia  équations  du  problème  ;  2<>.la  résolntiondes  équa- 
tions ;  3^  eofia ,  la  discussiont  des  yaleOrs  ou  des  Ibrmutes  obtenues. 

136.  On  classe  1^  problèmes  d'après  le  d'ogre  des  équations  aux- 
quelles ils  conduisent  lorsqu'on  les  traduit  algébriquement.On  appelle 
problèmes  du  premier  de^ré ,  iceux  qui  conduisent  à  des  équations 
du. premier  degré  seulement. 

Problème»  du  premi^*  degré,       '        : 

137.  i«'  ExBiffLk.  Partager  un  nombre  donné  en  deux  parties 
dont  le  rapport  est  donné;  oji  bien.,  trouver  deux  nombres  dont  on 
eownait  la  somme  et  le  quotient. 

Soit  lé  nombre  100  à  partager  en  deux  parjties  dont  la  plus  grande 
contienne  19  fois  la  plus  petite.  - 

Si  nou^  4^ignotts  par  y  Ja  plus  petite  partie ,  la  plus  grande  sera 
représentée  par,  19y. 

La  somme  des  deux  parties  sera  exprimée  par  |/-f-.19y,  ou  202^* 
Or,  cette  somme  doit  former  le  nombre  100.  Donc  la  valeur  de  y 
devra  satisfaire  çt  Véquation  20y  =  100,  dont  la  racine  unique  est 
100      . 
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En  admetUDt  que  la  plus  pelîte  partie  soit  égale  à  5,  la  pi  os  gr»ide 

partie  sera  iSy-^I^Xd^dS;  et-en  effet,  on  a  5-f- 95^=100, 

95  ■ 

--.  ^  19.  Les  deux  nombres  5  et  95  satisfont  au  problème ,  qui  n'ad- 

5  .  ■ 

met  pu  d*atitre.soliiUMi. 

Le  problème ,  dont  renoncé  comporte  deiuc  inconnues ,  yient  d'être 
résolu  au  moyen  d'une  équation  à  une  seule  inconnue.  Maintenant, 
désignons  l'une  des  inconnues  par  œ,  l'autre  par  y  ;  soit  a  la  somme 
donnée ,  et  g  le  rapport  des  deux  inconnues.  Pour  que  le  problème 

fût  résolu ,  il  faudrait  que  les  équations  a;  +  y  »  a  »  — ^=qovLX:^qy 

>    y 

fassent  satisfaites  parle  système  deà  valeurs, de  w  et  de  y. 

Substituant  à -x,  dans  la  première  équation,  sa  valeur  çy,  on  forme 
réquati6n(g4-l)f  =  iDi,d'oà     •  > 

On  a  ainsi  la  solution  uùique  des  deux  équations,  qtii  donne  en 
même  temps  la  solution  unique  du  problème.  On  en  déduit  cette 
règle:  Ditiêfiz  la  somme  ^Umnée,  a,  par  le  rapport  donné, 
augmenié  d^une  unité;  te  quotient  sera  la  valeur  de  Cun  des  deux 
nombre»  c^^<^^^>  ▼ousobtiendreiTautre,  soit  en  multipliant  ]e 
premier  par  le  rapport  donné,  soit  en  retranchant  le  premier  de  la 
somme  donnée. 

138.  2*  ExBMPLB.  Trouver  deux  nombres  dofU  on  eeànait  la 
différenee  et  le  quotient. 

Soient  x,  y,  deux  nombres  dont  le  plus  grand  doit  contenir  19  fois 

le  plus  petit ,  et  dont  là  différence  doit  être  égale  à  180.  Les  équations 

du  problème  sopt      a;— y=180,  ic=e=19y. 

Od  en  déduit  y-* là,  éx^mi  et  en  effet,  ^90 —  10»  180; 

190' 

-^=19.  Les  nombres  190  et  10  résolvent  donc  le  problème ,  et  ceUe 

solution  est  unique. 

Pour  résoudre  le  même  prc^lème  algébriquement,  sinent  a  la 
différence  donnée  ,q  le  rapport  donné  ;  x  et  y  les  nombres  cherchés. 
Nous  poserons  les  deux  équations  x — y=a,  x«=^y,  qui  admettent 

la  solution  unique  y  =  — j ,  x  =  — r?-. 

Ces  formules  donnent  les  valeurs  positives  de  y  et  de  x  qui  résol- 
vent le  problème ,  quel  que  soit  le  nombre  a ,  tant  que  le  nombre  q 
est  plus  grand  que  Tunité. 
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2 

Si  Ton  avait  g  <  1 ,  et  par  exemple ,  g  »  ô  t  ies  yalearsde  y  et  de  «r 

se  préseoteraient  sous  >  la  foroie  û*€xpr99êion$  négûHves^  savoir, 
f«— hT---j,  ^  — "^(i")'  ^*  valeurs  satisferaient  encore 

■V  <U7 — ('—■Cl)  Œ 

aux  équations;  car  on  aurait  or  — y» —  i^ ^«a,  — *=^; 

et,  dansTexemple,  y— — 3a^  a;»  — âa,  d*oà 

œ^y 2a-.(-.3a)— aa+Sa^a,     £r=^=..| 

On  aurait  ainsi  deux  exprimons  négàîvoee  dont  la  différence  algé- 
brique serait  égale  àsi^et  dont  le  quQtient  serait  égal  à  q. 

Mais  l'on  aurait  tort  d'en  eooclure  que  le  problème  proposé  a  ad- 
met pas  de  solution  en  nombres  positifs*  Si  en  effet  on  suppose 

2 

««100,  (f ^  ^  les  valeurs  â?  =  200,  y  =  300  donnent 

^       200      2     ,  ,^ 

Donc  les  nombres  positifs  200  et  300  satisfont  au  problème.  II  fout 
remarquer  que»  dans  les  mêmes  hypothèses,  les  formules  dofanent 

100  ^^^i 

y«=5 =—300,     ««-71 =  — 200,c*est-à*direque  ces 

3      *  3     * 

valeurs,  abstraction  faite  du  signe»  satisfont  à  la  question. 

Dans  ce  cas ,  la  forme  négative  des  valeurs  ioconnues  provient  de 
ce  qu'en  établissant  les  équations  du  problème  on  est  parti  d'une  sup- 
position qu'on  n'aurait  pas  dû  faire.  Le  rapport  q  étant  plus  petit  que 
l'unité»  il  s'ensuit  que  le  nombre  a?»  ^y  est  moindre  que  y.  î>onç , 
pour  exprimer  la  différence  numéVique  de  a;  et  de  y,  on  n'aurait  pas 
dû  poser  or  —  y,  mais  au  contraire  y  —a?. 

La  rectification  que  Ton  doit  faire  dans  la  supppûtion  est  indiquée 
d'une  manière  précise  par  les  résultats  algébriques  obtenus.  €ar  si 
Ton  désigne  par  x',  y',  les  valeurs  numériques  absolues  des  expres- 
sions négatives  x,  y,  auxquelles  on  est  parvenu,  les  équations 
x^y^aj  œ^qy  deviendront(— a?')— (— y')«=a,  (— aî')=gX(— y'), 
ou  bien  y' — a?'  =  a ,  x'= qy\  et  l'on  obtiendra 

a  aq 
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On  reconnaît  ainsi  que  les  yaleurs  numériques  absolues,  y\  x'ûe  y 
et  de  X  satisfont  au  problème ,  pourvu  qu'on  retranche  x'  de  y'. 

De  ce  qui  précède ,  on  déduit  une  règle  unique ,  pour  les  cas  où  le 
rapport  donné  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tunîté.  Diyisez  la 
différence  donnée  par  la  différence  qui  existe  entre  l'unité  et  le 
rapport  donné;  le  quotient  iera  la  valeur  de  lun  des  nombres 
cherchés.  Vous  obtiendrez  l'autre  en  multipliant  le  premier  par  le 
rapport  donné. 

Enfin ,  si  Ton  supposait  ^b»  1 ,  les  formules  y^~7,  s=^  -^ 

donneraient  y  =  =g  =  oo,  x=  ^=:.qo.  £t en  effet,  puisque  q^^i, 

on  a  â?» y;  il  n'est  donc  pas  possible  de  satisfaire  à  la  condition 
X — y=rtat  par  des  valeurs  finies  de  x  et  de  y. 

Les  valeurs  infinies  des  inconnues  apprennent  tjue  si  le  rapport  q^ 
d'abord  différent  de  Twiité ,  prenait  successivement  des  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  de  l'unité ,  les  inconnues  x ,  y,  deviendraient 
de  plus  en  plus  grandes  et  pourraient  devenir  plus  grandes  que  toute 
quantité  assignable.  Gela  est  d'ailleurs  évident,  puisque' les  .fractions 

y  =  — ^ ,  X  *=»  — ^  auraient  un  numérateur  invariable ,  a ,  et  un 
Q    *  I 1 

dénominateur  qui  deviendrait  de  plus  en  plus  petit  et  décroîtrait  in- 
définioient ,  jusqu'à  zéro. 

139.  3"  Exemple.  Trouver  deux  nombres  dont  on  connait  la 
somme  et  la  différence^  ou  bien,  partager  un  nombre  donné  en  deux 
parties  qui  aient  entre  elles  une  différence  donnée. 

Soit  le  nombre  100  à  partager  en  deux  pairies  qui  aient  ane  âMTé- 
rence  de  14  unités. 

Si  nous  désignons  par  y  la  plus  petite  partie,  la  plw  grande  sera 
représentée  par  y -|- 14.  La  somme  des  deux  parties  sera  exprimée 
par  y-|-y  +  l*>  ^^  2^+**-  L'équation  du  problème  est  donc 
2y+14  =  100,  ou  y+7  =  50.  Donc  y=43.  La  plus  grande  par- 
lie  sera  43+14  =fe  57. 

Généralement ,  soient  a  et  5,1a  somme  et  la  différence  données; 
xeiy  les  nombres  cherchés  il  faudra  qu'on  ait  x-{^^=a,  x — y«=»ô. 

Éliminant  par  addition  et  par  soustraction ,  l'on  obtient 

fl-j-6      ^_i   ^  g— ft      a      ô 

^"=-2^'==  5+ 2'     ^"""T""'2""2' 
On  en  déduit  celte  règle  :  Vun  des  nombres  cherchés  est  égal  à  la 
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demi-somme  plus  là  demi-différence^  et  l'autre  est  égal  d  la  iemi- 
sàmme  moins  la  demi- différence. 

140.  En  verta  des  règles  établies  pour  résoudre  les  pk'oblèmes  pré- 
cédents, l'on  pourra  toujours  considérer  comme  connus  deux 
nombres  dont  on  saura  trouver  le  rapport  et  la  somme  ^  ou  le 
rapport  et  la  différence ,  oH  la  somme  et  la  différence.  Ainsi ,  Ton 
pourra  faciliter  là  résolution  de  certains  problèmes  à  deux  inconnues, 
en  prenant  pour  inconnues  auxiliaires  la  somme  des  nombres  de- 
mandés et  leur  différence  ou  leur  rapport. 

144.  ¥  ExBMPLR.  Deux  courriers  suivent  la  fnême  route  dans  le 
même  sens^  et  doivent  passer  par  Paris  et  Lyon.  On  sait  que  le  pre- 
mier courrier,  M,  qtii  parcourt  un  myriamètre  en  une  heure,  doit  arri- 
ver à  Lyon  35  heures  après  V (arrivée  à  Paris  du  second  courrier,  N, 
^i  parcourt  un  myriamètre  et  demi  en  une  heure.  La  distance  de 
Paris  à  Lyon  est  de  45  myriamétres. 

Hy  agit  de  déterminer  le  point  de  rencontre  des  deux  courriers  (*). 

Le  premier  courrier^  M ,  parcourt  toute  la  route ,  de  Paris  à  Lyon, 
en  45  heures.  Par  conséquent^  au  moment  où  le  second  courrier,  N> 
arrive  à  Paris ,  le  ^emier  courrier,  M ,  qui  doit  marcher  encore 
pendant  35  heures  pour  atteindre  à  Lyon ,  est  déjà  parti  de  Paris  de- 
puis 45—35  ou  10  heures  :  le  courrier  M  se  trouve  donc  en  un  point  G 
de  la  route ,  entre  Paris  et  Lyon ,  à  35  myriamètres  de  Lyon ,  et  à  10 
«lyriamètres  de  Paris. 

N  'M 

i. ( .— .— ^ : . 

.PC  L 

Prenons  pour  inconnue  le  temps  qoi  doit  s*écouler  depuis  l'instant 
où  les  codrriers  ^  et  M  partent  respectivement  de  Paris  et  du  point  C 
jusqu'au  moment  de  leur  rencontre ,  c'est-à-dire  le  temps  nécessaire 
pour  que  le  second  courrier  N  atteigne  le  premier,  après  s*en  être 
rapproché  de  10  myriamètres ,  et  désignons  ce  temps  par  z  heures. 


(*)  On  suppose  que  chaque  courrier  pmreouri  eenslamment  de$  nombref  égaux  de 
myriamètres  dans  des  temps  égaux  ^  de  sorte  que  les  longueurs  des  romes  parcoo- 
rues  par  un  m«me  courrier  sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  par- 
«oùrir;  c'est  ce  qu'on  eiprime  en  disant  que  le  mouvement  est  uniforme.  Le 
nombre  de  myriamètres  pacconras  par  un  mobile  en  une  heure,  et  généraieme«t 
U  nombre  d'unités  linéaires  parcourues  dam  Funité  de  temps,  mesure  la  vitesse 
du  mobile.  Lorsque  le  mouvement  est  uniforme,  la  vitesse  est  constante  et  réci- 
proquement. ' 

Dans  l'exemple,  la  vitesse  du  premier  courrier  est  de  i  myriamètre àlhenre 
cekie  du  second  est  de  imyr.^s.  ' 
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Le  secood  courrier  se  rapproche  da  premier,  après  chaque  heure 
de  marche,  de  5  myrîam.  Donc  ,  après  %  heures ,  il  s'en  sera  rappro- 

Imyr.  i 

chée  de  5  X  ^;  et  il  faut  qu'on  ait  x  ji  <=  10.     Par   conséquent , 

2*=  90.  Le$  courriers  se  rencontreront  après  20  heures  de  marche, 
depuis  leur  départ  simultané  de  Paris  et  du  point  G.  Au  moment  de 
la  rencontre,  le  premier  courrier,  qui  a  marché  pendant  20  heures 
à  partir  du  point  G ,  se  trouve  à  20  myriam.  du  point  G;  il  esta 
10 -{-20  ou  30  myr.  de  Paris,  et  à  35—20  on  15  myriam.  de  Lyon. 
Le  second  courrier,  qui  a  marché  pendant  20  heures ,  à  partir  de 
Paris ^  a  parcouru  20Xlf5  ou  80  myriam.;  il  se  trouve  aussi  à 
30  myriam.  de  Paris. 

Il  est  donc  vérifié  que  les  deux  courriers  se  rencontreront  entre 
Paris  et  Lyon,  à  30  myriam,  de  Paris ,  ou  15  myriam.de  Lyon. 

142.  Nous  allons  encore  résoudre  ce  problème  d'une  autre  manière. 

Supposons ,  pour  mettre  le  problème  en  équations,  que  les  deux 
courriers  doivent  se  rencontrer  entre  les  deux  villes,  P,  L,  en  un 
point  R,  après  être  partis  au  même  moment,  l'un  du  point  G,  l'antre 
du  point  P.  La  route  PL  contient  45  myriam.  La  route  GL  est  de 
35  myriam. 

N  M 

I -I — . ^i; 1 ^— -I 

P  G  R  L 

Désignons  par  x  le  nombre  de  myriam.  de  la  route  PR ,  de  Paris  au 
point  de  rencontre  ,  et  par  y  le  nombre  de  myriam.  de  la  route  RL , 
du  point  de  rencontre  à  Lyon.    • 

La  roule  GR  =  GL— RL,  parcourue  par  le  courrier  M,  sera  de 
35  —  y  inyriamèlres. 

Il  faut  d'abord  qu'on  ait  x+y  ^\5  (1) 

Maintenant ,  le  nombre  des  heures  qui  doivent  s'écouler  depuis  le 
départ  simultané  des  courriers  N  et  M  jusqu'à  l'instant  de  la  ren- 
contre ,  peut  être  exprimé  de  deux  manières  différentes ,  selon  que 
l'on  considère  ce  temps  comme  employé  par  l'un  ou  par  l'autre  des 
courriers. 

Le  courrier  N ,  qui  fait  l"»y'-,5  par  heure ,  fera  1™^'-  en  ^r-^  heure; 

1,0 

"^  X 

il  parcourra  x  myriam.  en  7-r  heures. 

Le  courrier  M,  qui  fait  1  myr.  par  heure ,  fera  35  —  y  myriam.  en 
35 — y  heures. 
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Or,  les  deux  roales^R ,  CR  sont  respectivement  parcoames  par  les 
courriers  N,  M,  dans  le  même  temps.  Il  faudra  donc  qu'on  ait 

-^=,35— 2/,<Jua?=35  X  1,5  — l,5y,  ou  bien  2â;  =« 35  X  3— 3y , 

ou  enfin  2a?  +  3y  =  105    (2). 

Éliminant  x  ou  y,  par  réduction,  entre  les  équations  (1),  (2),  on 
trouve 

— .  y  =  105— 90=15,  a?=^45X  3—105=30. 

143.  Résolvons  le  même  problème  d'une  manière  générale,  en 
r^jrésentant  p^r  des  lettres  les  quantités  données ,  ainsi  que  les  in- 
connues* 

Deux  mobiles  M ,  N ,  miv^  la  même  route  dans  le  même  sens, 
avec  des  vitesses  constantes^,  V,  et  doivent  passer  j^ar  les  f  oints  A. , 
B ,  dont  la  distance  est  de  d  myriamètres.  On  sait  que  le  premier 
mobile.  M,  doit  arriver  au  point  B ,  n  heures  après  l'arrivée  du 
mobile  N  au  point  A.     ' 

Il  s'agit  de  déterminer  le  point  de  rencontre  des  deux  mobiles. 

N  M 

I ! , ^1 1 

A  C  R  B 

Pour  mettre  le  problème  en  équations,  supposons  d'abord  la  vi- 
tesse V  dii  mobile  N  plus  grande  que  la  vitesse  V;  admettons  qu'an 
moment  où  le  second  mobile  N  arrive  au  point  A ,  le  premier  mo- 
bile M  se  trouve  en  un  point  G  situé  entre  A  et  B;  enfin,  que  les 
deux  mobiles  doivent  se  rencontrer  en  un  point  R ,  entre  A'  et  B. 

Le  mobile  M ,  qui  parcourt  Y  myriam.  en  1  heure ,  fait  1  myr. 

en  Y  beure ,  et  il  parcourt  toute  la  route  AB  en  ^  beurcs.  Au  mo- 
ment où  il  se  trouve  a9  point  C ,  il  doit  marcber  encorç  pendant 
n  heures  pour  atteindre  au  point  B  ;  la  distance  GB  est  donc  de 
Vn  myriam.  La  distance  AG  est  de  d— Vn  myriam.  (*). 


(*)  Le  mobile  H  a  parcouru  cette  distance  AC  en  — --—  heures.  Sî  l'on  repré- 
sente para  la  distance  connue  AG,  ou  par  h  le  nombre  connu  d'heures  que  le  mo- 
bile M  emploie  à  parcourir  cette  distance,  on  reconnatt  que  le  problème  proposé 
revient  à  Tnn  des  deux  suirants  : 

io  Ihux  mobile$  V-tt  fi  suivent  la  même  route  dans  le  même  sens,  avec  des  vi- 
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DésîgnoQS  par  X ,  y,  les  nombres  de  myriamètres  contenus  dans 
les  lignes  AR ,  BR ,  et  par  z  le  nombre  des  heures  qui  s*éconlent  de- 
puis le  départ  simultané  des  deux  mobiles  qui  partent  respectivement 
du  point  G  et  du  point  A ,  jusqu'au  moment  de  la  rencontre.  Le  pro- 
blème sera  résolu  lorsqu'on  connaîtra  Tune  des  distances  â?,  y. 

Dans  le  temps  z ,  le  mobile  N  parcourt  V'z  myriam.  On  devra 
donc  avoir 

jr=V'jr,  et  y=d— a?=d— V'z. 

La  question  est  réduite  à  trouver  z. 

Or, les  mobilesse  rapprochent  de  V— V  myriam.  en    1        heure, 

de      1      myriam.  en  ^, ^  heure, 

et  de  d— Vn  myriam.  en  y'^\  heure. 
Delà     z  =  ^=^-    X      ^'(«t-V")      „      'f[y'n~d) 

Si  Ton  veut  résoudre  le  problème  comme  au  n^  14â»  on  forme 
dc^x  équations  entre  les  deux  inconnues  x  et  y.  On  a  d'abord 

x  +  y^d,  (1) 

Ensuite ,  le  mobile  N ,  qui  Tait  V  myr.  par  heure ,  fera  1  myr.  en 

y7  heure ,  il  parcourra  x  myriam.  en  r^.  heures. 
Le  mobile  M  doit  parcourir  GR  ou  CB  —  BR ,  ou  Vn  —  y  myriam. 

Or,  il  fait  V  myriam.  en  1  heure ,  il  fait  donc  1  myr.  en  -^  heure  Jl 

Vn V 

parcourra  Vn— y  myriam.  en — r?— ^heures.  On  a  donc  encore 

réquâtipn  yT=t-^^^,  ou  Var==V'Vn  — V'y,  ou  bien 

Va?  +  V'y  =  V'Vn  (2) 

Éliminant  par  réduction  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  obtient 
facilement 

.=lSt=^,    U^^^.  (A) 


leise»  eoMlantei,  et  partent  au  même  initant  de  de^ux  points  différente,  A,  C,dont 
ia  distance  a  est  donnée.  Trouver  le  point  de  rencontre  des  deux  mobiles. 

2o  Un  mobile  M  estdéjjà  parti  du  point  A  depuis  h  heures,  lorsqu'un  second  mo- 
bile N  part  du  point  A ,  pour  suivre  la  même  route  que  le  premier,  dans  le  même 
sens.  On  cannait  les  vitesses  constante»  V,  V' ,  des  deux  mobiles.  Trouver  le  pointas 
rencontre. 
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144.  Discussion.  La  valeur  de  x  est  positive  dans  deux  cas  différents , 
savoir,  lorsqq'ou  a  à  la  fois  V  <  V  et  V/*  <</,  et  lorsqu'on  a,  à  la  fois, 
V>V'etV»>rf. 

1**  Lorsqu'on  a  ,  à  la  fois,  V<  V  et  Vi*  <<i,  on  peut  avoir  en  même 
temps  d  <V'/» ,  ou  bien  d=:\'n  ,  ou  enfin  d'^Vn. 

Si  l'on  a  Yn^d^Y'n,  la  valeur  àty  est  positive  en  même  temps  que 
«elle  de  x,  et  Ton  a  x^d,  ^<V/»  <<i,0  ,  ar><i— V». 

Le  problème  est  alors  résolu  conformément  aux  suppositions  que  nous 
avons  faites.  Les  deux  mobiles  se  rencontrent  en  un  point  R  situé  entre 
A  et  B.  Au  moment  où  le  mobile  N  se  trouvait  au  point  A ,  le  mobile  M 
se  trouvait  en  un  point  G,  entre  A  et  B.  Le  point  de  rencontre  R  est 
situé  entre  G  et  B. 

Si  l'on  a  Yn^^d  et  d=z\'n,  la  valeur  de  ^  est  nulle.  On  a  /=0 ,  xs=d. 
Les  deux  mobiles  se  rencontrent  au  point  B.  Au  moment  ou  le- mobile  N 
se  trouvait  au  point  A ,  le  mobile  M  se  trouvait  en  un  point  G ,  entre  A 
et  B,  à  une  distance  AG  =  (V— V)  ». 

Si  l'on  a  V/i  <Y'n<^,  la  valeur  de  x  est  positive,  mais  la  valeur  de 

V(rf— V'/O  ^       .  ,  ,    ,  ,. 

X  est  négative;  on  a  ^  = rrj — == — .  Pour  mterpreter  ce  résultat,  ob- 
servons d*abord  qu*on  a  ar>c?,  car  Thypothèse  V'/«<  d  donne  VV'»<  V<i , 
donc  le  reste  \'d  —  VV»  est  plijis  grand  que  le  reste  V'd —  \d  ;  d'où 

y'(^— Vy»)><;(V'— V)  et  — ^^^— >^-  Cette  valeur  x></  indique 

que  le  point  de  rencontre  ne  se  trouve  plus  entre  A  et  B.  Il  peut  donc  se 
faire  que  l'expression  négative  de  >*,  provienne  de  ce  que  nous  sommes 
partis  d'une  fausse  hypothèse ,  lorsque  nous  avons  supposé  le  point  de 
rencontre  entre  A  et  B. 
j^    jyi  Admettons  maintenant  que  le  point  R  soit  sur  le 

I — I / 1      prolongement  de  AB  ;  et  parce  qu'on  a,  par  hypothèse, 

A  G  B  R  Vn<t/,  ou  GB  <AB  ,  supposons  encore  que  le  mobile 
M  se  soH  trouvé  au  point  G ,  entre  A  et  B ,  au  moment  où  le  mobile  J\ 
parvenait  au  point  A. 

Désignons  par  jc,  x  *«»  distances  AR,  BR;  delà  GR=CB+BR=V/i-f-j^; 
AR  —  BR=rAB.  Nous  aurons  les  deijix  équations 


(•}  L'hypolbèse  \'n>d  donne  VV'»>Vrf;    d«nc  VUi-YV'»<V'd-Vd,  ou 

V'(d-V»)<d(V'-V),  et  i;^l2î2<d. 

L'hypothèse     Vn<d    donne    y'«-d<V'n~Vtt;.     donc       ^~^  <n     et 
.  ^  ^   "T— <  ^*^'y  par  conséquent  y<v»<d. 
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d'où  l'on  dédnit   x 


o«  V«— VV=:V'V»    (4), 


v— V    •      •"       V— V 


Les  deux  mobiles  se  rencontrent  sur  le  prolongement  de  AB ,  en  un 
point  R,  dont  noos  venons  d'obtenir  la  distance  an  point  A  on  an  point 
B,  après  avoir. rectiÇé  14iypothèse  qoe  lions  avions  faite  d*abord.  Ainsi, 
il  est  établi  qoe  la  valeur  négative  de  y  provenait  de  la  manière  dont  le 
problème  avait  été  mis  en  équations,  et  non  de  l'impossibilité  de  résoadre 
la  question. 

Il  faut  remarquer  que  les  équations  (3) ,  (i)  pouvaient  se  déduire  des 
équations  (1)  et  (3)  en  y  remplaçant  x  P^^  ^^X*  ^  V^^  ^  valeur  positive 
de  jr ,  tirée  des  équations  (3) ,  (4) ,  est  égale  à  la  valeur  numérique  de 

l'expression  négative  >•  =? v:^y —  ^^""^ ^^ équations (1) et (*). 

yr  /j      Yn) 
Cela  devait  être.  Car  si  Ton  désigne  par  p  la  valeur  — rr^ — r=— ,  et 

y  '^ \'n) 

par  ^  la  valeur  numérique  absolue — :^^ — ^= — ,    le    systèine    x=zp, 

y:^^q  donne  la  solution  des  équations  (1)  et  (2)  ;  de  sorte  qu'bn  a  les 
égalités 

p4-(— ^)=^.  Vp+V'X(--î)=V'V«,  ou  bien  /H-^p=rf,  yp—Vj^Wn. 

Donc  si,  dans  les  équations  (1),  (2)^  on  change  y  en  — x*  ^  ^^^ 
quelles  deviennent 

or— 7=rf     (8).  Vx  — VyrrW/i     (4), 

le  système  x=pj  y=zq  donne  la  solution  de  ces  dernières  équations. 

Par  conséqi^ent  Us  formules  (A),  qui  correspottdaieni  à  un  cas  diffireut 
du  problème ,  résoudront  encore  la  question  dans  le  cas  actuel ,  posuvH  que 
l'on  convienne^  lorsque  la  distance  BR  se  présente  sous  lajorme  d'utu  ex- 
pression  négative^  de  porter  la  valeur  absolue  q^  de  cette  distance,  à 
partir  du  point  B ,  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu*elle  aurait  dû  prendre 
si  elle  avait  été  positive, 

^^  Lorsqu'on  a,  à  la  fois,  Y >  Y^  et  Yn'^d  /on  peut  avoir  en  même 
temps  ^>  Y'»,  ou  bien  d=z\'n  ,  ou  enfin  d^\'n. 

Si  l'on  a  Y/i><^>  Y'i» ,  la  valeur  de  y  est  positive  en  même  temps  que 
celle  de  x.  Ces  valeurs  sont 

_^  Y'(Y/i  — <£)  __  Y  ((/—  y'n) 

'^  V^IIV'''      '^'"       Y  — Y' 

La  distance  BC=Y/i  étant  plus  grande  que  BA=«?,  le  mobile  M,  qui 
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M    N  s6  méat  avec  une  plus  grande  ifite^se  que  le  mobile  N» 

C  A  R  B  **'  ^^  arrière  da  point  A,  sur  le  prolongement  de  BA, 
au  moment  où  le  mobile  N  atteint  an  point  A.  La  dis- 
tance AG,  précédemment  exprimée  par  d — \n,  on  — (Vn^-'d),  se  pré- 
sente sons  la  forme  d'ane  expression  négative ,  et  la  valeur  absolue  de 
cette  distance  est  véritablement  Y#i-«^;  de  sorte  cpie  la  forme  négative 
avertit  seulement  que  la  distance  \n  —  d  doit  être  actuellement  portée , 
à  partir  du  point  A,  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'elle  prenait  lors- 
qu'elle était  positive.  * 

On  a  xf^d,x^d  (*).  Les  deux  mobiles  se  rencontrent  entre  les  points 
A.B. 

•Sî'  Von  a  Tm  >  <2  et  dsa\^n ,  on  conclut  x essd  ,  /=  0.  Les  mobiles  se 
rencontrent  au  point  B. 

•Si  l'on  a  ¥«>  V'/i>  d,  la  valeur  de  x  est  positive  ;  mais  la  valeur  de 
.      .       ..  V(V'/i— rf) 

y  estnegabve.  On  a  /=. —  y^yf — 

On  s'assurera ,  comme  nous  l'avons  fait  précédem- 

iTt — n — R  .  ...  V(V'«— J)    , 

^^    A.      u     fi    ment,  quen  portant  la  distance  — — — =7—  ,  a  partir 

du  point  B  sur  le  prolongement  de  AB  »  c'est-à-dire  dans  un  sens  con- 
traire à  celui  qui  convenait  à  la  valeur  positive  de  BR,  on  obtient  un 
point  R  où  se  rencontrent  les  deux  mobiles  ;  de  sorte  que  la /orme  négn- 
Hve  sous  laquelle  se  présente  la  valeur  de  x  ûi<liqae  encore  ici  une 
modification  que  doit  subir  l'hypotbèse  d'après  laquelle  le  problème  avait 
été  mis  en  équations. 

145.  La  valeur  de  x  est  négative  dans  deux  cas  differentt,  savoir,  lors- 
qu'on a,  à  la  fois,  V<V',  V«></,  et  lorsqu'on  a,  à  la  fois,  V>V',  V»<«r. 

1*  Lorsqu'on  a,  à  la  fois,  V<V',  Yn'^d ,  il  en  résulte  que  le  point  C , 
où  se  trouve  le  mobile  M,  quand  le  mobile  N  atteint 
R  C  A,  B  '*  point  A ,  est  en  arriére  du  point  A ,  sur  le  prolonge- 
ment de  BA. 

L'hypothèse  V'>  V  donnant  V'»>  Vn  >  d,  on  doit  avoir  à  fortiori^ 
rf<V'it.  La  valeur  de^est  positive,  etrotia7>Vi»>£/,  ou  BR>BC>BA. 

Les  deux  mobiles  se  sont  rencontrés  en  arrière  du  point  C  sur  le  pro- 
longement de  BAG.  hsL  forme  négative  sous  laquelle  se  présente  la  valeur 
àe  X ,  indique  une  rectification  à  faire  dans  Thypothèse  par  laquelle  on 
avait  admis  que  le  point  R  se  trouvait  entre  A  et  B. 

'  L'hypothèse  Vii<d  donne  W'n<V(l,  d'où  W'fi-V'd<Vd-V'd,  ou  bien 
V'(Vn-d)<d(V-V').  Donc^y^^<d. 

L'hypothèse  V»>d  donne  VY'fi»'d,  d'où  Vd— VV'n<Vd— V'd,  ou  bien 
V(d-V'ii)<d(V-V').  Donc  ï^^=Çî^<d. 
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On  a  X  = v^Hv""»  **  **  valeur  absolue         ^    — ,  portée  a 

partir  d»  point  A  sur  le  prolon|;ement  de  BA ,  donne  le  point  R  qui  ré- 
sout le  problème. 

Les  équations  directes  du  problème  sont  y^x  =  rf,  y  y — Vx  =  Y'Vn. 

«♦  Lorqu'on  a  à  la  fois  V  >  Vet  V»<</,  U  en  résulte  rf>  V»>V'«. 

On  a  donc  BG  >  BA.  Le  point  G  est  entre  A  et  B. 

V(rf— V'i») 
m      j^  La  valeur  y^  — =r — ^^—  est  positive,  et  l'on  a  jr><i. 

R~A    c    B    /    •  y^d^yn)  _   .  ..     ,    . 

La  valeur  x=a« — — — —  est  négative.  Les  oew 

mobiles  se  sont  rencontrés  en  arrière  du  point  A  ,  à  une  distance  A^, 
dont  la  valeur  absolue  est  — ~ — =rj — . 

La  forme  négative  de  la  valeur  de  x  indique  encore  qu'on  doit  rectifier 
la  supposition  et  placer  le  point  R  sur  le  prolongement  de  BA. 

Les  équations  directes  du  problème  sont/ — x=id^  y 'y — VoprsV'V*. 

Ii6.  Si  Ton  supposé  les  vitesses  égales»  V  «-V,  d'où  ¥»==¥'»,  et  que 
les  produits  égaux  Va  ,  Vn ,  soient  différents  de  la  quantité  connue  d, 
les  formules  (A)  donnent  j:  =  »  ,  jtssod  . 

Or,  par  l'hypothèse  V:ï=V',  les  équations (1)  et (8)  deviennent  x-\ry=^* 
Vx4-'Vy=VV/» ,  ou  x-|-7=V«.  On  a  donc. deux  équations  dont  les  pre- 
miers membres  sont  identiques,  tandis  que  les  seconds  membres  sonf 
inégaux.  Par  conséquent ,  les  équations  sont  incompatibles ,  et  il  est  im- 
possible d'y  satisfaire  par  aucune  valeur  finie  des  inconnues  x,  y. 

Dans  les  mêmes  circonstances ,  le  problème  est  lui-même  impossible. 
Car  les  quantités  \n  et  d,  ou  les  distances  BG,  BA  éUnt  différentes,  les 
deux  mobiles  sont  partis  de  deux  points  différents  A  et  C  au  même  in* 
stant.  Or  ils  se  meuvent  avec  des  vitesses  égales;  ils  sont  donc  oonstam* 
ment  séparés  par  nu  intervalle  égal  à  AG  :  leur  point  de  rencontre  n'existe 
pas.  La  forme  infinie  que  prennent  les  inconnues  x  ,  j^,  lorsque  y==V'> 
avertit  de  plus  que  si  les  vitesses,  au  lieu  d'être  égales,  étaient  supposées 
de  moins  en  moins  différentes ,  les  distances  x  ,y,  deviendraient  de  plus 
en  plus  grandes;  le  point  de  rencontre  R  s'éloignerait  de  plus  en  plus  des 
points  A,  B  ;  la  différence  V — Y  des  deux  vitesses  pourrait  être  supposée 
fisses  petite  pour  que  les  distances  x,  y  devinssent  plu&  grandes  qu'une 
quantité  donnée,  quelque  grande  que  fût  cette  quantité. 

m.  Enfin,   si  Ion  suf^ose  à  la  Ibis  V«V',  d'où  Vi»=VU,  et 

Vh  =  V'/«  =rf,  les  formules  (A)  donnent  jc  =  - ,  /  =  g.  Et  en  effet,  les 

équations  (1)  et  (3)  deviennent  identiques  par  cette  double  hypoth««P; 
elles  sont  indéterminées. 
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Le  problème  est  Itti-méine  indëterminé  ,  c>st- à-dire  que  chaque  point 
de  la  nmte  eit  «n  point  de  rencontre  des  deux  mobiles.  Car  les  quantités 
Va  et  </,  on  les  distances  BG,  BA  étant  éc^dles,  les  deux  mobiles  sont 
partis  an  même  instant  dn  même  poitM  A  ayec  des  vitesses 'égales,  de 
sorte  qv'ils  ne  sont  jamais  téparéft» 

148.  5*  £inii»Lx.  Deux  tAobiles  M,  N,  tuivent  la  même  route, 
en  sens  contraires ,  venant  à  la  rencontre  Vun  de  Vautre ,  avec  des 
vitesses  constantes  V,  V  ;  ils  doivent  passer  par  les  points  A ,  B , 
dont  la  distance  est  de  d  myriamètres.  On  sait  que  le  premier  mo- 
Mie  M ,  doit  arriver  au  point  B ,  n  heur^  après  l'arrivée  du  mo- 
bile N  €iu  point  A .  n  s'a§it  de  déterminer  le  point  de  rencontre  des 
deux  mobiles. 

! ; ; ' 1 

A  R      .  B  C 

AamomeBt  où  le  mobile  N  anÎTe  au  poki^  A ,  le  nn^ile  M  qui 
s'avance  dans  le  sens  €BA,  <loit  mardier  encore  pendant  n  heures 
pour  atteindre  au  point  B  ;  il  se  trouve  donc  en  un  point  C  dont  la 
distance  au  point  B  est  de  Vn  myriamètres.  La  distance  AG  est  de 
4  +  Vn  myriamètres.  La  rencontre  des  deux  mobiles  se  fera  entre 
les  points  A  et  G  ,  d*où  ils  partent  simultanément. 

Pour  mettre  le  problème  en  équations,  supposons  que  la  rencontre 
doive  avoir  lieu  en  un  point  R  situé  entre  A  et  B.  Désignons  par 
X,  y,  les  nombres  de  niyriamètres  contenus  dans  les  les  lignesAR,  BR, 
La  disëmce  CR  est  exprimée  par  Yn-f- y.  On  a  d'abord 

y+x==d  -  •      (1) 

Le  temps  qne  les  deux  mobiles  emploient  respectivement  à  par-^ 

courir  les  distances  AR ,  GR ,  est  exprimé  par  Y'  et  par  — ^^.  Oh  a 

donc  réquation    ^^  ^  -ÏXï  ou  bien  \'y  —  Yx  =— V'Vn,      (2) 

Il  iBiporte  de  remarquer  que  cette  seconde  équation  est  précisé- 
mort  celle  qu'on  obtiendrait  si  Ton  changeait  «-{-V  en  —V  dans  l'é^ 
quation  (2)  du  proMème  précédent  (n«  143). 

Résolvant  les  équations  (1)  et  (â)  que  nous  venons  de  former,  on 
obtient 

■^—     V'+V     •    ■'         V+V  ^  ' 
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Or,  ces  formules  (B)  sont  précisément  celles 4pic on  oMen^ait  si 
Ton  changeait  -f-^  en  —Y  dans  les  formiUes  (A)  du  problèmerprécé- 
dent.  On  aurait  donc  pu  se  dispenser  de  laetUfile  nouveau  problème 
en  équations  et  de  le  résoudre  directement;  la  tolutitm  se  serait 
déduite  y  comme  cas  particulier ^  des  formula  (A),  si  Vmt  était 
convenu  de  considérer  comme  négâtivb  la  vitesse  Y  du  mobile  M , 
dans  le  au  oit  ce  mobile  marcherait  en  un  sens  CA  contraire  à 
celui  qu'il  suivait  lorsque  la  vitesse  était  positive. 

On  voit  d'ailleurs ,  par  les  forqniles  (B),  que  si  Ton  a  d  <  Y'n ,  la 
rencontre  a  lieu  entre  A  et  B,  conformément  à  la  supposition  ;  que  si 
ToQ  a  d=^  Y'n ,  la  rencontre  a  lieu  au  point  B^*  enin ,  que  rî  l'on  a 
d  <  Yn ,  la  renconte  a  lieu  entre  les  points  B  et  G. 

149.  6'  ExBMPLE.  Un  entrepreneur  voulant  payer  ses  ouvriers 
trouve  que  y  s'il  donnait  m  francs  à  chaque  homme,  il  lui  manque- 
rait a  francs  pour  effectuer  le  payement,  et  que,  sHl  donné  n  francs 
à  chaque  homme ^  il  lui  restera  b  francs.  On  demande  combien  il 
emploie  d  ouvriers  et  combien  il  a  émargent. 

Soit  X  le  nombre  des  oorriers.  La  dépense ,  k  raison  de  m  fhincs 
par  homme,  serait  de  mo)  francs.  L*entrepren«iradonemjD— «Arancs. 
D*un  autre  côté ,  s'il  donne  n  francs  i  chaque  homme ,  la  dépense  est 
de  nx  francs  ;  Tentrepreneur  a  donc  nx-^-b  francs.  Par  conséquent , 
la  valeur  de  x  doit  satisfaire  à  Téquation 

mx  —  a=nxr{-b,    d'où 

j_      1 

est  négative ,  et  par  suite  Fexpression  mx  —  a  est  négative.  Le  pro- 
blème proposé  est  impossible. 
Mais  si»  dans  Téquation  mx  —  a^^nx^b,  Ton  change  iûen-^x, 

on  forme  une  équation  mx-^  a  «=  iw?  —  ô  dont  la  racine  x  *=      ' 

est  égale  à  la  valeur  numérique  absolue  de  Fexpression  négative. 

L'équation  mx  -{'a^=nx  —  b  dififère  de  la  précédente  seulement 
en  ce  que  les  quantités  connues  a ,  ( ,  qui  d*abord  étaient  Tune  sous- 
tractive  et  Tautre  additive,  sont  devenue»,  au  contraire ,  Tune  addi- 
tive  et  Tautre  soustractive.  On  voit  donc  coDoment  il  faut  modifier 
les  conditions  de  V énoncé  pomir  que  le  problème  devienne  possible  : 
Si  r entrepreneur  donne  m  francs  à  chaque  homme,  il  lui  resté 
a  francs,  et  s'il  donnait  n  francs  à  chaque  homme,  il  lui  manque- 
rait h  francs.  De  plus ,  après  ces  modifications ,  la  valeur  numérique 


Digitized  by 


Google 


ALGÈBRE.  ÉQUATIONS.   PREMIBR  DEGRE.   INÉGALITÉS.     365 

dej;  qoi  résout  la  question ,  est.  précisément  celle  à  laquelle  conduit 
la  première  formule ,  abstraction  faite  du  signe. 

150.  Les  discussions  qui  précèdent  font  Toir  que  les  formules  par 
lesquelles  spnt  exprimées ,  en  fonction  des  quantités  connues ,  les 
valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  at^  équations,  n^onipas  seule- 
ment la  propriété  de  donner  la  solution  du  problème  dans  le  cas 
particulier  pour  lequel  elles  ont  été  obtenues  :  ces  formula  condui- 
sent ,  de  plus ,  aux  Térilables  valeurs  des  inconnues  dans  les  autres 
cas  particuliers  qui  diffèrent  du  premier  en  ce  que  certaines  quantités 
qui  étaient  d'alnffd  additives  deviennent  soustractives ,  ou  récipro- 
quement ;  de  sorte  que ,  par  rinterprétation  des  veUeurs  négatives , 
toit  des  inconnues^  êoit  de  certaines  quéntités  données ,  on  a  Va- 
vantage  de  pouvoir  résoudre  au  moyen  d'un  seul  système  de  for- 
wulet  les  différents  cas  particuliers  d'un  problème  (n»  60). 

Les  conditions  qui  rendent  négative  la  valeur  d'une  inconnue ,  font 
connaître  les  modifications  qu*on  doit  introduire  dans  )es  hypothèses, 
ou  dans  renoncé  même  de  la  question  pour  que  la  résolution  directe 
du  problème  conduise  à  des  valeurs  positives  des  inconnues. 

Enfin ,  on  peut  reconnaître  par  les  formules  obtenues ,  quelles  sont 
les  conditions  qui  rendent  le  problème  impossible  ou  indéterminé  (*), 

Problèmes  du  premier  degré  à  résoudre  {**). 

151.  I.  payer  390yr.  avec  15  pièces,  les  unes  de  AO francs,  les  autres 
deh/rqncs, 

II.  Un  kilogramme  d'eau  de  mer  contenant  50  grammes  de  sel,  combien 
faut'il  y  ajouter  deau  douce ,  pour  qu'un  kilogramme  du  mélange  qu'on 
formera  ainsi  ne  contienne  plus  que  20  grammes  de  sel  ?     Rép.  IM*  i. 


n  II  faut  observer  que  les  wUeurs  in/kUeê-àeê  ineoRBites,  qui  indiquent  l'Impos- 
sibilité de  la  résolution  numériqae  des  équations,  n'indiquent  pas  toujours  Yim- 
possibilité  de  satisfaire  au  problème.;  on  peut,  au  contraire,  quelquefois  en  con- 
clure la  véritable  solution  de  la  question.  Si,  par  exemple,  on  se  propose  de 

A D  déterminer  la  position  d*une  droite  AD  à  l'égard  de  la  droite 

donnée  BG,  la  droite  AD  étant  assujettie,  entre  autres  cond^ 
tiona,  à  passer  par  le  point  donné  A ,  on  pourra  prendre  pour 

P r ^  inconnue  la  distance  BX  du  point  de  rencontredes  deux  droites 

X      C  à  un  point  B  pris  sur  BC. 
Si  Ton  trouve  que  la  disunce  BX  est  infinie ,  on  en  conclut,  non  pas  que  la  droite 
AD  n'existe  point ,  mais  qu'elle  est  parallèle  à  BC: 

(•*)  Nous  engageons  les  élèves  à  généraliser  ces  problèmes,  en  représentant  par 
des  lettres  les  quantités  données. 
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IIL  Dêux pmrsonKes  sont  dgies,  VuMtU  10  ans,  Vautre  de  30é  Dans 
combien  d'années  fdge  de  la  première  sera^t'-il  é^al  aux  trait-quarts  de 
l'dge  de  Vautre  ? 

IV.  Un  ouvrier  gagne  ^fr,  50  à,  par  jour  de  travail  ^  mais  on  lui  retient 
1  yr.  50  c.  pour  chaque  jour  d'oisiveté.  Au  bout  de  Qi  jours  ^  on  règle  son 
compte  ^  et  il  lui  revient  lOS^r  50  c.  Pendant  contbien  de  jours  a-t'il  tra*- 
vaille?  R.  52. 

y.  Deux  fontaines  versanfunif armement  leur  eau  dans  le  même  bassin  ^ 
on  dematèdeen  combien  de  temps ,  si  elles  coulent  ensemble',  elles  rempli- 
ront le  bassin  supposé  vide ,  tachant  que  la  première,  coulant  seule^  rempli' 
rait  le  bassin  en  7  heure f,  et  que  la  seconde,  coulant  seule ,  remplirait  le 
bassin  en  9  heures.  R.  3*50'15''. 

VI.  Trouver  un  nombre  composé  de'  trois  chij^res  dont  chacun  surpasse 
le  précédent  de  la  même  quantité  »  sachant  en  outre  que  si  l'on  augmente  ce 
nombre  de  390  unités,  on  obtient  ce  même  nombre  renversé;  et  que  si  on 
divise  l^  nombre  cherché  par  la  somme  dfis  valeurs  absolues  de  ses  chiffies, 
le  quotient^st  20>  R.  408. 

VII.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a  00  sauts  d avance.  Il  en  fait 
9  pendant  que  le  lévrier  n  en  fait  que  0  ;  mais  3  sauts  du  lévrier  en  valent 
7  du  renard.  Combien  le  lévrier ^doil^il  faire  de  sauts  pour  atteindre  le 
renard?:  R.  72. 

VIII.  Trois  personnes  placent  leur  argent  à  des  taux  différents:  la 
première,  qui  possède  5000 /r.  déplus  que  la  seconde,  fait  valoir  son  capital 
à  {pour  iOO  de  moins  que  la  seconde;  la  troisième  personne ,  qui  a  un  ca^ 
pital  plus  petit  de  10000 /r.  que  la  seconde,  fait  valoir  son  bien  à  2  \pour 
100  <2e  plus  que  la  première k. 

La  troisième  personne  a  un  revenu  annuel  plus  grand  de  300^7-4  que  le 
revenu  de  la  seconde,  et  la  première  a  un  revenu  plus  faible  de  bQ  fr,  que 
la  seconde* 

On  demande  à  quels  taux  les  trois  personnes  placent  leur  argent,  et  quels 
capitaux  elles  possèdent.  R.  la  1^«  50000  ft.  à  3^  p.  100;  la  2«  45000  fr. 
à  4  p.  100;  la  3*  35000  à  6  p.  100. 

IX.  Trouver  la  base  et  la  hauteur  d'mi  rectangle  tel  que  la  hauteur  soit 
les  deux  tiers  de  la  base ,  et  que  l'aire  du  rectangle  reste  la  même  lorsqu'on 
alimente  la  hauteur  de  i  .  décimètres  en  diminuant  ta  base  d'un  demi- 
mèlrt.  •  R.  3m  et  2in. 

X.  On  demande  la  valeur  d'un  bien  que  3  héritiers  doivent  se  partager 
de  la  manière  suivante  :  le  premier  reçoit  2000  fr,  plus  le  quart  de  ce  qui 
teste;  le  second  reçoit  44)00 /r.  pius  le  quart  de  ce' qui  reste  après  qu'on 
«  soustrait  la  première  part ,  et  4000  fr.;  eàfin^  le  troisième  reçoit  6000 ^r., 
plus  le  quart  de  ce  qui  reste  après  qu'on  a  soustrait  les  deux  premières  parti 
plus  6000 /r.,  et  l'héritage  est  alors  complètement  partagé.        R.  18000  fr. 

XI.  Quatre  joueurs  font  4  parties,  avec  la  condition  que  celui  qui  perdra 
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doublera  l'argent  posiédé  par  chacun  des  trois  autres  ,  au  moment  où  se 
décidera  chaque  partie  Ils  perdent  successivement  chacun  une  partie»  Ces 
joueurs  se  retirent  enfin  ^  ayant  chacun  480  fr, ,  o*n  demande  combien  ils 
avaient  chacun  en  entrant  au  jeu» 

XII.  Former  une  équation  y=bx-|-é,  qui  admette  les  deux  solutions 
yssl,  x=2  et  y=100,  xc=35.  Il  s'agit  de  déterminer  convenablement 
les  coefficients  b ,  c  ■ 

100-1  35X1—2X100 

35-.Î  '  35-2 

L'équation  e5ty=r3x— 5. 

XIII.  On  a  fiait  3  alliages  d argent  et  de  cuivre  qui  reviennent  tous  les 
trois  au  même  prix,    . 

Le  premier  alliage  était  fiormé  de  30  grammes  d argent  et  50  grammes  de 
cuivre  ;  le  second  était  fiormé  de  25  'grammes  d'argent  et  130  grammes  de 
cuivre \  Iç  troisième  pèse  125  grammes. 

On  demande  combien  il  y  a  de  grammes  d'argent  dans  le  troisième  al- 
liage, R.  27. 

Des  inégalités. 

152.  Dans  la  discussion  des  problèmes,  on  est  conduit  à  effectuer 
des  calculs  sur  des  quantités  inégales ,  pour  en  déduire  de  nouvelles 
inégalités  qui  expriment,  relativement  à  la  résolution  de  la  question  ^ 
des  circonstances  qu*il  importe  de  connaître  :  la  discussion  du  qua- 
trième problème  {n^*  144 ,  145)  en  offre  des  exemples. 

Les  principes  qui  règlent  les  transformations  dés  inégalités  sont 
évidents  d*eux-mèmes,  lorsque  toutes  les  quantités  que  Von  considère 
^ont  positives.  Ainsi ,  il  est  clair  qu'on  peut,  sans  troubler  une  iné- 
galité y  c'est^à^ire  sans  que  IHnégalité  cesse  d'exister  dans  le  même 
sens ,  augmenter  ou  diminuer  d'un  m4me  nombre  les  deux  mem^ 
btes  à  la  fois ,  et  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres  par  un 
m^me  NOMBRE.  Par  exemple,  Tinégalité  3<5  donne  3-|-4<54-4^ 

3— 2<5-2,  3X6<5x6,  ?<| 

^t  Von  ajoute  membre  à  membre ,  plusieurs  inégalités  qui  ont 
lieu  dans  le  même  sens ,  les  deux  sommes  forment  une  nouvelle 
inégalité  dans  le  même  sens  que  les  proposées.  Soient  5>3 ,  10>7, 
15>10;  on  en  conclut  5+10+15>3+7+10. 

Si  Van  multiplie  membre  à  memhrCy  plusieurs  inégalités  qui  ont 
lieu  dans  le  niême  sens,  les  deux  produits  forment  p^fbe  inégalité 
dans  le  même  sens  que  lés  proposées.  Soient  5>3 ,  i0>7, 15>10} 
on  en  conclut  5xl0x15>3X7xl0. 
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Par  suite,  une  inégdîité  n'ett  pas  troublée  hrsqu'^on  élève  les 
deux  membres  à  une  même  puissance,  ou  lorsqu^o^  en  extrait  la 
racine  éhsn  même  degré.  Soit  10>7t  on  en  conclat  i0'>7^.  Réci- 

f  t 

proquement,  si  Ton  a  100>49,  on  en  conclut  {/iùO'^V^^, 

Il  s*dgit  maintenant  de  distinguer,  parmi  ces  principes,  ceux  qui 
subsistent  encore,  lorsque  dans  les  calculs  on  admet  des  expressions 
négatives  et  des  résultats  négatifs. 

153.  Rappelons  d*abord  les  conventions  qui  ont  été  faites  (n*  68  ] , 
relativement  à  l'ordre  de  grandeur  des  quantités  positives  et  des  ex- 
pressions négatives.  Il  en  résulte  que  les  deux  inégalités  a>&  ff 
a — b'^O.sont  équiviilenteSf  c*est-»à-dire  que  chacune  d'elles  est 
toiijoursune  conséquence  de  Tautre:  cela  est  évident  lorsque  a  ei*b 
sont  positifs. 

Si  a  étant  posUify  b  est  négatif ,' on  en  conclut  a> 6  (n«  68); 
d'ailleurs  la  quantité  —  ^est  alors  positive  :  on  a  donc  aussi  a-'5>0. 
£nfin  lér4ique  a  est  négatif,  aucune  des  deux  inégalités  a>^, 
a — ^>0  ne  peut  exister,  à  moins  que  b  ne  soit  négatif  en  même 
temps. que^a.  Soient  a*»— a',  ft=— ft',  d*où  a — 6s=^'— a'.  Si  Ton 
suppose  a5^*.  il  eji  résulte  à<Cb'  (n«  68)  ;  on  a  donc  à  la  fois  a>6 
et  0-=^  ou  b'—â"i>é.  Si  Ton  suppose  a— *ir>0,  il  en  résulte  a'<Cb'; 
on  a  donc  âia  fois  a— ô>0  et  <î>*,       ^ 

n  suit  de  là  qu'une  inégàtîté  n'est  pas  troublée  lorsqu'on  ajoute 
aux  deux  membres  ou  lorsqu'on  en  rétranche  une  même  quantité 
positive  ou  négative* €ia:r  a^^>if  donne  a-^ô>0  et  a— é+c— c>0; 
on  a  donc  (o-f^)  — (H^)>0  et  (û— c)-^(5^He)>Ô  ;  par  conséquent 
on  a  aussi  a+<?>dHf-(?  et  av— c> è^-^c. 

Appliquant  ce  principe,  oli  peut  teansposbr  un  terme  d'un 
membre  dans  Vautre  pourvu  qu'on  change  te  signe  de  ce  terme  ; 
et  lorsque  Tinéga^  renferme  une  inconnue,  onpeM  rassembler 
dans  un  membre  toiis  les  tènnes  connus ,  et  dans  Vautns  membre 
tous  les  termes  affectés  de  Vinconnue.  Ainsi  de  Tinégalité 
^+3>6— 2a?,  on  déduit  3a? >9. 

Enfin  si  Von  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'une  inéga- 
lité, en  laissant  chaque  terme  dans  le  membre  otlp  il  était  d'abord, 
U  faut  renverser  le  sens  de  Vinégalité.  Par  exemple,  on  peut  rem- 
placer rinégalilé  a?— 3>6-.2a?  par  l'inégalité  3— a?<2a?— 6. 

Car  rinégalité  x — 3>6 — 2a?  donne,  par  la  transposition  des  ter- 
mes, 2a?— 6>3 — X,  ou,  ce  qoi  revient  au  même,  3 — a?<C2a? — 6. 

154.  Il  est  facile  de  s'assurer  qu'une  inégalité  n'est  pas  troublée, 
lorsqu'on  multiplie  ou  lorsqu'on  divise  les  deux  membres  par  une 
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qu^ntUé poamr^;^Vû6i&  aa  contraire ylorsqu^m  muUi^ie  au  Iqrs- 

qu*on  iitUe  les  deux  memhs^i  d'me  im^eUité  par  une  eœpre$sion 

i^ATiTR,  iï  fqùt  renverser  le  sens  de  Vmégalit&>  Er «effet ,  M  (on 

multiplie  ou  si  Ton.  divise.!^  dei|x  membres  par  -^1  y  cela  revient 

èvidemiBeBt  à  changer  lés  lignes  de  tous  les  termes  de  rihégalité ,  en  . 

laissani  chaque  terme  dans  le  membre  où  il  était  d'abord:  il  faut 

donc  renverser,  le  s^s  de  rinégdité;-çt  Ton  devra  apfplfquer  la 

même  règle  s'il  s'agit  de  multiplier  bu  de  diviser  les  deux  membres 

par Tex^ession  négative  — rti,  ou  — i xw. 

De  là  on  âédùit  le  nofoyeq  de  chasser  les  dénominateurs  des  termes 

'  •  '  "ic       \  '  oc         ' 

d'une  inégalité.  Ainsi,  à  Fipégâlitè  g  "*'5>^"~f  »  '^^  P®"*^  ^^' 

slitder  riBég?litéa?--3>6--âa?, 

155.  Il  est  toujours  permis  d'&jouter  membre  à  membre,  plu- 
sieurs inégalités  qui  ont  lieu  dans  le  même  sens:  on  en  conelut , 
entre  les  deux  sommes^  algébriquies ,  une  inégalité  dans  le  éiême 
sens  que  les  proposées,  »     '     • 

Soient  par  exemple ,  les  inégalités  fct  >  6 ,  cy>d',e^f,  etc.  ;  et 
er-f-o-f'tf-|-.:.=  «,  H^"r/^+--*=^*  ^"  ^n  conclara  ^>if'.  Car,  en 
vertu  des  inégalités  proposées ,  les  différences  a — 5,  c— d«  e— /*,  etc., 
sonC  positives  (n»  153) ,  donc  la  quantité  a — 6+Cr-d+c— f-f-êtc. , 
ou  ar\-c  -|-  c  +. . . —  è— r  d^  f — .  . ,  est  positive/  On  a  -pat*  conséquent 
s — *'>0,  d*où«5^<'. 

156.  /^  v^ est  pas  permis^  lorsqu'on  multiplié  membre  à  membre 
plusieurs  inégalités  qui  <mi  lieu  dans  le  même  sens,  de  conclure 
généralement  que  les  produits  soient  inégaux  dans  le  même  sens 
que  les  facteurs.  '    " 

On  a ,  par  exemple ,  les  deux  inégalités  3  >>  2  et  —  2>  — ^  3  ;  le 
produit  des  premiers  membres  est —€;  il  est  égal  auj)roduj(  des 
seconds  membres. 

On  a  encore  — 1>> — 2et— 2>  —  3.^  Le^ produit  des  premiers 
membres  est  égal  à  2,  le  produit  des  seconds  membres  est  égal  à  6  ; 
le  premier  produit  est  moindre  que  Je  second. 

Par  suite ,  si  Von  élève  à  une  même  puissance  les  deux  membres 
d'une  inégaliié,  ou  si  Von  en  extrait  ia  racifie  d^unmême  degré , 
il  n'est  pas  permis  d'affirmé  généralement  que  Vinégalité  ne  soit 
pas  troublée, 

Ona  par  cxeH>ple  +3>— 3,  et  au  contraire  (-f3)*=(— 3)*=  9, 

On  a  encore  — 7>— 10,el  au  contraire  (— 7;*<(— 10)*ou  49<100. 

157.  Résoudre  une  inégalité  à  une  seule  inconnue ,  c'est  déter^ 

24 
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miner  une  limite  supérieure  tra  mie  Ihnite  Inférieure  des  valeurs  que 
ritttonmie  peut  recevoir  en  satisfeistfat  à  l'iilég^Kté  JNroposée. 

Par  fsxe^pte,  linègàlité  a:->3>6-^2â?...  (1)>  sefa.satisfaite.par 
les  valeurs  de  j?  qui  satisferont  à  Tinégalité  3a?>9 ,  ou  à  l'inégalité 
0? ]^ 3 >  et  réciproquement.  Dans  cet  exemple,  fe  nombre  3  est  une 
limite  inférieure  des  Valeurs  deut;  c'est-à-dire  qu'on  sait  qtfil  fau- 
dra n'attribuer  à  te  que  dès  valeurs  supérieures  au  nombre  3,  et  Ton 
dit  par  tette  iraison ,  que  Vhiègélité  (1)  eêt  résolue. 

/v*       '%        >t*       Ât% 

Supposensencore  qu'on  aità  résoudre  l'inégalité  ^  — ^>â — K"  (^)* 

Si  l'on  quiltiplie  les  deux  membres  par  -ri8,  on  obtient  27— âx< 
32*3a;.  Ajoutant  aux  deux  membres  la  quantité  3a;— 27,  on  a  a;<5. 
Le  nombre  5  est  une  limite  supérieure  des  valeurs  de  œ^  c'est-à- 
dire  qu'on  devra  n'attribuer  à  œ  que  des  valeurs  inférieures  au 
nombre.5. 

VwiT  résoudre  une  inégalité  d  une  ineonnue,  lorsque  cette  in- 
connue est  élevée  à  la  première  puissance  seulement ,  on  .suit  la 
même  méthode  que  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré 
(n*  95),  en  se  fondant  sur  ies  principes  généraux  que  nous  avons 
indiqués  (no8 153, 15»). 

^i  l'inconnue  doit  satisfaire ,d  Id  fois  à  plusieurs  inégalités,  il 
peut  arriver  qu'on  obtienne  une  limite  inférieure  et  une  limite  su- 
périeure, entre  lesquelles  la  valeur  de  Finconnue  devra  être  comprise. 
Si,  par  exemple,  la  valeur  de  x  doit  satisfaire  à  la  fois  aux  inertes 
(1)  et  (2)  précédemment  résolues,  les  valeurs  qu'on  peut. attribuer 
à  0?  seront  comprises  entre  3  et  5. 
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CHAPITRE  QUATRIÈME. 


RACINE  GAmnÉB  PBS  QUANTITliS  LITTÉRALES. 
ÉQUATIONS  DIT'  SECOND  DEGRÉ. 


ExtraetUmde  la  racine  carrée. 

f5&.  En  «Igpèbre,  comme  enrarithmétiqiie,  lorÉqo'il  8>git  d'extfaire 
la  raciRe  (f  eâ  cerlaia degré  d'une  qoalïtiié ,  roriîadiqoe  Topération 

ao  moyen  du  iigne  radical  Y  ;  et  pour  la  racine  carrée  en  parti- 
calier ,  on  se  dispense  d'écrire  Vindice, 

Lorsqu'un  terme  algébrique  ne  renferme  pas  de  signe  radical ,  on 
dit  qae  ce  ternie  t$X  rationnel.  Un  polynôme  rationnel  est  un  poly- 
nôme dont  U>us  les  termes  «ont  tationnels. 

L^sxTRÀCTioif  J)E  LA  RÀGiMB  CAKRÉB  des  quanUtés  Hitéralei  a  pour 
principal  objet ,  étant  donné  un  monôme  qu  un  polynôme  ration- 
nel, de  trouver  lorsque  cela  estpojisihle ,  un  monôme  ou  un  poly- 
nôme  rationnel  dont  le  carré  soit  égal  4  la  quantité  proposée.  La 
méthodeqû'U  faut  suivre  dans  cette  opéra^on  se  fonde  sur  la  loi  de 
formation  du  carré  d'on  monôme  ou  d'un  polynôme. 

159.  Remarquons  d'abprd  que  deux  quantités  numériquement 
égales  ^mai$  affectées  de  signes  contraires ,  reproduisent  le  même 
carrée  qui  est  toujours  positif  ;  et  elles  sont  les  seules  qui  puissent 
donner  ce  carré.  Ainsi .  la  quantité  a  étant  positive ,  on  a  à  la  fois 
(4-a)*=+a«  et  (— a)*^+a'  ;  il  est  claird'ailleursqu'aucane  quan- 
tité numérique  différente  de  a  ne  poui^rait  donner  un  carré  égal  à  la 
valeur  de  a*  :  par  conséquent^  il  n'existe  pas  de  quantité,  positive  ou 
négative ,  autre  que  4- a  ou  «*-  a»  dont  le  carré  soit  égal  à  aK 

Il  sait  de  là  que  réciproquement ,  toute  quantité  positive  admet 
deux  racines  carrées ,  numériquenii^ent  égales^  mai^  de  signes  con-» 
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traireit  etn^en  admHpoê  plus  de  deux.  Ainsi,  les  racines £arrées 

de  S5  sont  +  5  et  —5;  et  1*on  écrit  pour  abréger  V/25»:hS.  Les 

racines  carrées  da  nombre  2  sont  indiquées  par  -j-  v  ^  ^^  — vï* 

ou  ±:  1/2. 

On  conclut  encore  de  la  remarque  précédente  qu'i7  n'existe  aucun 
nombre  positif  ni  aucune  expressicn  négative  dont  le  carré  puisse 
être  égal  à  une  expression  négative  ;  de  sorte  q^e  la  racine  carrés 
d'une  expression  négative  West  calculable  ni  exactement^  ni  par 
approximation.  On  dit,  par  cette  raison,  que  la  racine  carrée  S  une 
expression  négative  est  une  expression  iiiiqinaibb.  Sqit,  par  exem- 
ple ,  Texpression  négative  —  4.  La  valeur  numérique  2  pourrait 
seule  donner  un  carré  numériquement  égal  à, 4;  mais  (  —  2)*  donne 
-f-^,  ainsi  que  (4~^)**  Aucune  quantité,  soit  positive,  Wt  né- 
gative, ne  pouvant  reproduire  un  carré  égala  -r4,  Texpression 

J/—  4  est  dite  imaginaire. 

Par  opposition ,  Ton  appelle  quantités  rbbllbs^  les  quantités  posi- 
tives et  les  expressions  négatives,  dont  la  valeur  numériqiie  peut 
d'ailleurs  être  commensurabte  ou  incommensurable.  Par  exemple, 

s ,  —  s .  +  Va  »  — V  ^  '  ^^^^  ^^*  quantités  réelles;  mafs  ±y  — «, 

zh\/ — a*,  sont  des  expressions  ttna^flhatre*. 

La  valeur  réelle  et  positive  d'une  racine  carrée  s'appelle  ça^euf 
numérique  absolue  ^  ou  valeur  arithmétique ^  ou  détermination 
arithmétique  de  la  racine.  La  valeur  réelle  et  négative  de  la  racine , 
et  lès  valeurs  imaginaires  s'appellent  des  déterminations  algébriques, 

160.  MoNÔiiBS.  Le  carré  d'un  monôfne positif  ou  négatif  se  forme 
en  élevant  le  coefficient  numérique  au  carré,  et  en  doublant  V ex- 
posant dont  chaque  lettre  est  a^ectée.  Ce  carré  est  d'ailleurs  une 
quantité  positive. 

Ainsi  l'on  a ,  en  vertu  des  règles  de  la  multiplication. 


(* 


2     «!^V  — 4-^    Jl^ 


Et  par  suite,  réciproquement,!or«^fue  le  coefficient  numérique  d*un 
monôme  positif ,  entier  ou  fractionnaire^  est  le  carré  d'un  autre 
nombre ,  et  que  chacune  des  lettres  est  affectée  d'un  exposant  pair, 
on  obtient  la  racine  carrée  de  ce  monôme  eri  donnant  à  chaque 
lettre  Un  exposant  égal  à  la  moitié  de  V exposant  dont  elle  était 
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uffeetée^  et  en  multipliant  le  résultai  par  la  racine  carrée  du  coef* 
(kimt  numériquf»  La  racine  ainsi  obtenue  doit  d'aillears  être  affectée 
du  double  signe  d=. 

En  effet ,  diaprés  la  loi  de  formation  du  carré  d'un  monôme ,  cba- 
cun  des  deui  monômes  de  si^pnes  contraires  qu'on  obtieht  en  se  con- 
formant à*  cette  règle ,  donnera  un  carré  égal  an  monôme  posiUf 
proposé. 

lél.  Lorsque  le  coefficient  numérique  d'mi  monôine  n'est  pas  le 
carré  d'un  autre  nombre ,  ou  que  Fexposant  d'une  des  lettres  est 
impair ,  la  racine  carrée  du  monôme  proposé ,  ne  peut  pas  être  ex- 
primée par  un  monôme  rationnel  ;  on  indique  alors ,  au  moyen  du 
signe  radical,  \dL  racine  carrée  à  extrairei  II  résulte  de  là  des  ex- 
pressions qu'on  appelle  des  quantités  irrationnelles  ou  des  radicaux 

du  second  dejjré.  Telles  sont  les  quantités  rtV'iÔ,  ±:  y  g  a^h. 

Noiis  reviendrons  3ur  les  simplifications  que  ces  expressions  peu- 
vent admettre  (n*  172). 

162.  Polynômes.  Le  carré  d'un  polynôme  se  forme  en  ajoutant 
au  carré  dtl  premier  terme ,  le  double  produit  du  premier  terme 
par  le  second  y  plus  le  carré  du  second,  plus  deux  fois  le  produit 
de  chacun  des  detuv  premiers  termes  par  le  troisième,  plus  le  carré 
du  troisième,  et  ainsi  de  suitei*). 
.    La  lof  est  déjà  lérifiée  pour  on  binôme;  on  a  (a'\4i)*^a*+2alh^bK 

On  peut  étendre  la  même  loi  au  trinôme  a-{'b'\^ ,  en  considérant 
d'abord  la  quantité  (a -f  &),  Comme  formant  un  seul  terme.  On  aura 

(a+b+cy^{a+b)^+2(a+b)c+c*. 

Je  dis  maintenant  que  si  la  loi  est  admise  pour  un  polynôme 
p  =  a-|-&4~^~f*  *-'4'^'  composé  d'un  certain  nombre  de  termes,  elle 
sera  encore  vraie  pour  )e  polynôme  P-|-/  qui  contient  un  terme  de 
plius.  En  effet,  on  a  ^ 

(P^i)»==p«+2P/4-Z*=P«+2Ca-j-*-fc+...-f&)^-i-i< 

Or,  par  hypolbèse,  la  quantité  P'  est  formée  avec  les  termes  a,  b, 
€„..  k  ,  du  polynôme  P-|-^  >  conformément  à  la  loi  énoncée,  et  il 
faut  ajouter  à  P^  deux  fois  le  produit  du  dernier  terme  /  par  cbacup 
de  ceux  qui  le  précédent,  plus  le  carré  de  ce  dernier  terme.  La  loi 

<*)  Il  résulte  de  eette  loi  de  formation  que  ie  carré  d'tm  polynôme  ^e  compose  de  la 
somme  det  carrés  de  tous  les  termes,  c(  de  la  somme  des  doubles  produits  de  ces 
termes  muUipliéi  deux  à  deux. 
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est  donc  établie  pour  le  calrré  de  V+f ,  si  elle  est  yraie  pow  le  carré 
de  P  ;  or  elle  est  fériflée  pour  le  bitaôme  ;  donc  elle  subsiste  pour  le 
trinôme,  puis  pour  le  polynôme  de  quatre  termes,  et  ainsi  de  suite. 
Cette  loi  est  donc  générale. 

163.  Pouf  extraire  la  racine  carrée  d*un  polynôme;  orâoimez- 
le  par  rappùrt  ,aux  puissances  décroissantes  au  aux  puissances 
croissantes  d'une  lettre  y  extrayei  la  racine  carrée  du  premier 
terme:  le  résultat  sera  le  premier  terme  de  la  racine  cherchée. 
Metranehant  du  polynâme  proposé ,  le  carré  êm  premier  terme  de 
la  racine i  vous  obtiendrez  un  reste:  dMsex  le  premier  terme  de 
ce  reste  par  le  double  du  premier  terme  de  la  raeine;  le  quotiei^ 
sera  le  deuméme  terme  de  ia  racine^ 

BeH'anchani  du  premier  reste  le  double  produit  du  premier 
terme  delà  racine  par  le  deuxième,  et  le  carré  du  deuûcième^  voue 
obtiendrez  un  deuxième  reste  :  divisez  le  premier  terme  de  ce  reste 
par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine;  Je  quotient  $er:a  le 
troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  d*i^)ord  admettre  que  le  polynôme  donné  P  dont^on 
cherche  la  racine,  est  rationnel ,  et  qu*il  est  le  carré  d*un  iutre  poly^ 
nôme  rationnel  F  :  il  faut  prouver  que  la  règle  énoncée  fera  trouver 

tous  les  termes  du  polynôme  P'»  V/p« 

164.  Considérant  en  premier  lieu  un  polynôme  P  qui  ne  renferme 
qu*une  4eule  lettre,  x,  concevons  ce  polyaôme  et  sa.  rai^me  exacte  P', 
ordonnés  tous  deux  par  rapport  à  a;  de  la  même  manière. 

Désignons  par  A  le  premier  terme  de  P  et  par  R  la  somme  des 
autres  termes,  de  sorte  qu'on  a  P=A-}-R*  ^ 

Le  polynôibe  P  ne  renfermant  pas  d'autre  lettre  que  x,  le  terme 
A  est  un  monôme  formé  du  produit  d'une  puissance  de  x  par  un 
nombre  connu. 

Soient  encorfi  a  le  premier  terriw  inconnu  de  la  racine  F  et  z  la 
somme  des  autres  termes,  de  sorte  qu'on  a  Fa^a-f-^*  ^  1^ 

Ps=>F'~ia*4-âaiS-|~^*»^^P^<I^'<>^supP^s®  ^^B  ^®û^  polynômes 
P,  F,  ordonnés  par  rapport  à  x,  le  premier  terme  A  du  carré  donné 
P  est  identiquement  égal  à  a^  (no  16;  2°V;  on  a  par  conséquent 

a=  KA.  Or,  on  sait  extraire  la  racine  carrée  du  monôme  A ,  et  le 
résultat  est  bien  le  premier  terme  dé  la  raciîne  P". 

Maintenant,  lorsqu'on  connaît  déjà  uil  certain  nombre  de  termes 
a,  ^>  c,...  de  la  racine ,  et  qu'ils  reste  encore  à  trouver  les  autres 
termes  a',  b\  c\.,.  si  l'on  retranche  cle  P  la  quantité  (a+5-H+—)*» 
c'est-à-dire  le  carré  de  la  Somme  des  termes  obtenus,  qu^on  ordonne 
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le  re&te  H'  çomioe  m  a  c^doonè  P ,  et  qa'on  divise  par  2a  le  preinier 
tçrrae.A'  du  restç  R' ;.  le  quotient  3l5ra  éffal  à  a\  et  l'on  olkiendra 
ainsi  successivement  4ous  les  termes  de  P'. 

El^eâet,  soit  M=a4-^+^+^^c.,    Z'^a'^b'-\'C'-\'eic,;  de 
sorte  qîie 
F«M+Z,  P-=P*=M«+2MZ^Z*  et  R'=P-^M«=»f2MZ4.Z*. 

Le  premier  terme  du  produit '2MZ'est  âoa',  le  premier  terme  de  Z' 
est  a'*; 

Or,  si  P'  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décrcHssantes  de 
X ,  le  terme  a  e^  d'un  degré  plus  élevé  -que  le  terme  a'  ;  le  produit 
3aa^  1684  doficil'un.  degré  plua^éleyé  que  le  produit  a'';  et  p^ar  suite, 
lorsMfue  les  produits  2HZ  et  Z^  yont  efifaolités^  le.  terme  Soa''  est  d'un 
degré  plus  élevé  que  tous  les  autres ,  dans  la  soihme  ^MZ  +  Z^:  par 
cooséqi^nt  le  premier  terme  A'  du  reste  R'  est  égal  à  2aa'  ;  on  a  donc 

a'  =^.  On  verra  de  même  que  si  P'  est  ordonné  par  rapport  aux 

puissances  croissantes  de  x ,  le  terme  2aà  est  d'un  degré  moins  élevé 
que  les  autres  dans  la  somme  2MZ-|-Z',  et  Ton  conclura  encore 

'  2aa'  =  À',  a=^. 

Il  est  prouvé  pair  ce  qui  précède  qu'en  divisant  par  Sa  le  premier 
terme  E du  reste  R:«P— a'^P^—A,  on  obtient  tin  quotient  égal 
au  second  terme  b  de  la  racine  f  ). 

Or,  si  Ton  reliranchait  de  P  le  carré  {a-\-  b)^,  on  aurait  un  reste 

R'«P  — o«-.2a&— .**=R  — (2aft  +  5«);    . 

on  pourra  donc  obtepir  le  second  reste  R'  en  retranchant  du  premier 
reste  R  la  quantité  2âd  -{-  ^** 

^En  général,  lorsqu'on  aura  obtenu  un  reste  R'=  P— 1B',  et  qu'a- 
près avoir  xlivisé  par  2a Je  premier  terme  A'  de  ce  reste,  on  aura 
obtenu  un  nouveau  terme  ûl  de  la  racine ,  on  sera  conduit  à  retran- 
cher de  P  le  carré  (M  +  «')*».  pour  obtenir  «un  nouteàu  reste  R".  On 
aura  donc 

.R"«P-{M+aT'=P— M»— (21fa'+a'»)=R'— (2Ma'4-a'*)  ; 


*  On  a  P^A+B— A+B+etc.  Le  premier  terme  du  reste  R  est  le  second  terme  du 

polynôme  donné  P.  JL6«^^<iftl^f'a-»K  A,  b-«-— ,  déterminent  immédiatement 

let  deux  premiers  iermei  de  ia  racine  au  moyen  det  deux  première  termes  du 
polynôme  propoté. 
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ce  qui  fait  Toir  que  le  reste  R"  pourra  être  dëtermiiiéen  retranchant 
da  reste  R'  le  double  de  la  somtne  M  par  le  nouveau  terme  é^  et  le 
carré  de  ce  nouveau  térme^ 

Ainsi  la  règle  fera  trouver  la  racine  d*uQ  carré  donné  P  qui  ne 
renferme  qu'une  seule  lettre.  .^ 

165,  Supposons  maintenant  que  Ijq  polynôme  donné  P  renferme 
deuiç  lettres  pc ,  x\  et  qu'oa.rait  ordonné  .par  .i:apport  à  x.  Si  le  pre- 
mier terme  A  ne  contient  pas  x^  il  ne  renfermera  donc  qu'une  seule 
lettre  x\  ou  bien  il  sera  un  nomhrt^  et  Ton  en  pourra  déterminer  la 
racine carréç ,  a,  par  le^  règles  précédentes.  On  prouvera,  comme 

au  n»  164,  que  a==\/A  est  le  premier  terme  de  la^  racine  P',  et 
que  la  règle  donnée  n<"  163,  fait  trouver  ensuite  tous  les  aiatres 
termes  de  P'.  - 

Si  le  premier  terme  A*  contient  â?,  il  est  le  produit  d^une  puissance 
de  X  p^r  une  quantité  N  qui  ne  contient  pasâ?,  de  sorte  que  Nj-en- 
fermant  une  seule  lettre  x',  ou  bien  étant  un  nombre,  on  pourra 

calculer  k  N,  et  par  cuite  V^A;  l'on  connaîtra  ainsi  le  premier 
terme  de  la  racine  F,  et  l'on  en  déduira  tous  les  autres. 

Dans  le  cas  où  P  renferme  trQis  lettres ,  le  multiplicateur  N  de  la 
puissance  de  x  dans  le  premier  terme  A ,  ne  peut  renfermer  au  plus 

que  deux  lettres.  On  saara  donc  obtenir  y'S ,  et  par  suite  J^A,  ou 
le  premier  terme  de  P'.. 

La  détermination  de  la  racine  carrée^du  polynôme  donné  P  se  ra- 
menant ainsi  à  la  détermination  de  la  racine  carrée  d'une  quantité 
qui  renferme  une  lettre  de  moins ,  l'on  peut  appliquer  la  règle ,  quel 
qaê  soit  le  pombre  des  lettres  que  renferme  P. 

166.  Il  est  évident,  réciproquement,  que  si,  lorsqu'on  applique  les 
règles  de  J'exlràclion  de  la  racine  carrée  à  un  polynôme  P^  l'opéra-* 
tion  se  termine ,  c'est-à-dire  si,  après  avoir  obtenu  un  certain  nom- 
bre de  terfneïi  a^  b,  c,.,.(i  la  racine^  et  après  avoir  opère  les 
soustractions  prescrites,  on  parvient  à  un  reste  nul  ,  le  polynôme 
P'  =  a4-6+<^+  ^^'  »  ®st  ia  ratine  carfée  exacte  du  polynôme  pro- 
posé P. 

Voici  un  exemple  d'une  extraction  de  racine  carrée  qui  se  fait 
cxaclenienl  ; 
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Polynèmie  doniné  P.- 


9u» 


— 10/»VI    +  *«V 


x«— 8/4»     \xh   n* 


«•  rtsttf»  .  .  ,   . 
3*  reste 


-h  6/*p» 


+  /»• 


'  Racine  F.  . 


(fli#«— 4>)x«4. 8/»*ar— ii«+/»» 


te poJynôBM donmé P  renferme  trois  lettres  n,p,^.  Je  Tordoone 
par  rapport  aux  puisçances  décroisantes  de  or;  et  parce  que  les  mul- 
tiplicateurs des  puissances  (]e  œ,  et  la  quantité  indépendante  de  x 
sont  des  polynômes ,  je  les  ordonne  par  rapport  k  une  autre  lettre  n. 
De  cette  manière,  liç polynôme  P  est  composé  de  quatre  termes. 

On  a  pour  premier  terme  A  =Na?*,  en  posant  9n'— i2np-f4p'=N. 

relirais  d'abord  lar  racine  carrée  de  N.  Cette  racine  est  3n-^2p  ; 
il  eii  résulte     •  '  - 

A»=(3n— 2p)«.j;*,      et      a  =  (3fi-:-2p)a?*; 

j'ai  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine. 

Le  premier  restis  R,  que  nous  nous  sommes  dispensés  d'écrire, 
s'obtient  en  supprimant  le  premier  terme  de  P.  On  a ,  pour  premier 
terme  de  ce  reste,  B  a(24^' — i6n^)  œ^.  Le  second  tenite  de  la  ra- 


cine serai  donc 


X, 


EfTcctoant  à  part  là  division ,  Ton  obtient  ès^4n'^. 

Il  faut  maintenant  retrancher  du  premier  reste  R  la  quantité 
^b-\^b^=B^b*;  le  deuxième  reste  s'obtiendra  donc  en  supprimant 
le  terme  B ,  et  en  retranchant  en  outre  l*  =  16n*a:'. 

Le  troisième  terme  de  la  racine  sera  dond' 


-  3ii*+2n3p  rH3np»  --  2p' 
3n-r2p 


2.(3n— 2p).a?« 

Effectuant  à  part  la  division ,  l'on  obtient  c== — n*-f-p^. 

II  faut  retrancher  du  second  reste  la  quantité  2  (a -|- ô)  c  +  c*  = 

(2a+2ô-f-c)  .c,  ou  le  produit 

f(6n--4p}jr2-f  Sn'o;— n^^+p^JXC— n'+p'^ 
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li  résulte  de  cette  soustracUon  un  troîii^e  reste  mU.  ^opération  est 
terminée.  . 

167.  S'il  èÇ existe  pas  de  j^olynôpu  rationnel  ei  composé  d'un 
nombre  limité  de  termes^  dont  le  carré  êoi$  égal  au  polynôme  ru- 
lionnel  donné  ^ ,  on  le  reconnaîtra  toujours,  en  appliquant  au  poly- 
nôme P  la  règlç  énontèe  (no  163). 

Ei  d'abord ,  lorsqu'il  existe  un  polynôme  rationnel ,  F^  dont  le 
carré  est  égal  à  P,  si  Ton  conçoit  les  polynômes  F  et  P  ordonnés  par 
rapport  aux  puissances  croissaîntes  ou  décroissantes  d'une  même  lettre 
on  sait  que  le  premier  et  le  dernier  terme  de  P  sont  respectivement 
les  carrés  du  premier  et  du  dernier  terme  dé  F..  Donc ,  lorsque  le 
premier  ou  le  dernier  terme  du  polynôme  ordonné  P  n'est  ims  le  carré 

d*une  quantité  algébrique  rationnelle,  on  en  doit  conclure  que  k  7 
n*estpasnon  plus  une  quantité  rationnelle. 

Mais  supposons  que  le  premier  et  le  dernier  termes  dç  P  soient  les 
carrés  de  quantités  rationnelles.  Si  le  polynâme,V  est  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  d'aune  Uikcfi  x,  VimpossihUilé 
d*o1^tenir  la  racine  carrée  deviendra  évidente  lorsqu'on  aura  été 
conduit  à  poser  à  la  racine  un  terme  dans  lequel  V  exposant  de  x 
est  moindre  que  la  moitié  de  V exposant  de  cette  lettre  dans  le  der- 
nier terme  deV.  v 

En  effet,  dans  la  première  des  soustractions  que  prescrit  k  règle , 
le  premier  terme  de  P  est  détruit;  et  dans  chacune des^scmstractions 
suivantes»  le  pfemier  terjne  de  cliaque reste  est  détruit  J>onc  les 
de^és^es  restes  successifs  vont  en  diminuant  au  moins  d*nne  unité; 
et  par  suite,  les  termes  obtenus  successivement  à  la  racine  sont  d'un 
degré  de  plus  en  plus  petit  par  rapport  à  a?.  Il  y  aura  donc  un  nom- 
bre limité  d'opérations  après  lesquelles ,  en  supposant  qu'on  n'ait 
pas  eu  un  reste  nul,  on  sera  conduit  à  mettre  à  (a  racine  un  terme 
dans  lequel  l'exposant  de  x  sera  moindre  que  la  moitié  de  l'expo- 
sant de  cette  lettre  dans  le  demiet'  terme  de  P.  Lorsque  cela  arrive, 
la  puissance  de  x ,  dans  le  carré  de  ce  terme  de  la  racine ,  est  plus 
petite  que  la  puissance  de  x  dans  le  dernier  terme  de  P.  Donc ,  à 
plus  fdrte  raison ,  la  puissance  de  x ,  dans  le  carré  de  chacun  des 
termes  qu'on  obtiendrait  ultérieurement  à  la  racine,  serait  plus  petite 
que  la  puissance  de  x  dans  le  dernier  terme  de  P.  Il  est  donc  im- 
possible qu'on  obtienne  Jamais  à  la  racine  un  dernier  terme ,  dont 
le  carré  devrait  être  égal  au  dernier  terme  du  polynôme  proposé  P; 
et  Ton  en  conclut  que  Topération  ne  pourra  jamais  se  terminer. 

On  prouvera  :  d'une  manière  semblable  que  si  le  polynôme  P  est 
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ùrdoimépar  rapport  tmêû  pui$iat$€M  er&iêianiès  d^ui^  lettre,  x , 
VimpoiiiMUé  d^oHenir  la  racine  carrée  détiendra émdente  y  lors-- 
qu\on  aura  été  conduit  à  pos^  à  la  racine  m  terme  dans  lequel 
Vexpoeani  de  x  eit  plus  grand  que  la  moitié  de  Veasposant,de  cette 
lettre  dans  le  dernier  terme  jie  P.      . 

Soit,  par  exemi^ ,  le  binôme  V^x^-^ ,  ordonné  par  ripport  aux 
puissances  décroissantes  de  Xi  le  degré  de  x  dans  le  dernier  terme 
est  zéro.  ' 


-X* 

;f+|_ete 

l"réste'* 

'■■'."  ■         4'  - 

+  1 

Le  premier  terme  obtenu  à  la  racine  est  x;  le  second  terme  est 
^  ou  -  ==2Xor^i  Uexposant  de  x  dans  ce  second  terme  est  moin- 
dre que  la  moitié  de  Texposant  de  x  dans  le  dernier  .terme  de  P.  L'o- 
pération ne  se  terminera  pas.  . 

Si  Ton  opère  sur  le  binôme  P=4+a?',  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  â;  ^  le  premier  terme  obtenu  à  la  racine  est 

2  ;  le  second  terme  est*  jX^V  rexposant  de  x,  ^ans  ce  second  terme 

surpasse  la  moitié  de  l'exposant  de  x  diTns  le  demiof  t«me  de  *P. 
La  racine  se  développera  en  une  suite  de  termes  illimitée  {*), 


Des  opérations  sur  les  quantités  incommensurables. 

168.  Les  expressions  algébriques  sur  lesquelles  on  peut  avoir  à 
opérer,  nç  représentant  pas  toujours  des  valeurs  eommensuraUes ,  il 
faut  expliquer  ce  qu'on  entend  par  le  résultat  d^une  opération  dans 
laquelle  entrent  des  quantités  incommensurables  y  et  montrer  eom- 

(*)  On  trouvera  4le  même 

ly  ..  ^       ,  t  ««     i  i   x^     i   i,Z  afi     1   1.3.5  X»  .^^ 

1/— — -r  I  «t     I   I  «s»     1   4.}  <e*    I   (lî.s  a*     .. 

|/a«-«»-a--.-j-j.-.-,-5.j-^.jî-j.j-^.5,-elc. 
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ment  les  règles  du  oâhml  algèbrk|tM  s'étendent  ets^i^ptiqnenl  aux 
quantités  incommensurables  et  aux  expressions  irrationnelles. 

169.  On  a  vu  en  arithmétique  (page  96),  qu*ll  est  toujours  possible 
d'obtenir  dès  nombres  commensurables ,  n ,  « ,  qui  dififôrent  Fun  de 
Fautre  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra ,  et  qui  comprennent 
entre  eux  la  valeur  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  A. 

Si  Ton  conçoit  que  la  quantité  a  augmente  en  restant  toujours 
moindre  que  y  A,  et  prenne  ainsi  différentes  valeurs  a',  a",  a"\  etc., 
on  pourra  obtenir  une  valeur  commensurable  qui  diffère  de  vA , 
d'une  quantité  plas  petite  que  toute  quantité  donnée.  C'est  ce  que 
Ton  exprime  en  disant  que  f^A  est  une  limite  de  la  quantité  com- 
mensurable a,  qui  varie  en  augmentant  indéfiniment. 

De  même ,  «i  l'on  conçoit  que  la  quantité  <t  diminue  en  restant  tou- 
jours, plus  grande  que  I^A,  et  prenne  ainsi  différentes,  valeurs,  a  , 
a"^  a"\  etc. ,  on  pourra  obtenir  une  valeur  commensurable  qui  ne 
surpasse  Wa  que  d'une  quantité  plus  petite  que  toute  quantité  don- 
née; et  Ton  ffiraque  i^A  estune  limite  de  la  quantité  commensu- 
rable A ,  qui  varie  en  diminuant  indéfiniment. 

iSonsîdérons  maintenant  la  racine  carrée  d'tm  nombre  B,  différent 
de  A ,  et  supposons  que  I^B  soit  une  expression  incommensurable. 
Désignons  par  6,  b',  b'\  etc.,  des  nombres  commensçrables  plus 
petits  que  1^9,  qui  diffèrent  de  moins  en  moins  de  i^B;  et  par  iS, 
fi\  fi' y  etc.,  des  valeurs  plus  grandes  que  V^B,  lesquelles  vont  en 
diminuant  et  s*approchenl  de  plus  en  plus  de  ^B. 

Les  sommes  a-{-  ft ,  a'+  ô',  a"  -f-  ^">  etc. ,  iront  en  augmentant. 
Cependant,  ces  sommes  auront  une  limite,  car  elles  doivent  rester 
moindres  que  la  somme  «4-^.  La  limite  des  sommes  variables  o-f^, 
a'  -}-  6'«  etc. ,  est  ce  que  nous  appellerons  la  sommb  àei  ^[ttantitéi 
tncofnmenmrMeê  l^ A  y  KB^  Cette  définition  s'appUquera  à  la 
somme  cTun  nombre  quelconque  de  quaiktités  incommensurables, 
ttNes  <f«'il^it  possible  d'obtenir  des  nombres  commensurables  plus 
petits  qu*dles ,  et  qui  puissent  en  différer  aussi  peu  qu*on  voudra. 

On  peu!  encore  définir  la  somme  k  A-f-  \/B^  la  limite  des 
sommes  commensurables  <«  -|-yê ,  <t'  4-  /^',  etc.  ;  qui  varient  en  dimi- 
nuant indéfiniment. 

Semblablement ,  les  produits  ab,  a'fr',  a"b\  etc.;  iront  en  aug- 
mentant. Cependant,  ces  produits  auront  une  limite,  car  ils  doivent 
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rester  moindres  qve  le  produit  «^.  La  limite  des  t>rodmU  variables 
ab  »  a'b\  etc. ,  est  ce  qne  nous  appeëerons  le  pmODOiT  des  quantités 
incommensurables  V/Â.Vb,  Cette  définition  s'appli^oèra  au 
produit  d*an  nombre  quelconque  de  quantités  ineçoameosurables. 

On  peut  encore  définir  le  pRoomr  de  quantités  incommensurables, 
telles  que  \/Â,  US,  la  limite  des  produits  commensural)lcs  */g, 
it'iè',  etc.,  qui  varient  en  diminuant  indéfiniment,  et  dont  les  fac- 
teurs approchent  autant  qu'on  veut  des  quantités  incommensurables 
proposées. 

De  même,  la  diffébbnCr de  deux  quantités  incommensurables , 

telles  que  l/X,  |/B,  est  \di  limite  vers  laquelle  tendent  les  diffé- 
rences commensurables ^  -  h  V—  b\  *"  —  ô",  etc.,  qui  décroissent 
indéfiniment  ;  ou  la  limite  des  différences  a  —  ^ ,  a  —  A',  etc. ,  qui 

V/ï 

augmentent  indéfiniment.  Enfin  le  quotient,  tel  q^^'r?"  •  si«n>fi« 

la  limte  vers  laquelle  tendent  les  quotienU  commensuçablés  ^  ,  ^. 
~,  etc. ,  qui  décroissent  indéfiniment;  ou  la  /imi/e  des  quotients 

-,  )| ,  etc. ,  qui  augmentent  indéfiniment 

170.  Le  produit  de  -plûàeurs  facteurs  incommensurable» ,  ne 
change  pas  dam  quelque  ordre  qu'on  indique  les  multiplications. 
Ainsi  l'on  aura  I/Â  X  V/b  =  \/b  X  V^A.  Cela  résulte  de  la  dé- 
finition du  produit.  Car  les  produite  commensurables  ab,  ba,  étant 
constamment  égaux ,  dans  tous  leurs  états  de  grandeur,  la  limite  du 
premier  est  nécessairement  la  même  que  la  limite  du  second- 

II  suit  de  là  que  toutes  les  règles  du  calcul  des  fractions  (n*  51), 
s'appliquent  aW  fractions  dont  les  termes  sont  incommensurables. 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 

171.  On  dit  que  des  radicaux  du  second  degré  sont  semblables  , 
lorsque  la  quantité  placée  sous  chaque  signe  radical  est  ia>mème ,  de 
sorte  que  les  radicaux  proposés  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs 

rationnels.  Ainsi  les  radicaux  2  Kâ,  |  (b+e)  Va,  sont  iemhlables. 

Il  est  clair  que ,  dans  un  polynôme ,  tous  les  termes  qui  sont  for- 

mis  de  quantités  radicales  semblables  se  réduisent  en  un  seul  terme. 
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qa*OB  t)btieBi  eo  mvlItpHùiUpar.le  radical  ro—inn ,  Ja  swÊBSXkt 
algébrique  des  £ielenn  raiioiiMls.  Ainsi  k  polyodine 

26  Kâ+d|/i+5cV/i— 2cl/â  est  égal  à  (â^+é+Se— 2c)Vâï 
et  se  réduit  à  (36+8(?)  J^ ,  où  3  (6+c).  V/â- 

172.  Z««  radicaux  \/âS^  et  &V^â  #Ofi<  égaux.  On  a  en  effet. 

(b  Vay  ^  6.  V/i.6.  |/5-é«.  (V/i)'«ad«  ; 

la  quantité  ÔK  â  est  donc  la  roctne  carrée  de  la  quantité  oô*. 

De  cette  égalité  Ton  conclut  :  i<»  qu'on  ^mi  êuj^primer  sous  le 
signe  radical  un  facteur  carré  b^  pourvu  qu'on  écrive  hors  du 
signe  radical  la  racine  carrée,  h,  de  ce  facteur;  on <|U  alors  qu'on 
a  fait  sortir  du  radical  le  facteur  b*; 

2»  Qu'on  peut  supprimer  un  facteur  rationnel  b ,  gui  est  hors 
du  signe  radical  ^  pourvu  qu'on  multiplie  l,^  quantité  qui  est  sou* 
le  signe  radical,  par  le  carré  de  ce  facteur  h  ;  on  dit  alors  qu'on  a 
fait  entrer  ce  facteur  sous  le  radictil. 

Il  peut  arriver  que  des  quantités  radicales,  dissemblables  en  ap- 
parence,  soient  ramenées  à  être  flKemblables,  lorsqu'on  a  fait  sortir 
du  radical  les  facteprs  carrés.  Soient  par  exemple ,  les  quantités 

bVa,  2V/9a6«  et  V/4aW+8a'6<?+4a«cV 
qui  renferment  des  quantités  différentes  sous  le  signe  radical.  On  a 

2  \/9â6^=2  V/âM*-=  6*  V^â  > 
et  V/4«»6*+8a»6<î+4«»c*=»  \/a(2ad+2iicf  =-  {2ad4.2ae)  V/â- 

Ainsi  après  la  simpliûcation ,  les  radicaux  proposés  sont  semblables. 

173.  Addition  bt.' soustiIaction.  Pour  additionner  les  quantités 
radicales»  et  pour  soustraire  une  quantité  radicale  d'une  autre  quan- 
tité, ton  suit  les  règles  d^à  indiquées  (nos  6,7);  puis  Ton  opère,  s'il 
y  4  lieu,  la  réduction  des  radicaux  semblables.  Ainsi  Ton  a 

2  J/5--3|/ï+(3  l/i^.f-4  V^ ft) 

«2Ï/â-3l/i+3V'5+4\/i=-5\/â+   Vh; 

4V/5+V/6-(3\/â^  \/l) 

'    ""         l  '      ■ '!■■■■  ■■  ■  '.1'  ■  ,1     .1..        ■    ,,       — 

(*)  La  iomme  el  la  différtnêe  <fe  deux  radicaux  du  weouA  degré  iomi  dM^uan- 


Digitized  by 


Google 


ALGAMB/ «QITAitlMi.  SBQMD  l4Mlé.  383 

174.  IfcLTiPUCATUMi.  Pmv  fùTMW  te  prcfàmit  de  deux  radicaux 
du  ieeand  degré,  faites  le  produit  dei  ^antkés^  placée»  sous  le 
signe  radical  y  et  affectez  ce  produit  du  même  signe  radical.  Vous 

aurei,  par  exemple  V^a  X  yi  =«  V^oô* 
En  effet  on  a 

«(V/ârx(V/iy-a*; 

la  quantité  {/a  X  V^b  est  donc  la  radine  carrée  de  la  quantité  ab. 
Remarquez  que  le  produit  de  deux  radicaux  d^- second  degré 
peut  être  une  quantité  rationnelle.  Soit,  par  exemple,  le  produit 

V/3âxV^27â-V/3ax27a==V/8Îi^«=9a; 

ehmm  de»  facteurs  V^S,   V/27â,  est  une  quantité  irrationnelle  ; 
mais  leur  produit  9a  est  rationnel. 

175.  Division.  Pour  former  le  résultat  de  la  division  duh  ra- 
dical du  second  degré  par  un  autre  radical  du  second  degré,  divi- 
sez la  quantité  placée  sous  le  premier  signe  radical  par  la  quantité 
placée  sous  le  second,, et  affectez  ce  quotient  du  même  signe 
radical. 

Vous  aurez,  par  exemple,  —r-  =  V  ^' 

En  effet,  ona  1^^)  ^^^' i^^  =^1  (n- 170);  la  quantité 
WbJ       Vb^Vb   ^ 

^~7^  est  donc  la  racine  carrée  de  la'quantité  v. 
Vl  ^ 

Remarquez  que  le  quotient  de  deux  radicaux  du  second  degré 
peut  être  une  quantité  rationnelle  :  soit,  par  exemple,  le  quotient 


Hiéê  irrationnelUt.  En  effet,  soit  ay—l/â+ 1^6;    d'où  «-l/ï-l/a,  et 
(aî-V^i)*— a^-2«l^6+ft  — a.    On   en  déduit .  i*  +  ^ -«  — W? l^f,    et 
îîl^Ilf— l/F,  Donc  si  la  sompe  a?  était  rationnelle,  le  terme  Tadical,  K  6- 
sertit  une  quantité  rationnelle,  c,ontrairement  à  rhypoihése. 
On  démontre  de  même  que  l^i— 1^6  est  une  quantité  irrationnelle. 
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chacuo  des  termes  V^^à,  V^Sa,  est  irrationnel;  mais  le  quotient  3 
est  rationnel. 

fi  ' 

176.  Exposant  fractionnàirb,  s*  ^^  a  ira  qae,  si  une  lettre  a  est 

affectée  d'un  exposant  pair,  n  ^  2m ,  on  obtient  la  raeine  carrée  de 

a**  =  a*»»^  en  donnant  à  la  lettre  a  Texposant  «w«  ^  (n«^  IW),  de 

sorte  qa'on  a      • 

par  conséquent,  Vtxpoêant  x,  dont  la  forme  est  fractionnaire,  in- 
dique ^  lorsque  la  division  peut  se  faire  exactement,  qu'il  faut  pren- 
dre la  racine  carrée  de  la  quantité  û".      . 
On  est  convenu  d'admettre  dans  les  cafculs  Texposant  fractionnaire 

^,  même  dans  le  cas  où  n  est  impair,  c'est-rà-dire  que  le  symbole 

algébrique  a*  constitue,  par  convention,  une  manière  d* écrire  la 

racine  (/â"«  ' 

l  /-  L 

Par  exemple  a^signiûe  k  ei',  et  l'expression  a*  a  la  même  sî- 

gnificaUon  que  le  radical  va*^  . 

Les  régies  qui  dé^rminent  l'exposant  d'une  lettre  dans  un  pro- 
duit ou  dans  un  quoHent ,  quand  tous  les  exposants  sont  entiers , 
s'étendent  au  cas  où  Von  admet  dans  les  calculs  l'bxposant  fbac- 

TIONNAIRB  ô* 

Ainsi  le  produit  a^Xo,*,  ou  a*  X  a',  sera  a  ^===c?;  car 
a*  =  V  «*♦  par  convention  ;  on  a  donc  - 

a^Xa^=-  o'  X  V/a»  =  \/a»x«  X  a»  =  V/o"  =  a''. 
On  établira  dJb  même  lés  égalités  suivantes: 
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4         <  s     •  •  I  i 

•  I  1         ^  •      »         •     s 


Si  Ton  range  par  ordre  de  grandeur  les  exposants  des  puissances  d*une 

qaantité  a;  par  exemple/...  a',  a',  a*,  a',  a,  a\  a»,  a-*,  a-*,.... 
Ton  dira  que  ces  puissances  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur, 
quant  à  leur  degté. 

Il  suit  de  là  qu'un  polynôme  qui  renferme  des  radicaux  du  êecond 
degré  peut  être  otiOOKvÈ  par  rapport  aux  puisiances  croisêantes  ou 
décroissaniei  d'une  même  lettre. 

Par  exemple  le  polynôme  a?K  a?  +  — r^»  ^^  i/x*  +  \/ar\ 

Vx 
i        -* 
peut  être  mis  sons  la  forme  â?' -f~  ^  '• 

On  s*assure  facilement,  en  raisonnant  comme  au  n**  75 ,  que  si  les 
facteurs  d'un  produit  sont  oanoNNis ,  le  produit  du  premier  ternie 
du  multiplicande  par  le  premier  terme  du  multiplicateur^  ne  peut 
se  réduire  a^ec  aucun  autre  produit  partiel;  et  il  en  est  de  même 
du  produit  du  dernier  terme  du  multiplicande  psqr  le  dernier  terme 
du  multiplicateur. 

Par  conséquent,  la  règle  donnée  ait  n<»  163,  pour  Texiraction  de 
la  racine  carrée  d'un  polynôme ,  est  encore  applicable  à  un  polynôme 
dont  la  racine  carrée  renferme  des  radicaux  du  second* degré.  Ainsi, 
1*  si  le  polynôme  donné  P  (qui  peut  renfermer  des  radicaux  du  se- 
cond degré)  est  le  carré  d'un  polynôme  P'«  a -f- ^ + <^+ ^te*  >  <^oia* 
posé  de  termes  rationnels  ou  de  radicaux  du  second  degré ,  la  règle 

énoncée  fera  trouver  tous  les  termes  du  polynôme  F^^  V^P  ; 

2*  S'il  n'existe  pas  de  polynôme ,  composé  d'un  nombre  limité  de 
termes ,  A^it  le  carré  soit  égal  au  polynôme  donné  P,  on  le  recon- 
naîtra toujours  en  appliqifant  cette  règle  au  polynôme  P  ;  et  Je  ca- 
ractére  dHmpossibHiti  constatant  que  l'opération  m  pourra  jamais 
se  terminer,  sera  celui  que  nous  avons  expliqué  au  n"*  167. 

Extraction  de  la  racine  carrée ,  dans  laquelle   on  admet  des 
radicaux  du  second  degré f 

177.  Lorsque  dans  un  terme  algébrique  irrationnel ,  une  lettre 

25 
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n^entre  pas  sons  le  signe  radical,  on  dit  qae  ce  terme  est  rationnel 
par  rapport  à  cette  lettre* 

Les  quantités  irrationnelles  xV^,  -—rz ,  sont  rationnelles  par 

rapport  à  x. 

On  dit  qu'tin  polynôme  est  rationnel  pàb  bapport  à  uns  lbttbb^ 
lorsque  tous  les  termes  de  ce  polynôme  sont  rationnels  par  rapport 
à  cette  lettre^ 

178.  Un  polynôme  rationnel  qui  n'est  pas  le  carré  d*un  autre  poly- 
nôme rationnel,  .peut  néanmoins  être  le  carré  d*nn  polynôme  ration- 
nel par  rapport  à  une  certaine  lettre. 

Soit  par  exemple,  le  polynôme  3a;'+6:r-4-3 ,  qui  n*est  pas  le  carré 
d'une  quantité  rationnelle ,  puisque  le  nombre  3  n'est  pas  un  carré. 
Si  Ton  cherche  la  racine  carrée  de  ce  polynôme ,  en  admettant  à  la 
racine  des  termes  irrationnels ,  on  obtient 

x\/l+-yz:==  V^3jî»+ar-f5; 
V  3 

celte  racine  est  rationnelle  par  rapport  à  x. 

179.  Si  Ton  cherche  la  racine  carrée  du  trinôme  ax^-bx+c^  on 

obtient  d*abord  à  la  racine  le  binôme  xV^a+'^—ri.;  le  reste 

2V/a 


h,  Ct  ne  ren. 

'érentdekac^ 

terme  de  la 

ré  de  ce  terme 

[posant  de  x^ 
dans  le  dernier  terme  e.a^sân  trinôme  proposé.  Dans  ce  cas,  h  tri- 
nâme,ax-+bx^  c  ne  peut  pas  être  le  carré  d'un  polynôme  com- 
posé d'un  nombre  limité  de  termes. 
Lorsque  les  valeurs  attribuées  aux  coefficients  a,  b,  c,  annulent  le 

reste  — -^ — ,  c'est-à-dire.,  lorsque  6*  est  égal  à  4ar,  Topération 

est  terminée;  le  trinôme  ax* '■\- bx -{- c  est  le  carré  du  binôme 

X  \/a  H rr  »  qni  est  rationnel  par  rapport  à  x* 

2Va 
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180.  Nous  praj^soroiis  eaeore  d'extrtire  la  rackie-odirèe  da  pa- 
lynôme 

P  =  0,ar»-l,2a?«+3,ar-6-f.-. 

Cette  racine  ne  peut  être  rationnelle ,  ni  par  rapport  aux  nombres , 
ni  par  rapport  à  x. 

Pour  simplifier  les  calculs ,  on  multiplie  d^abord  P  par  un  facteur 
qui  change  le  premier  terme  0.2  â^  en  un  carré  ;  le  facteur  5â?  rem- 
plissant cette  condition ,  on  met  P  soos  la  forme 

et  Ton  cherche  la  racine  du  facteur  a?*  — 6a?'+19a?'  — 30jî  +  25. 
Cette  racine,  qui  s'obtient  en  valeur  exacte^dans.  i^xemple  proposé, 
est  égale  à  â?*— 3aî+5. 
On  en  conclut  que  P  est  le  carré  de  la  quantité  irrationnelle 

î^-(f-?+!)vs=(ii-|.:-+.-i).v/^ 

Équations  du  second  degré. 

181.  Une  équation  du  second  degré  à  une  seule  inconnue ,  peut 
toujours f  par  la  transposition  des  termes,  être  réduite  à  trois  termes 
au  plus,  ^i ,  pa  arme 
A«0(n»88),  talilc 
des  termes  qui  j  r  ;  le 
coefficient  a  é  li  ne 
renferme  que  d  [  ad- 
mettent comme  e,  $e 
réduiront  en  ui  ts  de 
rinconnue  se  ri  étant 
connues.  Alors  Téquation  est  ramenée  à  la  forme  ax^+ix+c^^O. 

Si  le  terme  c  se  réduit  à  zéro,  de  scnrte  qu'il  s'agit  de  résoudre 
l'équation  incomplète  ax*+bx=0^  ou  x.  {aa?+è)s—0,  il  est  clair 

que  cette  équation  admet  une  racine  nulle ^et  une  racine  égale  à —  , 

qu'on  obtient  en  résolvant  l'équation  du  premier  degré  ax-^h^iS* 
liais  l'équation  n'admet  pas  d'autre  raeéne;  car  une  valeur  de  x 

différente  de  a?  «0  et  de  â?» ,  ne  pouvant  annuler  aucun  des 
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facteurs  da  produit  ^r^cuc-f-  ^)t  ne  rtndrait  pas  ce  produit  égal  à 
zéro. 
Si  le  coefficient  b  se  réduit  à  zéro,  de  sorte  qu'il  s*agit  de  résoudre 

VéquatioH  à  deux  termes  aa^-4'^^^>  ^^  x*-}--  ^0,  on  en  déduit 

c  %     X       c 

aî*»«  —  -  eta?  =  ±  1/  —  5  D;  de  sorte  que  ïéquaHon  du  se- 

eond  degré' à  deux  termes  aàmet'deux  faeines,  et  n*en  admet  que 
deux.  Lorsque  les  coefficients  a  et  c  sont  de  signes  contraires ,  la 

quantité eslpotitive^  les  radnes  sont  mèemxbb,  numériquement 

égales  y  et  de  signes  contraires.  Lorsque  les  coefficients  a  et  c  sont 
de  méaie  signe ,  la  quantité est  négative  ;  les  racines  sont  ima- 
ginaires. 

182.  Si  aucun  iles  coefficients  a,  5,  c,  n*est  nul,  de  sorte  qu*il  s'a- 
git de  résoudre  X  équation  du  second  degré  complète  oa^'-f^ar-f-C'^O, 

h         c 
ou  a;*+  -  x-\ —  «  0 ,  on  ramène  la  question  à  résoudre  une  équa^ 

tion  à  deux  termes  ou  à  résoudre  deux  équations  du  premier  degré, 

h  c 

Posons  pour  abréger  -  =*p ,  -  «=  q.  L'équation  à  résoudre  est 

x*+px+q^(K  (1) 

Considérons  la  somme  x^-^-px^  comme  la  somme  des  deux  pre- 
miers*termes  du  carré  d'un  binôme  x-^z^ce  qui  exige  que  p  soit 

égal  à  22,  ou  qu'on  ait  js  =  |;  ce  binôme  est  donc  a: +  ^,  et  son 

carré  est  a?* + po?  +  t;  •  Complétant  le  carré  de  a; + 1  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (1) ,  on  a  l'équation 


O  On  peut  AUSSI  mettre  Téqualion  â^+  -—0,  sous  U  forme  fi^^—l  ~-  ~*  )  ""*? 

00  *«— f  t/  — .-  j  — 0;cequi  revientà  (»  +  \/  —  -  )•(  *~\/— -  )  — •• 
Il  est  alors  évident  que  Téquation  admet  les  deux  raeinêi 


.=y_î.  «= v-v 


qui  annulent  Pun  ou  l'autre  des  deux  facteurs  do  produit,  et  qo'ti  neptui 
exiiter  d'autre  racine  de  l'équation  à  deux  termes  proposée. 
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«•+!«?+ Ç-^+^-0,  ou  (a:+£j"-(Çr-g)«^.    (2) 

L*éqiiatîon  (2)  est  une  éqt^tion  à  deux  termes^  dans  laquelle 

rinconnue  ^  +s  ♦  admet  les  deux  valeurs  œ  +i>  ««  +  \/  x  ""  ^  » 

a:  + 1  =  —  X/  ^  —  ^ ,  et  n*en  admet  pas  d*a«tre. 
On  en  conclut  que  Féqnation  (1)  admet  les  deux  racines 

et  n'en  admet  pas  d'autre. 

Les  valeurs  des  racines  de  Téquation  du  second  degré  se  trouvent 
ainsi  exprimées  en  fonction  des  quotients  p,  ^  ;  et  Ton  a,  pour  former 
ces  valeurs  des  racines ,  la  régie  suivante  : 

Lorsque  V équation  a  été  ramenée  à  la  forme  x'+px+q=0, 
àan$  laquelle  le  eoefflcient  du  carré  de  Vinconnue  est  positif  et  égal 
à  Tunité^  la  valeur  de  x  est  égale  à  la  moitié  du  coefficient  p  du 
second  terme ^  pris  avec  un  signe  contraire^  plus  ou  moins  la 
racine  carrée  de  la  somiib  ^u'on  obtient  en  ajoutant  au  carré 
de  la  moitié  de  ce  coefficient  p,  le  dernier  terme  q ,  pris  avec  un 
signe  contraire  (*}. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  valeurs  des  racines  satisfont  à  Té- 
quation  ar'+p:r+^=0,  qui  révient  à  a?(p+a?)+5r=0.  Car,  si 

l'on  désigné  par  r  la  valeur  du  radical  \/  ^  —  ^>  de  sorte  qu'on 


O  Cette    régie   est   encore    applicable   ai^    cas    dans  lesquels   l'équalion 
«ofS+to^f  c=ao  n'est  {ws  eompUtfi.   Si  le  terme  e  se  réduit  à  xiro,   on   a 

a;'— £+^—0   et   «"-v^?— ?  — —P— -• 

b 
El  si  le  coefficient  fr  se  réduit  à  xéro,  on  a  -  «=^p— o  ; 


ou  <^— 4  K  .irj*- +  y 

On  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  obtenus   n.  I8i)r 
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«s 
a  r'=«:~-— gf,  lesvaleocs  de  x,  formées  d'après  la  règl 

dente,  sont  a?  == — §  +r,  et  a?"==  —  g— r.  On  en  dédoit  : 


et  a?'  (i>+^')+g«— g+ç=0, 

et  aî^Cp+a^'O+^^O. 

183.  Si  Ton  veut  exprimer  les  racines  de  Téquation  du  second 
degré  ax^+bx+c='0,  en  fonction  des  coefficients  a,  6/c,  il  suffit 
de  remplacer  p  et  ^  par  leurs  valeurs ,  dans  la  formule 


—  p  ±  \/p*  —  ^q      —ap±]/à'p^—^a.  aq 
ou         x^ g == -^ . 

On  trouve  amsi  x  =  — : ^ ^. 

184.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  la  résolution  de 
réquatîon  complète  a:*+P^+5'=0,  à  celle  d'une  équation  à  deux 
termes ,  peut  encore  ^rvir  à  décomposer  le  trinôme  x'+  px+q  ^* 
un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  x. 
Ainsi  Ton  a 

«^Hl»-H-*M*«>fÇ-(Ç-,)  -(»+i)'-(\/f^)' 

-H+\/f=7)(«+i-\/?^)^ 

etsironpose— |  +  Y/Ç-^=«'»    -|-\/Ç-^=^'' 

on  aura  oî'-f- pa: + g  =  {x^-x") .  (a?  —a?)  ; 

c'est-à-dire  que  le  trin^e  sera  décomposé  en  un  produit  de  deux 
facteurs  binâmes^  du  premier  degré  par  rapport  à  x.  On  reconnaît 
que  les  quantités  x\  x",  indépendantes  de  x^  sont  les  racines  de 
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l'équation  a^-^-px+q^O,  Ce  sont  leH  yalenrs  particulières dç  a:  pour 
lesquelles  la  valeur  du  trinôme  est  nulle.  Par  conséquent: 
Pour  décompour  en  f<icteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  x, 

le  trinôme  9x^+bi,+c,  ot*  a^x«+j  x+^j  =  a(xH-px+q)»  on 

résoudra  Véquation  x^+px4-q=0,  c'est-àrdire  que  Von  calculera 
les  racines  x',  x!',  de  cette  équation  y  et  Von  aura 

aa^'\-hX'\-c'=a{x—x'),[X'-Jxf).  ^ 

185.  Si  la  quantité  «  est  racine  de  V^uaHen  x^+px+q==0, 
le  premier  membre  est  divisible  pi 
quement. 

En  effet,  on  sait  que  le  reste  delà 
par  le  bioôme  a?—  *  est  &*.-j-pA-|-( 
de  V équation  t  Ton  a  *'+?*+ 5^= 
polynôme  x'^'\-px-\-q,  est  dicisibi 

Réciproquement,  lorsque  la  divi 

a'+p*+^  est  nul,  en  vertu  de  Yh 

racme  de  rêquationa?*+pa?  4"  g  =  ^.  ... 

^     "  .        X^+px  +  q 

Lorsque  la  quantité  ^*+p*  +  q  est  nulle ,  le  quotient  — ^_^ 

est  égal  à  ar+p+*,  de  sorte  qu'on  a  x*+px+q'=(x-'^){x+p+:^)* 
La  valeur  de  ce  produit  s'annule  lorsqu'on  suppose  x==<t;  elle 
s'annule  encore  loi^u'on  suppose  a: =—i>—*;  d'où  l'on  conclut 
que  «  la  quantité  et  est  racine  de  V équation  x*+px4-q«=0, 
Vautre  racine  est  égale  à  —  p— *.  La  somme  algébrique  des 
deux  racines  y  —  p— «  et  *,  est  égale  à  —  p.  Le  produit  des 
deuxracines,  — p— ^e^*,  est  — p*— «t*,  quantité  égale  à  q, 
puisqu'on  a  A*4-p*  4-^= 0. 

186.  Les  deux  relations  que  nous  venons  d'éUblir  entre  les  racines 
de  l'équation  du  second  degré  et  les  coefficients p,  q,  de  l'équation 
se  dédîûsent  directement  des  formules  __^__. 

On  a  évidemment  pour  la  somme^  x'+x":=  —  p  ;  c'est-à-dire  que 
la  SOMME  des  racines  de  V équation  du  second  degré  x*4-P^+q=^' 
est  égale  au  coefficient  du  second  terme,  pris  avec  un  signe  con- 
traire. 

Quant  a»i  produit,  les  valeurs  de  x\  x"  éUnt  exprimées  par  la 

P        /P* 
somme  et  par  la  différence  des  quantités  --  ^  »    y  T  "^  ^  '  ^^  ^ 
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doit-  est  égal  à  la  diffé^oce  des  carrés  de  «es  quantités.  On  a  donc 

c'est-à-dire  qu^  le  pbôduit  des  racines  de  V équation  du  tecond  degré 
x*+  px+q = 0 ,  est  égal  au  dernier  terme  q.       • 

187.  .Ces  propriétés  des  racines  de  réquatîon  do  second  d^ré, 
donoent  un  moyen  facile  û^fornier  unkéquatioTfi*d)u  seûcfnd  degré 
qui  admette  pour  racines  deux  quantités  *^ données ,  «t,  /è. 

Si  Doiis  représentons  Téquation  demandée  fratr  œ*^px+q^O,  il 
s'agit  de  déterminer  p  et  g ,  de  manière  que  les  vateurs  des  racines 
soient  égales  à*,  /6. 

A  cet  effet,  Hi^ posera  p«-^^(*-|-/é),  q^ùL.fi;  et  réquatkm 
a»« —  (<t -|-ig) x+A,0^O,  remplira  les  conditions  do  problème. 

Discussion  des  racines  de  V équation  du  second  degrés  x*  4t^x  -f-  î  =  0. 

189-.  Lorsque  les  coefficients  p',qde  l'équation  x*+  px  +  q=  0 ,  sont  des 
quantitét    réelles,   1<*  Us  racines  #oi^  tt^mLJ.m'^T  uHiGAhEs  toutes  les  fois 

«yw  o/t   o    —  —  (^  >  0  ; 

P* 
2»  Les  racines  sont  ridelles  et  égales  lorsqu'on  a  -j  —  5  =  0; 

3°  Enfin,  les  racines  sont  imaginaiubs  Lorst^noo  a  *^  ~^  ^ ^  0. 

En  effet ,  selon  quie^a  quantité  — ^  —  ^  est  pltts  .grande  que  séro ,  on 
nulle,  oa  moindre  que  xêro,  c'est-à-dire  négative  ,  la  valeur  da  radical 

V/  -z q,  est  un  certain  nombre  r,  o*  bien  elle  est  nulle,  ou  elle  est 

V      4  ^ 


imaginaire.  ^ 


Dans  le  premier  ca^,  les  deux  racines  x' se: -*- - -f- r ,  jp''=r— -  —  r, 

sont  éviddhnment  réelles  et  inégales; 

P  P 

Dans  le  second  cas,  les  racines  Jc'aas;— --fO,  «"=  —  -  —  0,   sont 

•\ 
P 
évidemment  égales  à  la  quantité  réelle ; 

Dans  le  dernier  cas ,  les  valeurs  des  jracinet  fermées  d*un  terme  réel , 
et  d'un  terme  imaginaire,  ne  sont  calculables  ni  exacteiaent,  iii,ptfr  ap- 
proximation ;  elles  sont  imaginaires . 
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On  conclut  de  là  que ,  véciproquement ,  st  ies  racines  de  V équation  du 
second  degré  x*-|-  px  +  q  =0  ,  sont  réelles  et  inégales ,  la  quantité  j  —  q 

e><  nécessairement  positive;  que  si  les  racines  sont  réelles  etégales^da  quan- 

p« 
tité  '2  "^q  est  nulle;  enfin,  que  si  les  racines  sont  imagim^res,  la  quan- 

lite  -—  —  q  est  négative. 

Si  la  quantité j  est  positive ,  on  peut  la  représentter  par  le  carré 

•^r*  d*nne  quantité  réelle,  r,  commeiisnrable  pu  irrationnelle;  alors  le 

,  /         P\* 
premier  membre  x*-^px  '\-q  est  égal  à  i  ar  +  -  j    —  r*.  Ainsi  ,  lorsque 

p« 
la  quantité    -r  "^î  est  positive  ,  ou  lorsque  les  racines,  sont  réelles  et  iné^ 

gales  f  le  premier  membre  de  V équation  proposée  est  la  différence  de  deux 
carrés  (x  +  p)',  r*. 


u^P       _  ^.^-n.  , 1 v^^.g  rédu4tà(xj-^)  . 


Si  la  quantité  -r — q  est  nulle,  )e  premier  membre  se  réduit  à  \ 


.  .  P* 
Ainsi,  lorsque  la  quantité -^  ^- q  est  ntdle,   ou  lorsque  les  racines  sont 

égales ,  le  premier  membre  est  u^  carfjè* 

P*  P* 

Enfin ,  si  la  quantité ^r  est  négative,  la  quantité  positive  q —  -, 

peut  être  représentée  par  le  carré  r^,  d*une  quantité  réell^  r;  alor»  le 

premier  membre  x*^pX'\-q  est  égal  à  (  x+-  )  -F^-^-r-  =  (  ^"^    )  +'"'  • 

P*  • 
Ainsi  ,  lorsque  la  quantité  .— ~-q  est  négative  ^  ou  lorsque  les  racines  sont 

imaginaires  ,  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  est  la  somme  de 
deux  carrés. 

Dans  ce  dernier  cas,  où  le  premier  membre  est  nécessairement  la 
somme  de  deux  quantités  posÀives.  y  il  est  clair  en  effet  qu'aucune' valeur 
réelle  de  x ,  positive  ou  né,:^ative ,  ne  pourra  rendre  le  premier  membre 
égal  à  zéro, 

189.  Les  seules  équations  du  second  degré  à  eùejfficienU  réels  ^  qui  pris- 
sent avoir  leurs  racines  imaginaiaes,  sont  celles  dont  ke  dernier  tetme  q  est 

»« 
POSITIF.  Car  si  le  dernier  terme:^ .  est  négatif  ou  niit,  la  quantité q 

•       ;  ,  ^' 

est  néce^wvement  positive ,  et  les  racines  sont  réelles. 

Lorsque  le  dernier  terme  q  est  positif  ^  on  Compare  la  valeur  du  carré  de 
la  moitié  du  coelEcient  du «econd  terme  px,ilsL  valeur  du  dernier  terme 
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q  ;  et  selon  qu'on  a--  >5',  ou  --=^,  ou  -t-<î,   l'on  conclut    que 

les  racines  sont  réelles  et  inégales,  ou  égales,  ou  imaginaires. 

100.  Lorsqu'on  a  reconati  que  les  racines  d'une  équation  du  second  degré 
X*  -f  px  +  q  =  0  ,  sont  RÉELLES ,  on  peut  déterminer  les  signes  des  racines 
à  rinspection  des  lignes  der  coefficients  de  relation. 

!•  Si  le  dernier  terme  q  est.-négatif ,  les  racines  réelles  x^^  x",  sont  de 
signes  contraires  ^  parce  que  leur  produit  x',x''=aq  est  négatif.  On  peut 
alors  déterminer,  de  pins ,  si  la  racine  négative  a  une  valeur  numérique 
absolue  plus  grande  on  moindre  que  celle  de  la  racine  positive.  £n  effet, 
si  le  coefficient  p  est  négatif,  la  somme  algébrique  x'  +  x''  des  racines 
est  positive  ;  donc  la  racine  positive  a  une  valeur  plus  grande  que  la  va- 
leur absolue  de  la  racine  négative.  Si  au  contraire  le  coefficient  p  est 
positif,  la  somme  algébrique  x'  -f-  x"  est  négative  ;  donc  la  racine  posi- 
tive a  une  valeur  plus  petite  que  la  valeur  numérique  absolue  de  la 
racine  négative.  Enfin  si  p  était  nul ,  les  racibes  x',  x",  inégales  parce 
qu'elles  sont  de  signes  contraires,  auraient  des  valeuiS  absolues  égales 
entre  elles.  •  '}'. 

20  Si  le  dernier  terme  q  est  nul,  une<les  racines  est  nulle,  i'mutre  ra- 
cine est  affectée  d'un  signe  contraire  au  signe  du  coefficient  p. 

3^  Si  le  dernier  terme  est  positif ,  les  ruines  réelles  jc'f  x'*  samt  de 
même  signe,  puisque  leur  produit  est  positif.  De  plus,  si  le  coefficient /r 
est  négatifs  la  somme  x'+  ^"  est  positive  ;  les  deux  racines  sont  donc 
positives;  si  au  contraire  le  coefficient •/>  est  positif,  la  somme  *r'+«'v" 
est  négative;  les  deux  racines  sont  doi^c  négatives.  De  sorte  que  les  ra- 
cines de  même  signe  sont,  dans  les  deux  cas,  affectées  d'un  signe  contraire 
au  signe  du  coefficient  p. 

101.  Lorsqu'on  exprime  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 
ax*-\-bx'{-c=zO ,  en  fobction  des  coefficients  a,  h,  c  (n®  183) ,  on  a 

-^bzti/b^—Aac 


2a 

Si  les  coefficients  a,  b,  c  sont  des  quantités  réelles ,  V  les  racines  sont 
réelles  et  inégales  toutes  les  fois  qu'on  a^'— -4ac^0; 

20  Les  racines  sont  réelles  et  égales  lorsqn  on  a  b* —  4ac=:0  ; 

3*  Enfin  les  racines  sont  imaginaires  lorsqu'on  a  b^^^iac  <0;  et  l'on 
en  Qonclnt  que  les  pfcopositions  réciproques  sont  vraies. 

Dans  le  cas  où  Ws  racines  sont  réelles j,  elles  sont  affectées  de  signes 

contraires ,  lorsq^ae  les  coefficients  a,  c,  sont  de  signes  contraires,  puis- 

c  *     '     . 

qu'alors  le  quotient  9=  -  ,  qui  est  égal  au  produit  des*  deux  racines,  est 
a 

négatif.  Mais  si  les  coefficients  extrêmes  a ,  c  sont  de  même  signe ,  les 
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b  ,  c 

deux  raeines  sont  de  même  signe  que  la  quantité ,  car  le  qviotient  q=z- 

a  a 

étant  alors  positi/f  les  deux  racUies  sont  de  même  signe;  et  ce  signe,,  con- 

b 
trake  à  œloi  d«  qootieQt  p  es  -,  est  le  même  qae  le  signe  de  la  qnan- 

a 
.  ,        6 

Uté • 

a 

199.  On  peut  résoudre  directement  Féquation  da  second  degré 
a.r*<4-^#+cs=D,  sans  diviser  les  deux  membres  par  le  coefficient  n  da 
carré  de  Tinconnae.  Noos  admettons  toajoars  que  les  coefficients  a,  h,  c 
représentent  des  quantités  réelles. 

Première  méthode»  Supposons  d'abord  qu'on  ait  iéuni  tous  les  termes 
dans  un  même  membre,  de  manière  que  le  coefficient  a  du  carré  de 
l'inconnue  soit  positif.  Le  terme  ax^  est  le  carré' de  la  quantité  réelle 

xy  a.  Considérons  la  somme  aai^  +  bx^»  comme^la  somme  des  deux 

premiers  termes  du  carré  d'un  binôme  x  y  a  4-  5 ,  ce  qui  exige  que  bx 

soit  égal  à  2x  y  a  X  « .  c'est-à-dire  que  b  soit  égal  à  2  y  ù,yc  '  ♦  de  sorte 

que  s  =s --.  Le  binôme xk  «  -f-5  est  donc  égal  à  xyn+  —, 

^\/a  ''  Va 

b*         '  \  /- 

et  son  carré  est  ax*-f  bx  +  —  Complétant  le  carré  de  xyo'^-' 


4a 


dans  le  premier  membre  de  l'équation  ax^+bx+c^ù,  (1);  ou  a  l'c- 
quation 

t^        b*  /    ty  *     \'       A*— *flc    ,^^ 

«jr«+Ax-f- -.^-c=0,   <m  (  X  y  a  +  ^^  )   =  — j;; —  •    («) 


( 


L'équation  (2)  est  une  équation  à  deux  termes ,  dans  laquelle  l'inconnue 

X  y  a  H )  admet  les  deux  valeurs 

2\/«/ 

,    y-  ù  \/b^—iac  .    •-  i        .    -      \/z.«— 4ac 

il/a  2V/«  2\/«  2\/a 

t  n'en  admet  pas  d'autre. 
On  en  conclut  que  l'équation  (1)  admet  les  deux  racines 


"~  2a  '  2a 

et  n'en  admet  pas  d'autre. 


(A) 
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Deuxième  méthode.  Supposons  qu'on  ait  rëani  tous  les  ternies  dans  un 
même  membre,  de  manière  que  le  terme  tout  connu  c  soit  positif  dans 
réquation  c  +  ftr  +  aa:*=0.  (1) 

Le  tenue  c  est  le  carré  de  la  quanti^  réelle  l/^.  Considérons  la  somme 
c-\'bx  comme  ht  somme  des  deux  premiers  termes  du  carré  d'un  binôme 

U^+y,  ce  qui  exige  que  bx  soit  égal  a  âl/^X/.  ou  qu'on  ait^=s ; 

— '                            "                              bx 
le  bin6me  I/p4-^  est  donc  égal  à  |/c  H —,  et  son  carre  est  c  +  *x 

b*x*  ,  -       bx      ' 

I  ■  V    .  Complétant  le  carré  de  |/c  H — > —  dans  le  premier  membre  de 

l'équation  (1),  ou  a  l'équation 

Or,  le  premier  membre  de  l'équation  {%),  formé  de  la  différence  de  deux 
carrée,  est  décomposable  en  facteurs  du  premier  degré  :  la  question  est 
ramenée  à  résoudre  l'équation 

Cette  équation  admet  donc  deux  racines,  qui  sonf  les  racines  des  deux 
équations  du  premier  degré 


2c-f  Ax+orl/**— *ac=sO ,      et      2c  +  Jx  —  xl/*»— 4ac=0 , 

et  elle  ne  peut  pas  admettre  d'autre  racine. 
On  obtient  ainsi  les  deux  valeurs 


b-i-l^b'^  —  ^ac  b-^\/b*^lac 

103.  Remarquez  que  les  valeurs  des  racines,  x',  %!',  fms  les  formules  (A) 
et  (B),  diffèrent  seulement  par  OirrACTBua  comTOR  aux  deux  termes  des/rac^ 

tions  qui  expriment  x'  et  x".  Ce  facteur  est  -* pour  la  valeur 


,       -       b-^i/b'^^kaq  ,        ,  .       ,» 

dex^et  ■■■       ■        •    *i>our  la  valeur  de  x'\ 
ïc  • 

En  effet,  par  les  formules  (B),  on  a 
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«'=     -*' 


— (&-  Vb*-  iac)      —{b-yb*—iac) 

c'est  la  valenr  de  x',  dans  les  formules  (A).  '' 

De  même, 

*_K*«-*-c    (,_^.îi:^^^),  ^HJ^I^  «» 

çest  lavaleor  de  x"t  dans  les  formules  (Â). 


Discussion  des  racines  de  l'équation  ax*4~bx  +  c±^0, , 
dans  les  hypothèses  a=s:0;as=>0^  b=sO;  a  =  0,  b=sO,  c==0. 

104.  Si  Ton  considère  différentes  équations  du  second  degré  dans  les- 
quelles la  valeur  numérique  du  coefficient  a  soit  supposée  de  plus  en  plus 
petite ,  tandis  que  les  coefficients  5,  c,  demeurent  constamment  les  mêmes, 
la  valeur  du  binôme  b^-^ac  différera  de  moins  en  moins  de  la  quantité 

6»,  et  la  valeur  du  radical  \/b^—kac  approchera  in^ié^niment  de  la  va- 
leur numérique  de  ^,  à  mesure  que  a  approchera  de  zéro.  Enfin,  si  Ton 

suppose  que  a  devienne  nul  y  on  aura  db  |/^A* — 4ac  =  dtft.  Dans  cett^hy- 

—2c  ^  .  —2c  c 

pothèse,  la  racine  x' =: ■==.  (B)  devient  «'««7 — -=«.:-  7;  et 

b+yb^-^iac  *+^  * 

en  effety  Téquation  ax^-^-bx+c^O,  se  réduit  à  bx+cmadO,  pa^  Ithypothèse 

asssO ,  lorsqu'on  veut  n'attribuer  à  x  que  des  valeurs  finies;  et  alors  cette 

c 
équation  admet  la  racine  x  =  —  -. 

—2c  ^  —2c  . 

La  racme  «"= (B)  devient  x"  =  ~ — ■  ,  et  se  présente 

m  ' 

alors  sous  la  forme  x"  s=  — -  s=s  oo  ;  de*  sorte  que  cette  racine  a  une  valeur 

numérique  infinie ,  par  où  l'on  voit  que  si  la  valenr  du  coefficient  a  dimi- 
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nue  en  approchant  d$  Béro  autant  quon  veut^  ta  valeur  numérique  de  l'une 

des  racines  augmente  indéfiniment',  et  peut  surpasser  toute  quantité  donnée. 

La  même  hypothèse ,  /i  =s  0 ,  introdaite  dans  l6s  formules  (A)  ,  donne 

0  c 

jr'dBs-,  aaim de  j^=^r;  ce  qui  tient  à  ce  que  les  deax  termes  de  la 
0  •  o 

valeur  de  x\  savoir , 

-.A4-  »/Â5=4:Ï==^2c  {—^^ )  . 

^      '    4ac        (b  i  l/Z.«-4/«c)  .  (a— 1/ A«— 4»c) 

et  2  a  = :=  i -1 — i— i 1 , 

2c  2c 


ont  on  factear  commun ,  ,  qui  s  annule  lorsqn  on  suppose 

a=0. 

Or,  si  Foii  supprime  ce  facteur  avant  de  supposer  a  =  0,  on  obtient 

—2c 
x'  =- ,  formule  qui  conduit ,  comme  on  l'a  vu ,  à  la  valeur 

b^y/b'^^kac 

déterminée   et  finie  j:/  =:  —  - ,  lorsqu'on  y  fait  l'hypothèse  a  ss  0 . 
b 

—  i  —  l/^ï^^^ïac 

Quant  à  la  seconde  formule ,  ar"=: (A),  die  donne 

2a 

encore  x"  =  -  =  od  ,  comme  la  formule  (B) ,  ce  qui  tient  à  ce  que  le 


6  4- l/''o*--^ac 

facteur  --I- ,  commun  aux  deux  termes  de  la  valeur  de  x",  ne 

2c 

devient  pas  nul  lorsqu'on^suppose  a=:0« 

105.  Si  Ton  suppose  à  la  fois  a=0  et  6=0,  sans  que  c  soit  nul,  Fé- 

quation  ax*-f  ij»4-c=0  se  réduit  à  c=0,  lorsqu'on  veut  n'attribuer  à 

X  que  des  valeurs  finies  ;  il  est  impossible  d'y  satisfaire  par  des  Tulenn 

finies  de  x.  Et  cette  double  hypotiièse,  a  =  0,  AssO,  introduite  dans 

—-8c  --.^  2c 

les  formules  (B) ,  donne  efieclivement  x'=  -— -—  =  o©  ,  x"=s  — —  ==»  «  . 

Mais  si  Ton  suppose  a  .=  0 ,  &  ss  0  dans  les  formidts  (A) ,  elles  donnent 

0  0 

x'ass»,  x"=s:<-,  co  qui  ticttt  à  ce  que  les  facteurs  communs  aux  deux 

termes  des  valeurs  (A)  des  racines  s*annulent  quand  on  suppose  aasO, 

Enfin,  si  l'on  supposait  nuls  le^  trois  coefficients  a,  &,c,  il  est  clair  que 
l'équation  serait  satisfaite ,  quelque  valeur  que  Ton  donnât  à  x.  Et  alors, 
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les  formules  (B),  ainsi  que  les  formules  (Â) ,  donnent  les  racines  sous  la 

0  0. 

forme  a;'=r-,  a?"=-,  qui  marque,  dans  ce  cas,  l'indétermination  des 

valeurs  des  racines. 

Équations  réductibles  au  second  degré. 

196.  On  donne  le  nom  d'équation  bi-carrée  à.unç  équation  du 
4«  degré  qui  ne  renferme  que  des  puissafndes  paires  de  Tincônnue  x. 
La  résolution  d'une  équation  bi-carrée  peut  se  ramener^d  la  réso- 
lution d'une  équation!  du  second  degré.  En  effet ,  toute  équation  bi- 
earrée  peut  d'abord  être  ramenée  à  la  forme 

x^+px^+q^O  ■     (1); 

et  si  Ton  prend  pour  inconnue  auxiliaire  la  quantité  y,  qui  est  égale 

au  carré  de^rinconnue  a?,  on  aura  y  =  x^^    y*3s=  ar*  ;    a?=  ±:  V^y* 
Toute  racine  de  Féquation  (1)  devra  satisfaire  à  Téquation 

2/'+Py+?=0  (2), 

et  chaque  racine  de  Téquation  (2)  servira  à  déterminer  deu^  racines 
de  réquation  (1).  ^. 
Or,  les  racines  de  Téquation  (2)  sont 


,~Wi-. 


p     y    4 
Par  conséquent ,  les  racines  de  Téquation  (1)  sont 


x=^: 


V-^^v/i-'- 


Ces  racines  sont,  deux^  deux ,  numériquement  égales  et  de  signes 
contraires. 

Si  les  deux  racines  de  Téquatien  (â)  soq^  réelles  et  positives ,  les 
quatre  valeurs  de  x  sont  réelles  ;  si  une  seule  racine  de  Féqua* 
tioQ  (2)  est  positive ,  elle  donne ,  pour  x^  deux  valeurs  réelles  ;  les 
deux  autres  valeurs  de  x  sont  imaginaires.  -  • 

Enfin,  si  aucune  des  deux  racines  de  Téquation^^)  n'est  réelle  et 
positive ,  les  quatre  valeurs  de  x  sont  imagimaires.  . 

Les  racines  de  Téquation  bi-carrée  ^+pa?'+^=0  se  réduisent 

à  la  forme  x^±:  [/a^X/b,  dans  laquelle  les  quantités  a,  5,  sont 
connues. 
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RédvkcUon  de  VexpresHon  K  a-|-  \/b  à  la  forme  yZ  +  \//i. 

197.  Si  Ton  considère  une  équation  bi-carrée,  iC*+P^'+î  =  ^» 
dans  laquelle  lés  coefficients  p,  9,  soient  rationnels,  les  quantités 

—  I  «  a,  V  — •  9'—  è  sont  rationnelles  »  mais  V^d  «si  générale- 
ment ane  quantité  irrationnelle.  Ainsi ,  pour  obtenir  les  racines  de 
cette  équation,  lorsqu'elles  sont  réelles,  on  est  conduit  à  extraire  la 
racine  carrée  d^une quantité  a-^X/h^jsn partie  comn^emûrable ^ 
et  en  partie  incQVfimemurable. 
Il  s*agit  âe  déterminer*dam  quels  cas  la  valeur  de  cette  racine^ 

va  +  \/ô ,  peut  être  exprimée  p^r  la  somme  \/a  +  vi  de  deux 
radicaux  dp^'  second  degré ,  dans  lesquels  les  quantités  «,  fi  soient 
rationnelles.  ' 

Or,  en  supposant  que  des  quanâtés  rationnelles  «,  0^  satisfassent  à 

régalité  Va  +  \/l  «  \/* + \/? ,  pn  en  conclut 

Le  second  membre,  formé  de  termes  rationnels  par  bypoUièse , 
ne  pourra  pas  être  une  quantité  irrationnelle;  îifamtra  donc  que  la 

différence  yb  —  2  vTfi  soit  une  quantité  rationnelle ,  ce  qui  est 
impossible,  à  moins  que  cette  diffôrence  ne  soit  nulle  (*). 
Par  conséquent,  il  faudra  qù^dn  ait  à  la  fois  ë,^B=<t,  et 

2k  ^  =  yb ,  d'Qij^4*4i«  b ,  'te0^=^  ^.  Do»c  «,  ^fi,  seront  deux  quan- 

tités  dont  lasonune  a,  et  le 'produit  ^,  soQt^codbûs.  Aifei,  «,  >3,  se- 
rooCles racines 4e  Fèquâtion  <àû ^con4 degré  ' 

j.«-i\wî+|'=^0         {n^l87). 

: "''■-  .^    ' /  .  . 

<*)  C'est  ce  qu'on  a^déiqoBtÊé^ij^Ji»  Xli*  li  la  quantité  |/^^sk^=fi 
est  rafloflu^e  et  différeflle: ék  js^Ai  fm^  ^^  -^'= sl/^,  4\>ù ^  +  n*— 
2nl/Z=4ap,  et  \S^=^    T  ^'^'  "^t  Par  conséquent,  les  qfeinUtés  *,  n, 

a,  g^  étant  rationn Jjhés,  la  9d^ma?l/Tseg9\i  fatiannelle,  coatralremënt  à  l'hy- 
pothèse. *  '   . 
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ti,  pour  que  «,  ^e,  soient  rationnelles,  comme  on  le  siippose,  ît  fau- 
dra que  la  quantité  a* — b  sait  un  carré. 

Si  cetu  eçnfiiUon  nécêuaire  est  rempHe\  elle  est  d*inUeuré  suffis 
santé.  Car  si  Ton  a  a»— ft==cS  la  quantité  c  éUnt  raUonoeUe,  et 

qu'on  pose -^»«,  ?:z:£«^,  on  en  conclut  ^  +  0  «a; 
ufi^ — j —  ^^*  VcLM=^,eip^T suite 

donc  la  quantité  V/^  +  t^f,  ou  y^±±:£+y'î^,  est  la  ra- 
cine carrée  de  la  quantité  a  +  i/b. 

On  démontrera  de  même  que  la  icondition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'on, puisse  réduire  l'expression  J^a— l^à  la  forme 
V/i  --  \/fi,les  qu€mtités  » ,'fi ,  demnt  être rationneUes,  consiste 
en  ce  que  la  quantité  a»  —  b,  soit  le  carré  d'une  quanUté  ration- 
nelle c. 

Lorsque  cette  condition  est  remplie ,  on  a 

SoH,  par  exemf^,  la  quantité  «-=  k  3+^5.  On  a  a^3,  ft=«5, 
a«^*=c«=4,  c=2;  Û^ôùz^y/l  +  ^^^^yï5+ly§; 

et.  en  effet , (\/ 1  +  v/|)  ^|+2y/|  =  3+  V^S.  On  aura 
de  même  «'=^3^71  ==.  y/5_  ^t  _  1  V/ÏÔ -t  v/2. 

Équations  à  plusieurs  inconnues. 

198.  Toute  équation  du  second  degré  à  deux  inconnoes  peut  être 
ramenée  à  la  forme 
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«f*  ^  ôa?y  4- car*  4- tf|  4- «ir  4- f  «"  0 , 

dans  laquelle  les  lettres  a\b,  c^d,  0^  f,  représentent  des  nombres 
connus. 
Cette  équation  revient  à  ay*+{ba;  4"  ^  +i(<^^  +  ^ 4"  fï'^^y 

HéVwBf^m^K  +  ^^^Aa^+^x+i'^Q,  l'équation  gè- 

nérale  du  second  degré  à  deux  inconnujés  prendra  la  forine 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  quantités  indépendantes  de  y.  La 
quantité  P  est  du  premier  degré  par  rapport  à  a;  ;  la  quantité  Q  est 
du  second  degré  par  rapport  à  œ, 

199.  Lorsqu'il  s'agît  de  résoudre  le  système  des  équations  à  deux 
inconnues 

«V*  4-  h^y  +  cx^+dy  +  ea  +  f  =  0  (1) 

a'y  +  b'x+e'^0,  (2) 

dont  l'une  est  du  second  degré ,  et  l'aAtre  du  premier  éegvé  »  on  peut 
éliminer  entre  <;e8  équations  une  inconnue  y,  par  exemple.  A  cet 
€001,  on  ëre  de  l'équation  (2)  la  râleur  de  y  exprimée  en  fonction 

de  07.  On  a  y=  ,  (3) 

et  si  l'on  remplace  l'inconnue  y  par  cette  valeur  dans  l'équation  (1) , 
il  en  résulte  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que  Tinconnue  x ,  et 
qui  est  du  second  degré.  On  résoudra  cette  équation ,  que  nous  re- 
présentons par  Aa^+9x+i^^i^'  (4) 

A4près  avoir  obtenu  les  racines  x==ùl,  x^  a,\  de  Féquation  (4), 
on  remplacerait  par  ^dansf  éipuitien  (3)  »  ee  qui  déterminera  une 
valeur  y=^/^,  telle  que  le  système  j?»*,  y  »yS»  satisfera  aux  équa- 
tions <1)  et  (80- 

On  remplaceta  enfin  x  par  «'  dans  Féquation  (3) ,  ce  qui  détermi- 
nera une  Talenr y «si^',  telle  |pie  ]p  systtoie  w  »  «',  y^0  satisfera 
aux  équations  (1)  et  (2). 

On  connaîtra  alors  les  deux  solutions  que  le  système  proposé  peut 
admettre. 

Ainsi,  Ton  sait  résoudre  le  système  de  deux  équations  à  deux 
inconnues ,  Pune  dujpremierAe^ré  »  Vautre  du  S/eeond. 

200.  Lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  le  système  de  deux  équations 
du  Sùsmsd  degré  d  dtuœ  ineomàueSf  VéHminoHon  dtume  inconnue 
entre  ces  deux  équations  conduit  ^  GéNiRALnam',  àuneéquaHon 
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4u  quatrième  degré ,  d  une  incannue ,  qui  n'est  pas  rédttctibU  au 
second  degré;  mais  Véquaiion  à  une  inconnue ,  résultant  de  Véli- 
mination ,  ne  peut  jamais  être  d^un  degré  supérieur  au  quatrièràe. 
En  effet ,  soient  les  deux  équations  générales  du  second  4iegFé  à 
deux  inconnues 

y»+Py+Q-^Ô    (t),  y«+P:y+:Q'  =  0  (2); 

on  en  déduit  Têquation     (P— Fjy  4-Q— Q'=0  (3)  ; 

et  Ton  peut  substituer  au  système  des  équations  (f  )  et  (â),  le  système 
des  équations  (2)  et  (3). 

L'équation (3) donney^Jf^  (4),    d'où  y»  ==  ^^^^|:^. 

Si  i*on  #emplJM;e  y  par  sa  valeur  dans  Féquation  (2),  cette  équation 
devient 

(pzrp^+ — pnjT— +« -0 , 

.  d'où    ,  (Q'-^Q)«+P'(Q'-Q;(P-P0+Q'(P~P'r=O; 

<m  bien    Q«4-Q»-2QQ'+P*Q  4-P'^-PP'Q-PPQ=0     (5) 

L*équation  (5)  ne  renferme  qu*une  seule  inconnue,  œ;  elle  est  gé- 
néralement du  quatrième  degré ,  puisque  chacun  de  ses  termes , 
Q',  etc.,  est  le  prodvil  de  deux  foelears  polynômes  du  second  degré, 
on  de  deux  facteurs  du  premier  degré  par  un  fkcteur  du  second  de- 
gré ;  elle  ne  peut  être  d'un  degré  supérieur,  puisqu*ancun  de  ses  ter- 
mes n'est  d'un  degré  supérieur  au  quatrième.  Lorsque  les  multiplica- 
tions des  facteurs  P,  Q,  F,Q',  sont  effectuées,  elle  contient  générafe- 
ment  des  termes  dans  lesquels  x  entre  à  la  premi^e  ou  à  la  troisiè- 
me puissance ,  de  sorte  qu'elle  n'est  pas  bi-carrée,  et  n'est  pas  réduc- 
tible au  second  ilegré  (*}. 

Problèmes  du  second  degré. 
d(M.  On  appelle  problèmes  du  second  degré  les  problèmes  qui , 


(*)  Il  est  £^ile  de  s*assurer  que  Téquation  (5)  est  bi-carrée,  lorsque  les  équa- 
tions proposées  (1)  et  (2)  ne  renferment  pas  de  termes,  tels  que  dffy  ex,  qui  ne 
sont  que  du  premier  degré.  Dans  ce  cas,  on  sait  résoudre  PéquaUoM  (5).  Après 
avoir  obtenu  les  quatre  racines  de  l'équation  bi-carrée,  on  remplacer?  par 
chacune  de  ces  racines  dans  Téquation  (A),  ce  qui  détermine  chacune  des  quatre 
valeurs  correspondantes  de^/.  On  connaît  alors  les  quatre  solutions  que  le  sys- 
tème proposé  peut  admettre. 
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étant  mis  en  équations  (n»  133  )>  condaisentà  unç  ou  plusieur» 
équations  du  second  degré,  sans  qu*aucane  des  équations  soit  d*on 
degré  sopérienr  au  second* 

Il  résulte  des  observations  qu'on  a  déjà  faites  (n^  134) ,  !•  que  les 
valeurs  mtsLLES  des  inconnues  qu'on  pourra  obtenir  en  résolvant 
les  équations  d'un  problème  du  second  degré ,  ne  satisferont  pas 
toujours  aux  conditions  du  problème  proposé.  €ar  l*énoncé  de  la 
question  peut  exiger  implicitement  que  les  valeurs  dès  inconnues 
soient  positives,  ou  entières,  ou  comprises  entre  certaines  limites  ; 
si  donc  les  valeurs  réelles  obtenues  sont ,  ou  négatives ,  ou  fractionr 
naires,  ou  endelïors  de  ces  limites,  elles  satisferont  aux  équations 
sans  pouvoir  résoudre  la  question  elle-même  ; 

2^  Que  Von  pourra  être  conduit  à  des  valeurs  imàffinaires  des 
inconntACSy  sans  que  le  problème  soit  impossible;  car  il  peut  arriver 
qu*en  partant  d*une  supposition  qu'on  n'aurait  pas  dû  faire ,  on  ait 
formé ,  pour  un  problème  qui  n'estpas  iatpossible ,  des  équations  qui 
ne  soient  satisfaites  que  par  des  valeurs  imaginaires;  tandis  qu*en 
rectifiant  Thypothèse  qu'on  avait  faite  on  parviendrait  à  des  valeurs 
réelles  C*)- 


(*)  En  voici  un  exempte.  Les  points  A,  B  éloiif  distant»  cfnn  itiàfre,  on 
propose  de  trouver i  sur  la  droite  indéfinie  AB^  un  point  G  dont'  la  distanee 
au  point, A,  soit  moyenne  proportionnelle  entre  sa  distanee  au  point  B»  et 
la  distance  donnée  AB = 1  mètre. . 
I + — I      Soft  GA=a;,  d'où  CB=a?—l.  Il  feut  qu'on  ait  UxiixiT—U 

1 — + i  Otta^=«— i;par«iihe<a=— rfcy/-— 1;  lès  valeurs  de x 

H j^— U.  sont  imaginaires.  Cependant  le  problème  n'est  pas  impossible  ; 

A  G  B  ear  si,  au  lieu  de  supposer  le  point  G  situé  sur  le  profongement 
de  AB,  OU  le  suppose  placé  sur  le  prolongement  de  BA,  on  aura  GB=CA  4-AB 
:=zx+±\  la  proportion  sera  i:x::x:x  +  i,  d'où  âs*=â?  +  l;  par  suite, 

fl5S=+^d=V  7+1;  les  valeurs  de  X  sont  réelles;  Vuneû*eUt8,  aj'=iî±Jli^ 

■est  positive  et  détermine  un  point  qui  résout  la  question.  Si  l'on  suppose  le 
point  G  placd  entre  A  et  B,  on  aura  GB=AB^GA=1— âS;  la  proportion  sera 

1      /F — 

l:«t:«:l— «,  d'où««=tl— «5  parsuite,  af±=— ^d=y  -+1?  lesvaleurs 

de  X  sont  encore  réelles  ;  Pune  d'elles,  «=11— Z est  positive  et  déter- 
mine un  point  qui  résout  la  question. 
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202.  l«r  PROBLàMB.  Un  négociant  a  placé  50000  /r.  dans  un  com- 
merce où  il  perd.  Il  voûtait  se  retirer  dés  la  première  année  ; 
mais  en  ayant  manqué  Voccasion  ,  et  ne  Payant  pu  retrouver  qu'à 
la  fin  de  la  deuxième  année ,  il  trouve  que  son  capital  est  diminué 
de  8000  /r«  de  ce  quHl  était  à  la  fin  de  la  première  année. 

On  demande  à  combien  pour  cent  montait  sa  perte  par  an? 

Désignons  par  A  la  valear  à  laquelle  le  capital  était  réduit  à  la  fin 
de  la  première  année,  par  B  la  valeur  du  capital  à  la  fin  de  la  deuxième 
annièe ,  et  par  â?  la  perte  que  1  fr.  de  caintal  éprouve  chaque  année  ; 
de  sorte  qu'au  bout  d*un  an  chaque  franc  de  capital  est  réduit  à 
Ifr.— J?. 

A  l'expiration  de  la  première  année  le  capital  50000  fr.  était  donc 
rédait à  (1— a?)  X  50000=  A;  îl  en  résulte  que  Içf  capital ,  qui  avait 
encore  la  valeur  A  au  commencement  de  la  deuxiètne  année,  a  été 
de  nouveau  réduit,  à  la  fin  de  la  deuxième  anùée,  à  la  valeur 

B=(l— a?).A=Cl— ^)'X50000. 

Or,  la  différence  deé  valeurs  A ,  B,  est  de  8000  fr.  On  a  dofic 
Féquation  ' 

(l-a?)X50000— (l~ir)*X50000=8000.  (1) 

IMvisatot  par  âOOOO  les  deux  membres  de  cette  équation,  et  remar^ 
ipast  que  (l-!-a;)  est  foct^ur  du  premier  Biembre.^  on  a 

(l-;^).(i --1+0?)=^.  d'où    œ^^x+^==0     (2) 

équation  dont  les  racines  sont  x'^Ofi  et  x"é=0t2. 

Si  Ton  admet  que  la  valeur  aî'=0,80  exprime  la  perte  que  1  fr. 
éprouve  par  lan,  la  perte  annuelle  pour  chaque  centaine  de  francs  est 
de  80  fr.,  c'est-à-^re  que  la  perte  est  de  80  p.  100.  £t>  en  effet,  à 
raison  de  80  p.  100  par  an  ,  la  perte  sur  50000  fr.,  à  la  fin  de  la  pre-- 
mière  année ,  est  de  4^)000  fr.;  de  sorte  que  le  capital  est  réduit  à  la 
valeur  A=  10000 fr.  au  commencement  de  la  deuxième  année;  en- 
suite, à  raison  de  80  p.  100  ,  la  perte  faite  sur  ces  10000  fr.,  K  la  fin 
de  la  deuxième  année,  est  de 8,000  fr.,  conformément  aux  conditions 
de  renoncé. 

Si  l'on  admet  que  la  valeur  x"  =^  0,20  exprime  la  perte  que  t  fr . 
éprouve  par  an ,  la  perte  annuelle  pour  chaque  centaine  de  francs 
est  de  20  fn,  c'est-à-dire  que  la  perte  est  de  20  p.  100.  £t  en  effet,  à 
raison  de  20  p.  100  par  an,  la  perte  sur  50,000  fr . ,  à  la  fin  de  lapre- 
jnièrc  année  ,  est  de  10000  fr.;  de  sorte  que  le  capital  est  réduit  à  la 
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Taleur  A=?  40000  fr.;  «osoite,  à  raison  de  90  p.  100,  la  perte  faite  sur 
ces  40,^000  fr.,  à  la  fin  de  la  deaxième  année,  est  de  8,000  fr.,  confor- 
mément aux  conditions  dé  renoncé. 

On  voit  donc  que  le  problème  admet  deux  solutions  diffèrenteê  ^ 
qui  sont  données  par  les  deux  racines  positives  de  réqnation  du 
second  degré. 

203.  2«  PiOBiiios.  Trouver  un  nombre  tel  qu^en  ajoutant  25  unités 
à  son  parré.  Von  ait  la  même  somme  qu'en  ajoutant  9  unités  à  son 
décuple. 

Soit  a  le  nombre  cherché;  il  faut  qu'on  ait  â?'+^"=^^4~^' 
ou  a?«-iar+25=9,  ou  (a?— 5)»=»9.  De  là  a?— 5=±\/§=r±:3. 
Donca:'»5-f3«8,  ar"— 5  — 3«=2. 

Les  deu¥  nombres  8,  â,  satisfont  Tnn  et  rautre.aik problème,  et  ils- 
sont  les  seuls  qui  remplissent  les  conditions  de  renoncé  {*). 

204*.  3*  Paoblè^.  Les  points  À  et  B  étant  deux  points  lumineux 
placés  aune  distance  de  1  hectomètre  ,  on  propose  de  trouver  sur 
la  droite  indéfinie  AB  unpoir^t  C  également  éclairé  par  les  deux 
lumières  j  sachai^  que  V intensité  de  la  lumière  A  estiè  fois  plus 
grande  que  Vintensitéde  la  lumière  B. 

Pour  résoudre  le  problème  on  s'appuie  sur  ce  principe  de  physi- 
que :  que  Veffet  d'une  lumière  est  4  fois  plus  grand  lorsqu'elle  est  2 
fois  plus  proche,  9  fois  plus  grand  lorsqu'elle  est  3  fois  pluê  pro- 
che, et,  en  général,  que  son  effet  est  en  raison  inveree  du  carré  «i^ 
la  distance  (Alg.  de  dairaut  ). 

Prenons  pour  mesure  des  intensités  des  lumières  l'intensité  de  la 
lumière  B  à  1  mètre  de  distance  du  pomt  B.  Les  intensités  de  la  luh 
nrière  B,  k  2, 3,  ....,  n  mètres  du  point  B,  seront  exprimées  par  les 

nombres  |,  ^,  ...,,  -|*  L'inten^té  de  la  lumière  A  ,  à  1  mjètre  de 

diftanoe  du  point  A,  sera  eiq^rimée  par  9,  en  ▼ertn.des  eonditio&s  de 

rèBoncé.<  Les  intensités  de  la  lumière  A,  à  2,  3,  w..,  mètres  de  dif- 

9    9 
tance  du  point  A,  seront  eiqirimées  par  les  nombres  t  >  â  '  ^^' 

■     ■  ^j^i*"*»fc^^»^  Il I     II         III,      I        II  I     I     I    1 1         I 

n  Lesdenx  proùèmes  qu'on  Tient  dé  résoudre  montrent  Vutiliti  de  Vin-' 
troduetion  des  expressions  négatives  dans  les  ealeuls,  pour  la  rêêùhoion 
tomptèU  des  problèmes.  Si  Ton  adneltait  senlement  une  détermination  aritli- 
métique  pour  la  yalenr  du  radical  i/^9,  ce  serait  le  nombre  S.  On  obtiendrait 
seulement  x^  5=3,  d*où  â? =8  ;  Ton  ne  découvrirait  p»  la  râleur  posidre 
msrt,  qui  provient  de  la  déteminiitton  algibriquie  x  ^ $=;:'— 3*  et  qui  rétoat. 
directement  le  problème. 
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-h 


Gela  posé ,  admettons  d*abord  que  le  point  G 


A         C        B       ge  trouTC  entre  A  cl  B.  Dé^lignoiis  par  x  te 

nombre  de  mètres  contenu  dans  la  distance  AG.  La  distance  BG  sera 

exprimée  par  lÔ^—  x.  L'intensité  de  la  hunière  A,  à  h  distance  AC, 

9 
est  exprimée  par  ^  ;  TiotensHér  de  la  lumière  9,  U  h  distance  BG, 

esteipriméepar^jgç^. 

Donc  »  poisqm'on  Tcnt  que  le  peint  G  êoit  également  éclairé  par 
les  deux  hunières  y  d  ilaiat  qu'on  ait 

9  f  iB* 

Prenant  la  racine  carrée  des  deux,  membres  de  réqaation  (1),  on 
obtient  a^u^^  —ds^;  c-es(f4-dite  que  Ton;  af  à  résoudre  tes 
deux  équations  du  premier  degré 

X  I  «  ^ 


left^as      ^*'  loa— ar 


—  3.  (2) 


La  première  a  pour  racine  â?'»  75;  la  seconde  a  pour  racine 
««150. 

On  iFoit  par  IL  qu'il  existe  entre  A  et  fi,  comme  on  Farat  supposé, 
un  point  G  également  éclairé  par  les  deux  rlumières.  Sa  distance  au 
point  A  est  de  75  mètres  ;  mais  en  outre  il  existe  un  secondpoint  C\ 
également  édairé ,  qui  se  trouve  à  150  mètres-du  point  A  sur  le  pro^- 
longement  de  la  droite  AB  ;  de  sorte  que  le  proUè$ae  admet,  deux 
solutions. 


B 


n  est  facile  de  vérifier  que  chacun  de  ces  deux  points  est  égak^ 

ment  èelairè  par  terdeux  lumières.  Pour  le-  point  G»  Fintenské  de 

9         1 
la  (unUire  A  est  exinrimée  par  -^  =^-^i  ^^  rinteasîté  de^  la  lu^ 

mière  B  est  aussi  .exprimée  par  -m,  puisque  le  point  G  esta  25 
mètres  du  point  B. 
Pour  le  point  G',  rintènsité  de  la  lumière  A  est  exprimée  par 
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•^  ;  ejt  rintensUé  de  ^  lumière  B  est  aussi  exprimée  par 


9 
150» 

rjr;  »  puisque  le  poini  G'  est  à  50  mètres  du  point  B. 

205.  Si  Jon^  prenait  pour  inconbue  la  distance  BC=î^,  d'où 
AC  »»  100  —  y,  on  formerait  Féquation 

(i00z^  =  9.       d'où    Î50IZIL=±3. 
On  r^udraitles  deux  équatiops  du  premier  degré  -: — — 4^=+  3> 

m -y       -  y 

— —  =K  —  a, 

y 

La  première  a  pour  racine  y' «25;  la  seconde  a  pour  racine 
y'=-.50. 

La  racine  positive  y'» 25  fait  connaître  qu'il  existe  entre  A  el  B  , 
à  25  mètres  du  point  B ,  un  point  C  également  éclairé  par  les  deux 
lumières.  ^ 

Quant  àpa  racine  négative,  y"  =  —  50,  on  peut  en  déduire  encore 
une  solution  du  problème  ,  en  appliquait  ici  la  convention  déjà  mo- 
tivée au  m  144  ;  ainsi ,  parce  que  la  distance  cherchée  y"  se  présenU 
S9US  la  forme  d'une  expression  négative ,  on  portera  la  valeur 
absolue  de  cette  distance ,  ou  50  mètres  à  partir  du  point  B,  dans  un 
sens  contraire  à  celui  qu'elle  aurait  dû  prendre  si.  elle  avait  été 
positive  ;'  6n  obtiendra  survie  prolongement  ie  AB  un  point  C  qui 
satisfait  à^a  question. 

206.  Résolvons  le  même  problème  d*une  manière  générale,  Con- 
n€tissant  le  rapport  des  irttensiïés  de  d^ux  iumiétes  placées  aux 
points  A,  B,  dont  la  distance  est  donnée  y  ttouver  te  point  de  la 
droite  indéfinie  AB,  oà  les  deux  lumières  éclairent  également. 

Soient  q=^fn*  le  rapport  donné;  AB  =  a  la  distance  donnée; 
AC'^x  la  distance  dû  point  A  au  point  cherché  C ,  que  nouf  sup- 
posons d*abord  placé  entre  A  et  B  ;  d*où  BG  »  a  —  or. 

Si  Von  prend  pour  unité  Fintensité  de  la  lumière  B  à  l'unité  de  dis- 

m*  • 

tance ,  il  faudra  que  Fintensité  -^  de  la  lumi^  A  au  poini  C  SMt 

X 

égale  à  llntensité  y- r-,  de  la  lumière  B  au  point  C.  De  là  Féquation 

{a-'^X) 

— i  =  7 Ni»    ou    -r^ — rt  =  »»'.  (A)n 

(♦)  On  Toit  que  le  problème  est  ramené  à  cette  qaestidé  :  Partager  Vn 


Digitized  by 


Google 


) 

ALOton.  iMlVATlOIIS.  SBCiMD  DBftRÉ.  W9 

Si ,  pour  résoudre  Técpialiofi  (A) ,  L*op  pi:eii&  la  rMine  ^^rée  des 

deux  membres,  on  a »  ±:  m  ;  de  sorte  que  les  racine^  de  Téqua- 

tion  {A)  sont  les  racines  des  deux  é()uations  du  premier  degré 

x^am^mx;    x  =  —  am  +  mXf  (B) , 

Ces  racmes  sont     x  ^      ■  j  »    ^  == r-  (C) 

Si ,  poor  résoudre  Féquation  (A) ,  Ton  chas^  le  dénonônateur 
(a— rr]s»  et  qu*6n  développe  le  carré  de  a — x^  on  a  Féquation 

x««aHa»+m*x«-.2am»a?,  oua?*-j^^j?+^^«0,    (D) 

j    .1     _*  .  .  am(m+l)  aiii(m— 1)  ,„. 

dont  les  racines  sont    x  =  — \    \     ,    x  =•  — ^a — j— '.         (B) 

Ces  deux  expressions  ne  sont  pas  les  mêmes  que  celles  des  valeurs 
(C)  ;  mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu'elles  s'y  ramènent  par  la  sup- 
pression d*un  facteur  commun  aux  deuç  termes  de  chacune  des  firac- 
tioos  (E)  :  ce  facteur  commun  est  m  -}- 1  pour  la  première ,  et  m  —  1 
pour  la  seconde.  Ainsi ,  les  valeurs  des  racines  de  Féquation  du  se- 
cond degré  (D)  sont  les  mêmes  que  les  valeurs  des  racines  des  deux 
équations  du  premier  degré  (B). 

i07.  DiscossiôK.  fo  Lorsque  |a  lumièrie  placée  en  A  est  d'une  plus 
grande  intensité  que  Fautre ,  le  riqpport  donné ,  9=ira*,  est  plus  grand  que 

lomté;  Ion  a  ir>1.  Lés  valelir»  x'=: — —-,  x"tfa sont  positivet. 

m-\-\  m — 1 

On  a  — -—  <  1 ,  d*où  x' <a  ;  et  -= ;•>  1 ,  d'où  jr">  a.  De  j^ns,  on 

wt-I  m  — 1 

m    •     1  1 

a  «m>m+l,  -— >-,   d'où  Je'>  J'i. 

On  obtient  deux  points,  C>  G',  qui  résolvent  1«  question,  comme  an 

ti«î0i.  OuaCC'=x" — x'  =  — r — -a.  —  Remarquez  de  plus  que,  si  le 

rapport  9= m*  diminue  et  diffère  de  moins  en  moins  deFunité,  la  fraction 

m            1  >  1 

— 77= 7  diminue  et  difi&re  de  moins  en  moin»  de  -  ;  de  sorte  que 


nombre  donné  a,  en  deux  partie*  a— x  et  x ,  dont  les  carrés  soient  entre 
«w«  dans  un  rapport  donné  q. 
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la  Ttlear  de  x'  tend  yen  la  limite    ,  a  mesure  qae  le  rapport  q  décrois- 

m 
tant,  tend  Vers  sa  limite  1 .  En  même  tempe,  la  friction augmente 

indéfiniment ,  de  sorte  que  la  valeur  de  x"  peut  devenir  plus  fprande  que 
tonte  quantité  assignable. 

99  Lorsque  les  deux  lumières  soo:t  d'égale  intensité.  Ton  a  9  =  m*  ^1  ; 

a  ; 

et ,  par  suite ,  x'  «s  •.  Le  pomt  G  situé  an  milieu  de  AB ,  résont  la  ques- 
tion. 

La  Talenr  x"=  -  devient  infinie;  de  sotte  que  le  point  G  est  alors 
le  seul  qui  rësolve^la  question. 

Si  Ton  fait  la  même  hypothèse,  nissl ,  dans  les  expression»  (  £) ,  la 

première  devient  x  a=  ~-  =;:  œ ,  co|nme  la  valeur  x"  à  laquelle  elle  est 

égale.  Biais  la  formule  x  as  ■  ■    ■       ■     d<NMie  xtter-ieeU  lie»!  k  la  pcé- 

se^ce  du  facteur  commun  1^  — >  f  ,  qui  s*annule  par  Thypothèse  m  :=  1.  En 
supprimant  d'abord  ce  facteur,  et  faisant  m  =  I  dans  la  fraction  simpli- 
fiée,  on  retrouve  xsaa-, 

30  Lorsque  la  lumière  placée  en  A  est  d*une  moindre  intensité  que 

am  nm 

l'autre  ,onay<i,m<l.  Les  valeurs  x'  =st       ■     .  x''=  «ont  de 

"»  1      «  . 

signes  contraires.  La  première  est  positive,  et  ton  a  ■    '      < ^  »  duu 

x'  <  •g.  On  obti^it ,  entre  A  e^  6 ,  on  point  G  plus  rapprodié  de  la  k« 
mière  la  plus  faible ,  comme  au  b9  â05. 


a      A  C 


-'B 


La  seconde  valeur  x"c= — (    ■         ]  est  négative.  On  Finterprétera 

comme  il  a  été  expliqué  au  no  205,  et  Ton  obtiendra,  sur  le  prolonge* 

ment  de  BA,  nn  second  point  C'  qui  résout  la  question,  et  dont  la  dis- 

am 

tance  au  point  A  est  exprimée  par  •- -. 

1— wi 

_                              __.           am  am  %m 

On  a  GC'a»: -f  ; 


1  —  m       l-f-"»       1  —  "•* 
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208.  QuATBiàm  Problème.  Diviser  un  mmbre  donné ,  a ,  endeux 
partieê  telles  que  leur  produit  sait  un  màxiiium  (*). 

Soiept  Xf  v„  le»  parties  du  nombre  a.  Il  s'agit  dedétem/iiner  x  ^1 
y  de  manière  que  le  produit  xy  diminue  nécessairement  lorsqu'on 
changera  la  ijaleur  den,  ou  celle  de  y ,  soit  en  la  diminuant  y  soit 
en  Vaugmentant, 

Sapposons  que  x  désigne  la  plos  grande  des  deux  parties  du  nom- 
bre a  f  et  prenons  ponr  inconnue  auxiliaire  Fexcès  z  dé  la  partie  œ 

sorla  quantité  «.  Oû9msiX^'^+Zf^ipa^T$rûie^y^^'--x.  L» 

produk  œy,  dans  tons  ses  états  de  grandeur,  est  donc  exprimé  par 

SiFon  suppose  z  =  0,ona^  =  aî=xv  et  fl?îif  =  -j-.  Si,  an  coi^ 
traire,  on  suppose  a  différent  de  zéro^  la  quantfté  z*  sera  toujours 
pofitife,  elle  prodttifâpy"«>-^--*Js' sera  moindre  que  ^.  Donc  le 

MAXIMUM  du  produit  a  lieu  lorsque  les  parties,  x ,  y,  sont  égales  (**). 

Mais  nous  allons  résoudre  le  même  problème  par  une  méthode  qui 
fera  comprendre  Vusage  de  Véquàtion  du  second  degré  dans  les  ques- 
tions relativesaux  maxiKums. 

L'une  des  parties  du  nombre  a  étant  désignée  par  x ,  l'autre  partie 
est  désignée  par  a—  â?.  Soit  p  le  produit  des  deux  parties.  On  aura 

a?(o  — a?ya=p,    ou    a;*  — aaJ-|-p=0;  (A) 

f t  par  suite,  ^="  t — V/  T""^* 

Pour  que  ces  valeurs  de  x  colaviennent  à  la  question ,  il  faut  qu'elles 

a* 
soient  réelles  ;  il  faut  donc  que  la  quantité  p  ne  surpasse  pas  -j-.  Ainsi 

a* 
ta  plus  grande  râleur  qu'on  puisse  admettre  pour  le  produit  est  p = -x*  *^ 


(*)  Voici  une  question  de  géométrie  qui  conduit  au  problème  proposé  i 
Déterminer  entre  tous  les  rectangles  de  même  périmètrey  celui  dont  l'aire 
est  un  maœimtmi. 

{**)  On  voit  de  plus  que  le  produit  des  deux  parties  x,  y,  est  d'autant 
plus  grand  que  la  différence  22  de  ces  deux  parties  est  plus  petite. 
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n  en  résulte  que  les  deux  valeurs  de  x  sont  égales  à  ^  ;  et  par  suite, 

laTaleurdea-^-âPesliiusMégaleàg.  Aitm  y  longue  le  frodMit  ett 

le  plus  grand  possible ,  lei  parties  x»  a  —  x»  tout  égales  à  lamoilié 
du  nombre  donné. 

Bemarqoei  qœ,  si  la  partie  désignée  par  j;,  et  qui  doit  toujours  être 
Tune  des  racioes  de  Téquation  (A)  »  devenait  plus  grande  on  moindre 

que  s  y  le  radical  \/  -?— >  p  ne  serait  pas  nul  ;  la  valeur  eorrespon- 

a*  a' 

dante  du  produit  p  serait  moindre  que  -j-*  IMnc  la  valeur  P  =*  -j  cor- 
respondante à  l'hypothèse  j?»  ~,  diminue  nécessairement  lorsqu'on 

change  la  valeur  ^»â,  soit  en  la  diminuant ,  soit  en  Faugmentant. 

209.  GiNQmàiiB  PiOBLàMi.  Connaùsani  le  produit  de  deux  nom- 
bres, déterminer  le  minimoii  de  leur  somme  (*). 

Soit  a'  le  produit  donné  des  nombres  inconnus  ir,  jf^  <lont  la  somme 
inconnue  est  <.  On  a  xy^efl^  x  +  y^s.  Donc  les  nombres  âp,  y, 
sont  les  rfu:ines  de  l'équation 

Or ,  on  sait  que  «  «=  |  ±:  \/  4-— a*.  Donc,  pour  que  le»  valeurs 

éex,y  soient  réelles  et.conviennent  à  la  question >  il  faut  que  ^ ne 

soit  pas  moindre  que  le  nombre  donné  à^.  Par  conséquent ,  la  plus 

s* 

petite  valeur  qu'on  puisse  admettre  pour  la  quantité  i-  est  a',  d*où 

Lorsque  ce  minimum  a  lieu ,  les  valeurs  de  x\  y  sont  égales  au 
nombre  a ,  ou  à  la  racine  carrée  du  nombre  donné  a'. 

Calcul  des  expressions  imaginaires» 

210.  On  entend  par  le  résuttat  d'une  opération  dans  laquelle 


(*)  Déterminer,  entre  tous  les  rectangles  de  même  surface]  celui  dont  le 
périmètre  est  un  minimum. 
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entrent  des  expreêsions  imaginaires ,  le  résultat  aaqoel  on  parvient 
en  appliquant  les  m(rme8  règles  que  si  tontes  les  quantités  proposées 
étaient  réelles. 

Soit ,  par  exemple ,  l'expression  imaginaire  v  —  4  ;  on  a 
—  4=s=4x(  — i).Sî  Ton  applique  à  cette;égalité  le  principe  établi 
n«  174,  il  viendra 

v/^=i^K4xV=^    où  v/^=i=2v^3î: 

On  aura  de  môme  K— «•  *»  a  V/—  1.  En  conséqnenee,  on  con- 
vient de  considérer  lei  expressions  ±  V/—  a'  et  ±:  a  p^— -T, 
comme  équivalentes. 

Soit  encore  Féquation  oom^te  â?'+pâ?4-9)»»0,  dtna  laqœlle 

p>  «> 

nous  supposons  î>x  »  et  ^  «  ^+ n*:  Les  racines  sont  imagi- 
naires. On  a 

d'où     arW=^|+nK-^;    arV— |  — nV/^. 
Le  premier  membre 

x*+px+q^œ*+px+^  +  n^:^(x+^y  +n^ 
peut  être  mis  sous  la  forme 

et  si  Ton  convient  d'appliquer  à  cette  différence  le  principe  établi 
no  20,  le  prenner  membre  prendra  la  forme 

(*  +  !+  V/=ïïi)  (x  +  |-V/^  . 

il  sera  décomposé  en  un  produit  de  deux  facteurs  imaginaires  du 
premier  degré  par  rapport  à  x. 

211.  Oa  ne  considère  pM^B  algèbre  élémentaire  d'autres  expres- 
sions imaginaires  que  celles  qull  est  possible  de  ramener  à  la  forme 
a  -f  h\/iri .  les  quantités  a,  b,  étant  réelles.  Lorsque  le  coefficient 
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h  est  nul|,  la  valeur  de  lexprcssion  h  V/^^,  qui  devient  0  xV^-l , 
ekt  considérée  comme  nulle  ;  ainsi,  la  quantité  a-j-ft  l/^  eslègate 
à  a,  lorsqu'on  suppose  ft=-0;  par  où  Fou  voit  que  Uê  quantités 
réelles  se  trouvent  comprises  comme  cas  particulier  dans  les 
expressions  imaginaires  de  la  forme  a+b  \/— 1. 

Si  Ton  pose  Tégalité  a+  hV^^^i  —  rf+é'  |/^^^,  on  en  dé- 
duit, en  appliquant  la  régie  de  la  transposition  des  termes, 
ci^a'»(d'--6).\/^^ ,  égalité  inpos^le ,  à  moîn»  qu'on  ne  sup- 
pose à  la  fois  a~*a'=Oi«  6'— 6  ^Q.  Ainsi,  Ton  convient  d'entendre  par 
expressions  imaginaires  éoàlbs  ,  celles  dans  lesquelles  les  parties 
récilMa,  m\  tool égalai,  Iibs  eoMàêaUbjVàz  \/^^^  étant  en 
outre  égaux. 

Il  en  résulte  que  Téquation  unique  a+b  k  —  1  =  a'+6  V  —  1 
équivaut  au  système  des  deux  équations       a^a\    b=^b'. 

On  appelle  expressions  imaginaires  coNJuautes,  deux  expressions 
imaginaires  qui  ne  différent  que  par  le  signe  du  cœfi&ïient  de  |/ —  1 . 
Telles  sont  les  expressions    4+3  K^   et    4  — 3V/—  1.   

On  appelle  modulk  d^un«  expression  imaginaire  a-^-by--'  1, 
la  valeur  numériqpe  de  la  racine  carrée  de  la  quantité  a'  +^*i  c'esl- 
à-dire  de  la  somme  des  carrés  des  deux  coefficients.  Deux  expres- 
sions imaginaires  conjuguées  ont  donc  même  module  (*). 

Pour  que  le  module  \/tf*+ft'  de  Texpres^on  o+é  \/ —  1  soit 
nul,  il  ftut  qu'on  ait  a»0  et  6»0;  il  faut  donc  que  Texpression 
imaginaire  se  réduise  à  zéro.  Véciproquement ,  «i  Texpression  imagi- 
naire a-f-6  \/^^  est  nulle,  c'est-è-dire  si  Tou  a  a»B>0  et  b^%  il  est 
évident  que  le  module  est  nul. 

212.  La  somme  y  la  différence,  M  produit  et  le  quotient  d'expres- 
sions delà  forme  a -^-by/^^^^^^  sont  des  exprcissions  de  même 
forme,  A+B\/^=X 


n  Deux  expressions  imaginaires  différentes  et  nan  eonjuguées  peuvent 
avoir  même  module;  ainsi  les  expressions  7  +  9|/^— 1»  11  — 3p^— 1,  ont 
rune  et  l'autre  pour  module  la  quantité  l/Ï3Ô=l/ftO  +  81  =  l/l21  +  9.   ^ 
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On  a 

(«4^\/Zî)+(fr4^V/i:î)«^«+o.)4.(é4^)V/ri=A4.BV/^; 

a+ftV/Zï    (a+b\/7^)(e~-d\/-i)_ae+bd+{bc—ad,\/^ 

213.  Le  moéMe  du  nowjir  est  égal  au  produit  des  modules 
des  facteurs;  le  module  du  qootibnt  est  égal  au  quotient  du  mo- 
dule du  dividende ,  divisé  par  le  module  du  diviseur. 

Pour  le  produit  A+B\/^'={a+by^i)x{c+dy~i), 

rooa  A—oc— M,    B=ad+bc; 

d'où     A*4-B«»««c« + è^d*+  0^+ ft  V-=(<i« + 6^)  (c* +d*). 

Donc  V/A*-f.B»« V/û*+ft*  X  Wc^+d*;  le  module  d'un  pro- 
duit de  deux  facteurs  est  d<wc  égal  au  produit  des  modules  de  ces 
facteurs,  et  Ton  en  déduit  ensuite  que  le  principe  est  vrai  pour  un 
produit  d'aataïH  de  auteurs  qu'on  voudra. 

./—      a  +  b}/^J_ 
Pour  le  quotient      A-4-Bk  —  1  =*=      ,  ■  .  / — = ,       Ton  a 

e  +  dy-^i 

Donc  ^.i^^pgi^l^^. 

214.  Si  Von  forme  les  puissances  successives  de  la  quantité  ima- 
ginaire J^—  1 ,  Ton  obtient  quatre  résultats  différents^  qui  se  re- 
produisent dans  le  même  ordre  indéfiniment. 

On  a  d'abord 

(kzTï).  =  1 ,    (ï/=n)'  -  +  i/—i , 
(\/-i)'  =  _  1 .      (v/rr)»  =  -  v-i; 
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daillcnr5  on  a  (V/pï)*-!,  d»où<V/-ty=l,  i\/~iT^^i, 

et  en  général  (V^—  i)^"  *9 1  »  en.  défignant  par  ii  on  Bombre  en- 
tier positif  quelconque. 
On  aura  ;  par  suite , 

(v/— i)*-+'-(v/— ir  X  v/^i =+\/=n, 

(v/=nr'-(v/rîrx(i/=ï)'«-i, 

et     (j/rry**'  -  (v/ri)»«  x  {y^iT — i/- 1. 

Les  puisiances  de  V/—  1,  à  partir  de  la  puissance  xéro ,  sont  donc 
périodiquement  égales  aux  quantités  + 1 9  +  V^~  1  »  —  1 
et^V/^1. 

Problèmes  du  stComâ  dtgri  à  réioud^e. 

S15.  I.  QiM/^a*'»!»  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap  pour  iSÙjrancs» 
S'il  avait  reçu  pour  la  même  somme  3  mètres  de  plus,  il  aurait  payé  le 
mètre  Zjraitcs  de  mpins.  Combiêu  a^t^il  acheté  de  mètres  ?  Rép.  iV^, 

II.  Deux  courriers,  dont  Cun  va  de  Paris  à  Lyon: ,  ét'Vautre  de  Lyon  à 
Paris,  sont  partis  dt  ees  deux  villes  au  même  moment,  et  se  sont  reneon^ 
très^  Au  moment  de  la  rencontre,  le  courrier  de  Paris  avait  parcouru  5  my- 
riamètres  de  plus  que  l'autre.  Ils  ont  continué  leur  rouie  f  le  courrier  de 
Paris  est  arrivé  à  Lyon  10  heures  iprès  l'instant  de  la  rencontre;  mais  le 
courrier  de  Lyon  me  parviendra  à  Paris  que  9  heures  après  Varrivèe  a  Lyon 
du  courrier  de  Paris. 

On  demande  la  distance  de  Paris  à  Lyon ,  et  lès  vitesses  des  deux  eour^ 
riêrs,  R.  Dist.  i5  myr.;  vitetses  Inayr.^  et  1  myr.  à  Theore. 

III.  Un  marchand  a  acheté  une  pièce  de  drap  qtsi  a  1  mètre  de  large  (la 
longueur  est  inconnue);  cette  pièce  lui  a  coûté  %Ù90/hancs. 

Un  autre  marchand  a  acheté  une  seconde  pièce  de  drapt  contenant  i  mè' 
très  carrés  de  plus  que  la  première;  il  l'a  payée  i^rancs  de  plus  par  mètre 
carré,  X^tte  seconde  pièce  coUte  ^Z%  francs  déplus  que  la  première. 

On  demande  combien  les  deux  pièces  contiennent  de  mètres  carrés,  et  quel 
est  Ifptix  du  mètre  de  chaque  espèce. 

{Ce  problème  admet  deux  solutions). 

lY.  Une  personne  possède  S5000 /ranci  quelle  partage  en  deux  parties 
inégales,  dont  die  tire  des  revenus  égaux. 

Si  la  première  partie  était  placée  au  taux  de  la  seconde,  elle  produirait 
un  revenu  de  kWiJrancs  ;  et  si  la  seconde  partit  était  placée  au  taux  de  la 
première,  elle  produirait  un  revenu  de  900  francs. 
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Sila  première  partie  était  placée  au  taux  de  la  seconde,  elle  produirait 
Un  revenu  de  iOO/r»;  et  si  la  seconde  partie  était  placée  du  taux  de  la  pre- 
mière ,  elleproduirqit  un  revenu  de  900  francs. 

Oh  propose  de  déterminer  les  deux  parties  du  capital  et  les  deux  taux%, 
R.  10000  fr.  et  15000  fr.;  à  6  0/0  et  à  4  0/0. 

y.  Partager  le  nombre  50  en  deux  parties  telles^  que  la  somme  de  leurs 
quatrièmes  puissances  soit  égaie  ù  070000<. 
{Prenez pour  inconnue  auxiliaire  la  différence  des  deux  parties  demandées,) 

R.  20  et  30. 

YI.  Une  équation  bicarrée  ,  à  coefficients  rationnels ,  ayant  été  résolue. 


on  a  obtenu  les  4  valeurs  x  =:  i:  J/g  ±  ^Z  28. 

Quels  étaient  les  coefficients  de  l'équation  bi-carrée? 

VII.  Trouver  les  racines  de  l'équation 

(1+2^/113)1»  — (5+2^^—75) x+ 2  (3+2^/— 27)  =  0.  tl.  2  et  3w 

VIII.  Trouver  deux  nombres  tels^  que  la  somme  de  leurs,  cartes  soit  la 
^us  petite  possible  ,  et  que  le  produit  de  ces  nombres  soit  égal  à  100. 

R.  Les  deux  nombres  sout  éganx  à  10  =  [/lOO. 

IX.  Parmi  les  rectangles  qui  contiennent  100  mètres  carrés ,  déterminer 
relui  dont  la  diagonale  est  la  plus  petite  possible, 

R.  La  base  et  la  hauteur  sont  égales  à  10  =  l/ïôô. 

X.  Partager  le  nombre  800  eu  deux  parties  telles,  que  la  somme  formée 
des  Racines  carrées  des  ces  parties ,  soit  la  plus  grande  possible. 

R.  Les  deux  parties  doivent  être  égales. 


27 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 


^ROPOSmOKS  SUR  LBS  NOMBRES^  —  PR6GEBSSI0NS. 


216.  Les  puissances  sueeessites  d'wn  nombre  plus  grand  que 
FunUé  croissent  au  delà  de  toute  limite. 

Soit  im  nombre  a»i-)-<l,  entier  ou  fipactionnaire,  pin  gnnd 
que  Yuniiér;  et  q  une  fuantitè  donnée  ^aussi  grande  qu'on  voudra. 
Quelque  petite  que  soit  la  différence  i ,  je  dis  qu'on  peut  déterminer 
une  valeur  du  nombre  entier  n  qui  satisfasse  àTinégalité  a\^  q. 

En  effet,  0»  a  a*  —  t  «  il , 

d'où  a^  -^  a>  ê, 

a»  —  a«>  d  . 
a*  —  a»>  ér 


Si  Ton  ajoute  les  premiers  membres  a^—1,  à^—a^  .  .  .  a^^a^-^r 
teur  somme  a**—  1  est  évidemment  plus  grande  que  la  somme  de»- 
n  seconds  membres,  quel  que  soit  le  nombre  entier  n.  Par  consé^ 
quent  l'on  a  toujours 

«•— l>«d    et    <t>i+^f^ 

Donc»  pour  avoir  a"  >  q^  il  suffit  qu*on  ait 

i  +  nd>q,    ou    n>2^, 

^  qui  iftiM^t  toujours. 

'  Ainsi ,  quelque  peu  diCPérent  de  Tunité  que  soit  un  nombre  a,  plot- 
^fp^aé  que  runitè*  la  quantité  q"  croîtra  es  même  temps  que  n^,  er 
fCfUFra  surpasser  toute  ^candeur  assignable. 
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âl7.  Les  puissances  successives  d'un  nombre  plus  petit  que  l'uni' 
té  s'approchent  indéfiniment  de  zéro. 

Soit  à  ton  nombre  pfas  petit  ^e  Fanité ,  et  J"  une  quantité  donnée 
«assi  petite  qn^oa  voudra  :  je  dis  qa*on  pent  déterminer  une  valeur 
du  nombre  entier  n ,  qui  satisfasse  à  Tinégalité 

•  ^«  <  «r.       .    '  (1) 

En  ééet,  désignons  par  a  la  valeur  du  quotient -r-,  de  sorte^que 

(|\n         4 
-  J  =  -j.    Or  ,   pour 

l'inégalité  (1) ....  t^î  <  «^  soit  vérifiée ,  il  suffit  de  satisfaire  à  Tinéga- 

filé  a*»>  j  ;  ce  qm  se  peut  toujours  (h*  216). 

218.  On  peut  toujours  déterminer  Tindicb  de  la  racine  d'un  nom- 
ibre  plu0  graïkd  ou  moindre  que  JCunité^  de  manière  que  cette  ro^ne 
diffère  de  /'onitb  aussi  peu  qu'on  le  voudra. 

n 

1*  Considérons  un  nombre^  >•  1.  Soit  a?=  \/q ,  ou  a?**  =»  g. 
Il  est  clair  que  le  nombre  x  sera  plus  grand  que  1. 

Désignons  par  d  une  quantité  donnée ,  aussi  petite  qu'op  voudra.  Je 
4is  qu'on  peut  déterminer  une  valeur  du  nombre  entier  n ,  qui  satis- 

fi 
fasse  à  l'inégalité  \/q  ~  1  <  d. 

n 

En  effet,,  il  suffît  pour  cela,  de  satisfaire  à  l'inégalité  \/q  <  1  -f-  ^^ 
laquelle  serait  vérifiée  si  Ton  avipt  (1  -f^  <{  )**  >9  ;  ce  ^pû  se>  peut  tou- 
jours, en  prenant  n>^"T      (n<»  216). 

n 

2o  Considérons  un  nombre  «r<;  1.  Soit  x  =  k?,  ou  x^  «  /. 
il  est  clair  que  le  nombre  x  sera  plus  petit  que  1. 

Désignons  par  d  une  quantité  donnée ,  aussi  petite  qu'on  voudra . 
Je  dis  qu*on  peut  déterminer  une  valeur  du  nombre  entier  n,  qui  sar 

n 

tisfasse  à  riaég^Kté  1  —  V^^  <  ({. 

En  cffifit,  il  suflBtpour  cela  de  satisfaire  à  l'inégalité^l— (l<  V^7, 
laquelle  serait  vérifiée  si  Ton  avait  (1— d)*»<cr;î  or/,on,a  vu. 
(n'»217)  qu'il  est  toujours  possible  d'obtenir  une  valeur  de  n  qui  sa- 
tisfasse à  cette  dernière  inégalité. 

Le  principe  est  donc  démontré. 
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Progrèsiions  arithméUgues^ 

219.  f^aleur  d'un  terme  d'un  rang  déterminé.  Soient  a.  Ô,  e,  rf, .,, 
h,  k,  l,  les  termes  &nne  progression  arithmétique  (pige  112),  com- 
posée de  n  termes,  et  dont  la  raison  est  désignée  par  r.  On  aura 

b:^a  +  r,    c=*^-fr=a+2r,    d=(?4-r=a-t-3r, ...., 
cl  /=a  +  (n-l)r.  (A)    O 

Si  la  progression  est  croissante ,  le  nombre  r  est  positif.  Si  la  pro- 
gression est  décroissante ,  les  égalités  précédentes  subsistent,  en  ad- 
mettant que  r  représente  une  expression  négative. 

On  aurait  de  roèikie 

Af=i— r,  A==*  — r  =  /-2r,....a=«/— (n  — l)r. 

Si  Ton  prend  successivement  pour  inconnue  ^chacune  des  quantités 
a,  r,  n,  l^  les  trois  autres  étant  données,  on  résoudra  quatre  problè- 
mes au  moyen  de  l'équation  (A),  qui  sera  du  premier  degré. 

220.  râleur  de  là"  raison  ;  insertion  de  moyens ^  Qu'or  prépose , 
par  exemple»  de  former  une  progression  arithmétique  qui  ait  pour 
extrêmes  les  nombres  donnés  a,  l,  et  qui  se  compose  de  n  termes;  ou, 
ce  qui  signifiera  même  chose ,  qu'on  demande  d'insérer  entre  deux 
nombres  donnés  un  nombre  déterminé  de  moyens  aritbmétiques  ; 
le  problème  sera  résolu  lorsqu'on  connaîtra  la  raison,  r,  Ae  la  pro- 
gression demandée.  Or,  on  obtient,  par  l'équation  (A),*1a'formule 

et  si  Ton  pose  n  —  ^^m\  d'où  i»  —  1  =  m -|--  i  >  cette  formule  de- 

l  —a 
vient  ^-TiT+i^ 

le  nombre  m  désignant  le  nombre  des  moyens  à  insérer  entre  a  et  /. 
De  là  on  conclut  la  règle  donnée  en  arithmétique  (page  113). 

221.  Si  Von  insère  un  même  nombre,  m,  de  moyens  différentiels 


(*)  La  formule  (A)  se  traduit  par  Vénoncé  du  premier  principe  dOBoéeo 
vlthmétlqae  (p.  112 ).> 
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entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  donnée 

Ta  .  b  .  c  .  d ^  '^r 

dont  la  raison  est  «r,  il  en  résultera  une  seule  progression  4)onUnue 
ayant  pour  rauon      , 

-  Car  la  raison  de  la  première  progression  partielle  dont  les  extrêmes 
sont  aet  6,  est  égale  à  — 7-7  =  — r^»  ^^  raison,  pour  les  pro- 
pressions  partielles  suivantes ,  est  exprimée  par 

c  —  b      d  —  c  l  —  k 

in+  1'    m  +  i  '    •*"  m+  T 

Donc ,  les  différences  Z —&,...  c  —  5  éUnl  égales  à  «T  par  hypothèse, 
toutes  les  progressions  partielles  ont  une  même   raison  égale  à 

— -T— r  :  et  le  dernier  terme  de  chacune  d'elles  est  en  même  temps  le 
m-^-V 

premier  terme  de  la  suivante. 

222.  La  somme  de  dmx  termes  également  distants  des  extrêmes 
est  égale  à  la  somme  des  extrêmes.  Soient  a  et  Hes  termes  extrêmes 
d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  r. 

Désignons  par  x  la  valeur  du  terme  qui  a  p  termes  avant  lui ,  et 
par  y  la  valeur  du  terme  qui  a  p  termes  après  lui.  Les  termes  x,  y 
sont  des  termes  également  distants  des  eçctrêmes  a,  1.  On  a 

x^a'\-pr,    y^l'-pr;       d'où    x+y^a+L 
Somme  de  tous  les  termes  di'une  progression  arithmétique, 

223.  Représentant  par  5  la  somme  ^es  n  termes  de  la  progressloq 
arithmétique  dont  les  extrêmes  sont  a  et  { ,  on  aura 

,  ^  (a+l)n  ^g^ 

En  effet ,  on  a 

t~a  +  {a+r)+...'Ho^r)+...+(l-pr)+...  +  (.l-r)+l;    (1) 

on  a  aussi 

,=i  +  (t_r)+...+(/-pr)+...-l-(a+pr)+ ■••  +  («+»')+«•  (2) 
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Ajoutant  ces  deux  égaKtès  membre  à  membre  on  obtient 

2i=^(a4.0Xn.,    d'où    $^  l±+lh. 

Si  Ton  prend  successÎTement  pour  inconnue  chacune  des  quantités 
«,  n,  a,  /,  les  trois  autres  étant  données,  on  résoudra  quatre  problè- 
mes au  moyen  de  Téquation  (B),  qui  sera  du  premier  degré. 

224.  Entre  les  cinq  quantités  a,  r,  n,  l^  s,  on  a  les  deux  relations 

(A)    l=:a  +  nr^r,  (B)    25«an+ii// 

de  sorte  que ,  si  Von  prend  pour  inconnues  deux  de  ces  cinq  quan- 
tités,  on  aura  deux  équations  (A)  et  (B)  entre  ces  deux  inconnues. 
Après  aToir  trouvé  la  solution  commune  aux  deux  équations,  l'on  vè- 
rifiera  si  les  valeurs  obtenues  peuvent  convenir  à  la  question  relative 
à  la  progression  arithmétique. 

Lorsqu'on  prend  de  todtes  les  manières  possibles  deux  inconnues 
parmi  les  quantités  a,  r,  n,  l,  Si,  on  est  conduit  à  Èésoudre  dix  pro- 
blèmes distincts. 

Deux  de  ces  problèmes  conduisent  à  une  équation  du  second 
degré. 

Si  r  et  n  sont  inconniies,  Féquation  (A)  est  do  $jetoD4  degré  à  deax  m- 
oonnoes  ;  mais  rëquation  (B)  est  dn  premier  degré  à  une  senl^  inconnue, 
n  ;  de  sorte  q.ue  n  étant  donné  par  cette  éqaation  (9)  f  l'éqnatioii  (A) 
n'est  plus  qu'une  équation  dn  premier  degré  à  une  seule  inconnue,  r. 

Si  a  et  n  sont  inconnues,  Téquation  (B)  est  du  second  degré  ;  mais  Té- 
quation  (A)  est  alofs  du  premier  degré  à  deux  inconnues. 

Il  en  est  de  même  encore  lorsque  n  et  /  sont  inconnues. 

Dans  tous  les  autres  cas,  les  équations  (A),(B),  sont  Tune  et  Tantre  du 
premier  degré. 

On  voit  pdr  là  que  la  résolution  d  aucun  de  ces  dix  problèmes,,  i^e  con- 
duit à  une  équation  d'un  degré  supérieur  au  second  (p9  100). 

Nous  avons  rassemblé  les  résultats  dans  le  tableau  suivant. 
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/=a  +  (l»-l)^J-»^H  |t«-4-(»— i^l  • 


a,  — »(»  — l)r  %s-\'n(n'-i)r 


2n 


Sa 


.^|_(„_l)r.   5«j»j«-(— i)j' 


1  l-'-a 


Si  a  (/—an) 


Jr-H^)=fc|/(rH-2^j'-8r>  ^_(„_i^^ 


iJ 


Il  est  cltir  que  les  Taleurs  obtenues  pour  n ,  dans  les  quatre  der- 
niers problèmes,  ne  devront  être  admises  qu'autant  qu'elles  soient 
ZuJe»  et  potit^e,;  autrement,  le  problème  relatif  à  la  progrès,.»» 
ferait  impossible. 

225.  On  peut  remarquer  que  si  tois  la  formule 
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*=^«  J2a  +  (n-l)rj, 

obtenue  au  premier  problème^  on  suppose  a=  i,  r = 2,  c'est-à-dire 
si  Ton  considère  la  progression 

ri. 3. 5. 7. 9.  .  .  .  {  i4-2(n— 1)}, 

il  vient  s  »  n'.  Par  opnsèquent ,  la  somme  ^s  nombres  impaire 
consécutifs,  à  partir  de  Vunité ,  est  égale  au  carré  du  nombre  des 
termes  additionnés.  Par  exemple ,  la  somme  des  100  premiers  nom- 
bres impairs ,  est  égale  à  10000. 

Cette  remarque  conduit  à  un  moyen  très -simple  de  trouver  deux 
carrés  dont  la  somme  soit  un  carré.  Car  si  Foa  choisit  un  nombre 
impair  1  «^ân  qui  soit  un  carré  c*,  ce  nombre  impair  sera  précédé 
de  n  nombres  impairs ,  dont  la  somme  est  égale  an';  et  Ton  aura 
n'-f-c*  s=  (n  -}- 1)',  puisque  la  somme  n*-f-  c'  est  la  somme  des  (n  +1) 
premiers  nombres  impairs. 

On  a,  par  exemple,  121  =11»=;=  1  +2x69  ;  et  6^+11'=  61*. 

Progressions  géométriques^ 

226.  râleur  d'un  terme  d'un  rang  déterminé.  Soient  a,  ft,  <?,.;.» 
h,  k,  l,  les  termes  d'une  progression  géométrique  (Arithm.,  pag.  114^, 
composée  de  n  termes,  et  dont  la  raison  est  désignée  par  q.  On  aura 

b=aq,  c^bq  =  aq*y  ...    et    l=aq*^K  (A) 

Selon  que  la  progression  est  croissante  ou  décroissante,  le  nombre 
q  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tunité ,  iet  réciproquement. 

On  a  aussi    &=-,  A  =-«=  —  ',  .  .  .  a=-;r-r. 

Si  Ton  prend  successivement  pour  inconnue  chacune  des  quantités 
^9  9*  ny  l,  les  trois  autres  étant  données,  on  aura  quatre  problèmes 
dont  la  résolution  se  ramène  à  celle  de  l'équation  (A). 

Cette  équation  est  du  premier  degré  lorsque  Vinconnue  est  a  ou  /; 

c'est  une  équation  à  deux  termes ,  q^^  =  -y  lorsque  q  e^t  Fincon- 

n-l 


nue;  on  5^  alors  }  =  %/-. 


Enfin,  lorsque  n  est  inconnu  ,  on  a  à  résoudre  une  équation  dans 
laquelle  une  quanfiié donnée ^q,  est  affèétée  d'un  exposant  incon- 
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fm,  n  —  1  ;  c'est  Ofp  qu'on  ndmme  une  éq^aiion  bxponbnïibllb  (*). 

227.  Insertion  de  moyens.  Si  l'on  propbse.d'in«^ér  entre  éeux 
nombres  donnés  un  nombre  âeterfniné,'mt  de  moyens  proportion^ 
fiels f  c'Mt-à-dire  de  former  une  4fifCi(pe$s^on  géométrique  qui  ait 
pour  extrême^  les  nhmbres  donnée  ^y' et  qui  se  compose  den\+2 

termes,  la  formule  g»  \/-  résouC^  question ,  en  détenninànt  la 
raisong  dé  la  progression  demandée,  Car  ^i=rm-|^^'où  n-'-l»^»-]-!. 


m+l 


Cette  formule  donne  g^'X  /   -  »  le  nombre  m  désignant  le  nombre 

*  *  V    tt  ' 

des  moyens  à  insérer  entre  a  et  l.  De  l^on  conclut  la  régie  donnée 
en  arithmétique  (plsge  116). 

228.  !Si  Von  insère  un  même  nombre  ^  m,  dé  moyens  proportion- 
nels entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique 
donnée 

ffa  :b:  c:d:    .   .    .    .    :  h:  i, 

dont  la  raison  est  r,  t7  en  résulte  june  seule  ptogression  continue 

ayantpour  raison  vr. 
Car  la  raison  de  )a  première  progression  partielle  dont  les  extrêmes 

sont  a  et  6  est  égale  à  \  /-  =»  v  ^  >  ^^  raison,  pour  les  progrès^ 
Mons  partielles  suivantes  est  exprimée  par 

,  Vl'Vi Vi 

I    ■      ..  I < —  ■  ■  - 

(♦)  On  peut  résoudre  l'équation  exponentielle  q"~*=  - ,  au  moyen  des 
propriétés  d^  logarithmes  (  Arithm,,  p.  119  ). 
En  effet,  on  a  log  g*^*=(n— i)  log  -g,  et  log  /^—  ^  =  log  / — log  a. 
n  faudra  donc  qu'on  ait 

(n-i)logg=log/-k)ga,      d'où      n-i='^^^""^^^''. 

*  log  g 

D'ailleurs,  si  dans  l'équation  ( n— 1  )  log  g=log  /—log  a,  l'on  conridère 

log  g  comme  inconnu,  on  en  déduit  log  g^    8   —    g    ,  ^j^nc,  lorsqtte  la 

n— 1 
raison  est  inconnue,  elle  peut  être  calculée  à  l'aide  des  tables  de  loga- 
rithmes. 
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l  C  * 

Donc,  les  quotients  r  >  •  -  >  j  ^^°^  égaux  à  r,  par  hypothèse , 

m+i 

tontes  les  progressions  partielles  ont  ubemème  raison ,  égale  à  V^r  ; 
et  le  dernier  terme  de  chacune  d'elles  est  en  même  temps  le  premier 
terme  de  la  suirante.  t 

229.  Différence  de  deux  temks  oonsécuUfs.  Bans  une  progression 
par  quotient ,  la  différence  de  fyux  termes  conséeutifê  est  variable  ; 
et ,  êi  la  progression  est  croissante ,  la  différence  entre  les  deux 
derniers  termes  est  plus  grande  que  toutes  les  différences  précé- 
dentes. De  plus ,  si  le  nombre  des  termes  d^une  progression  géomé- 
trique croissante  n'est  pas  limité,  la  différence  de  deux  termes  con- 
sécutifs peut  devenir  plus  grande  que  toute  qtumtifé  donnée. 

En  effet,  si  nous  représeiiions  par  aq^  un  terme  quelconque  de  la 
progression ,  le  terme  suivant  sera  exprimé  par  aq^"^^.  La  différence 
de  ces  deux  termes  consécutifs  sera  aq^  (g  —  1)  »  on  bien  aq* (i  —  g), 
selon  que  la  progression  sera  croissante  ou  décroissante.  Dans  les 
deux  cas  y  la  valeur  de  cette  différence  change  nécessairement,  «n 
même  temps  que  la  valeur  attribuée  à  n  ;  c'est-à-dire  qu'elle  change 
continuellement  avec  le  rang  des  deux  termes  que  Ton  compare. 

Si  la  progression  est  croissante<et  terminée  au  term^  qui  a  n  termes 
avant  lui ,  la  différence  aq^(q  —  1)  des  deux  derniers  termes  est  plus 
grande  que  la  différence  ag**'(g  — 1)  de  deux  autres  termes  consécu- 
tifs quelconques,  puisqu'on  a  n>>n'y  et  g'*> g**',  le  nombre  q  étant 
plus  grand  que  l'unité. 

Enfin,  si  la  progression  est  croissante,  et  si  le  nombre  der termes 
n'est  pas  limité ,  la  quantité  q^  peut  croître  au  delà  de  toute  li-^ 
mite  (no  216)  ;  on  peut  donc  déterminer  une  valeur  du  nombre  en- 
tier n  assez  grande  pour  que  le  produit  aq*^q  —  1)  surpasse  une 
quantité  donnée ,  aussi  grande  qu'on  voudra. 

230.  Entre  deux  nombres  donnés ,  a,l,  on  peut  insérer  un  nombre  â% 
pioyens  tel ,  que  la  raisou ,  q ,  diffère  de  l'unité  aussi  peu  qu'on  poudra  ;  et 
par  suite,  on  peut  toujours  insérer  entre  deux  nombres  donnés  un  nç/mbre  m 
de  moyens  tel ,  que  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  soit  moindre 
qu'une  quantité  donnée,  quelque  petite  que  soit  cette  quantité. 

En  effet  :  1**  on  peut  toujours  déterminer  Vindice  m-Hl  de  la  racine  di| 

nombre  [  -  | ,  de  manière  qae  cet(exacine  ( qui  sera  la  valeur  àeq)^ dif- 
fère de  l'unité  aussi  peu  qu'on  le  voudra  (n^  218). 

p  Soit  a  le  plus  petit  (tes  deux  nombres  donnés,  aj.  Qn  aiirii  ->  1^ 
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d'où  \  /  -.  >  1 .  Si  l'on  considère  d'abord  a  comiàe  le  premier  terme  de 

la  progression  demandée ,  dont  la  raison  inconnue  est  désignée  par  q ,  on 

iîi+1 

aura  9  =  \    /  _ ,  d'où  9>  1  >  La  progression  sera  croissante. 

Maintenant,  soit  M  la  Valeur  d'un  moyen  quelconque,  et  M' la  valeur 
du  terme  qui  suit  M.  On  a  M'=sMq. 
Il  s'agit  de  satisfaire  à  l'inégalité 

M'— M  <  J^,  ou  M  (î— 1)  <  ^,  (1) 

quelque  petite  que  soit  la  quantité  S. 

Or,  M  étant  moindre  que  / ,  on  a  M  (q — 1)  <  {q — 1)  /  ;  donc  pour  que 
rinégalité  (1)  se  vérifie,  il  suffit  qu'on  satisfasse  à  l'inégalité 

(5r-.l)./<«^.ouî-l<^; 

la  question  est  donc  ramenée  à  insérer  un  nombre  de  moyens  tel ,  que 
l'excès  de  la  raison  q  sur  F  unité  ioit  moindre  que  la  quantité  donnée  -:  »   ^ 
Ton  vient  de  prouver  (1^)  que  cela  se  peut  toujours. 
D'ailleurs,  si  Ton  renverse  la  progression  croissante 

il  est  dair  qu'on  a  la  progression  décroissante 

::/:.... ..M':  M: aqia 

dans  laquelle  la  différence  de  deux  termes  consécutifs ,  M', M,  est  moin- 
dre que  ^. 

S31 .  On  voit  par  là  qu'il  est  possible  déformer  une  progression  géomé- 
trique d'après  laquelle  on  passe  du  nombre  a  au  nombre  /,  par  une  série 
d'accroissements  qu'on  peut  rendre  aussi  petits  qu'on  veut ,  de  sorte  que. 
\es  termes  croissent  par  .degiés  presque-insensibles. 

Par  conséquent.  Si  un  nombre  donné  JH  est  compris  entre  les  deux  nom» 
bres  donnés  a,l,  on  peut  toujours  insérer  entre  a  et  1,  un  .nombre  de  moyens 
géométriques  qui  soHtel,  que  l*un  de  ces  mqyens  diffère  de  N  au{sipeu  qu*on 
voudra» 

La  différence  entre  N  et  l'un  des  moyens  insérés,  pourra  être  ren- 
due plus  petite  qu'une  quantité  quelconque  donnée,  l. 

Et  en  effet,  insères  entre  a  et  /  un  nombre  de  moyens  tel  que  la  diffé- 
rence entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression ,  soit  inférieure  à  h 
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Désignons  par  M  le  plus  çrand  des  termes  moyens.qni  ^nt  Inoiodres 
qae  N.  Le  terme  suivant,  M^  sera  égal  à  N,  oa  plus  grand  que  N. 

Si  l'on  a  M'=:  W,  le  problème  est  résoln;  c'est-à-dire  qiton  a  introduit 
entre  a  et./ an  terme  précisément  égal  à  N.  ^ 

Si  l'on  a  M<N<M\  le  problème  estencotefésolu  ;  car  les  différences 
N— M,  M' — li  sont  moindres  qae  la  différence  M' — M,  qni  est  elle-même 
moindre  que  «T. 

93S.  £!ntre  Us  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique  donnée 

(1)  ff«:*:c:rf:. ..:*:*;/. 

on  peut  insérer  un  nombre  de  moyens  tel,  qu'il  en  résuÙe  une  nouvelle  prO' 
greSsioUf  dans  laquMe  se  trouvent  des  termes  qui  différeront  aussi  peu  qu'on 
voudra  des  nombres  entiers  consécutifs  compris  entre  ^  et\  (*)• 

Car  si  l'on  veut  approcher  à  moins  de  J",  de  la  valeur  des  noipbres  en- 
tiers dont  il  s'agit,  qu'on  insère  dans  les  deux  derniers  termes ,  A:,/,  i^n 
nombre  de  moyens  tel ,  que  la  différence  entre  deux  moyens  consécutifs, 
soit  moindre  que  /(n^  230)  ;  et  qu'ensuite  on  insère  le  même  nombre  de 
moyens  entre  a  et  &,  puis  entre  6  et  c,...  enfin  entre  h  et  k  :  on' formera 
ainsi  (u<*  228)  une  nouvelle  progression. 

(2)  H«  : nq  : :  b  : bq  ;....:  h  : hqiy.  k:.,:i, 

dans  laquelle  deux  termes  consécutifs  quelconques  auront  une  différence 
moindre  que  S.  Car  cette  différence  étant  moindre  que  J;  depuis  A:  jus- 
qu'à /,  est ,  à  plus  forte  raison ,  moindre  qae  /  pour  les  termes  qui  pré- 
cèdent, depuis  a  jusqu'à  k  (n'-SSd). 

Donc ,  si  l'on  considère  un  nombre  entier  N,  compris  entre  a  et  /,  ou 
bien  ce  nombre  sera  l'un  des  termes  de  la  progression  (2)  ;  ou.  bien  dans 
la  progression  (2),  se  trouveront  deux  moyens  consécutifs  M, M',  qui 
comprendront  entre  eux  le  nombre  N,  et  qni  n'en  différeront  que  d'une 
quantité  inférieure  à  iT.  * 

Soit,  par  exemple  ,  la  progression  f^  1  :  10  :  iOO  :  1000 :  10000 ,  entre 
les  termes  de  laquelle  on  voudrait  insérer  des  valeurs  approchées  des  nom- 
bres 2,3,4,. ..11,12,. ..0990,  à  moinrd'un  millième  d'erreur.  On  peut  prou- 
ver que  la  condition  serait  remplie,  si  l'on  insérait  un  nombre  de  moyens 
marqué  par  10^\  ou,  à  plus  forte  raison,  un  nombre  de  moyens  plus 
grand  encore,  tel  que  le  nombre  2^ . 

â33.  Le  produit  de  deux  termes  égàlemewt  distants- des  extrêmes ^ 
est  égal  au  produit  des  extrêmes. 

j 

(*)  Od  a  déjà  vu  daas  Vuéritkmitiqwf  (  p.  121-122  )  renoncé  du  principe  dçnt 
noys  donnons  ici  la  démonstration. 
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En  effet ,  le  terme  x^atf^  dip  termes  avantiiii  ;  le  terme  y  =  -^ 

a  p  termes  après  lai  ;  ce  sont  deux  termes  également  distants  des  ex- 
trêmes a ,  /  ;  et  Ton  a  poiir.lèar  prodoit ,  xy = al.  » 


Le  produit  P  de  tous  les  termes  est  égal  à  \/{a  X  i)^*  Caç  on  a 

P=a  X  aq;<  aq*  X...  Xmçp  X..  X  ~  X- .  X  4  X  y  X  ^  (1) 
on  a  aussi 

p=^ZXyX^X...^  Xv.  XagPX..-Xag»Xi»gXa.  (2) 

»  I.        *  ■ 

Moltipliaift  ces  deux*  égalités  membre,  à  membre ,  on  obtient 


P»= (a  X  l)\  d'où  P  =  yjâxi)^.  (B) 

Sommé  de  tous  les  termes  d'une  progression  géométrique. 

234.  Soient  a  le  premier  terme,  q  la  raison,  n  le  nombre  des  termes 
et  s  la  somme  de  tous  les  termes  d'une  progression  géométrique.  On  a 

Or,  on  a  vu  (n««  21  €t  45)  qae 

i+g^,v+  ..+r-*  =1^ =Ç=r- 

1  — g     I  q  —  1 


Donc 


(C) 


^=a 


(H)-(t^)-(é)'-- 

'Si  Ton  désigne  par  l  le  dernier  terme  de  la  progression ,  Ton  a 
Z==aç"-*(A),    d'où    lq  =  aq*;    . 
tt  les  formules  (Ç)  deyiennént^  /     ' 

'»=iî=?V»=V^-r^.'  '  (D) 

.     •    q—i  i-q       l—q  ' 

Ce  sont  les  formules  qu'ona  déjà  obtenues  [Ariih.,  pag.  115^  116), 
en  remarquant  que  l'égalité 
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donne  «^  — fl?+<Kf*+ +  ^+^'^  (^) 

de  sorte  qa*en  retranchant  membre  à  mead^re  la  pranère  égalité  ^ 
la  seconde ,  lorsque  la  progression  est  croissante ,  on  a 

«9— «,    ou    #(^— l)«Ig  — a,    d'où    #« 

et  qa*en  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première»  kwsqne  la 
progression  est  décroissante ,  on  a 

ê-^sq,    ou    *(i.— ç)  =  a  — Ig,    d'où    *«'y=7- 

235.  Discusêion.  i^  Lor8(;pi*on  a  ^  >  1^  W  /e  nombre  des  termes 
West  pas  limité  f  on  fownra  toujours  additionner  un  now%bre  de 
termes  tel,  que  la  somme  surpasse  toute  quantité  donnée;  caria 
quantité  q*  pouTant  croître  au  delà  de  toute  limite  (o*  216) ,  il  en  est 

de  même  de  b  quantité  f —T  J  g",  et  du  reste  f  j-qr  j  (^ 

2"  Lorsqu'on  a  9  »  1 ,  la  somme 

s,^a{i  +  q  +  ^+,„+q*-^) 
se  réduit  éyidemment  ks^^aXn. 

Dans  ce  cas ,  la  formule  s  =  ■  ^  "T  f  donne  <  =  ^  ;  cela  ticat  à 

q  —  1  •  0 

ce  que  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  exprime  la  yaleor  dé  s ,  ad- 
mettent le  facteur  commun  (gr  —  1) ,  qui  s'annule  lorsqu'on  suppose 
(f  =>  1.  Et  si,  avant  de  faire  cette  hypothèse ,  on  supprime  ce  facteur 
commun ,  c'est-à-dire  .si  l'on  effectue  la  division  indiquée ,  on  re* 
trouve 

s^aXi  +  q+q^+...  +  q^-^); 

et  par  suite,  s  =  aXns  lorsque  q  =  i. 

3^  Enfin ,  lorsqu'on  a  g  <  1 ,  la  soipme  des  termes  de  la  progres- 
si(m  décroissante  augmente  en  même  temps  que  le  çombre  des  termes 
additionnés  ;  mais  cette  somme  ne  peut  pas  croître  au  delà  de  toute 

limite.  On  conclut  en  effet  de  la  formule  (C)...«  =  j^ (  73-  JQ** 
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que  la  ?aleiir  dd][«  s'obtient  en  retranchant  de  la  quantité  constante 
j— ,  une  quantité  (r—jç*  qui  ne  peut  pas  deyenir  négative;  de 

sorte  que  s  ne  peut  jamais  surpasser  j — ^. 

D'ailleurs ,  q  étant  moindre  quel,  le  résultat  q*  diminue  à  mesure 
que  n  augmente;  par  conséquent;  le  produit  f  r — ^  jg**diminue aussi 
à  neture  que  n  augmente;  éî  il  s'ensuit  que  le  reste 

en  la  râleur  der^l,  augfliente  eji  même  i^ûûips  que  n. 

En  outre»  Si  1$  nombre  des^termes  n*eêt  pas  limité ,  on  pourra 
toujours  iMitionner  unnàmbrsie  termes  td,  que  la  somme  diffère 

ie  1^    allait  peu  qu^on  voudra. 

Car  la  fppqale  (C)  donne  3 — ^  — <  =5  f  -r— •  jg*;or,  ^ét^nlmoin^ 

dre  que  1 ,  le  résultat  çf^  s>pproc1ie  indéfiniment  de  zéro  (n®  217). 
Fsr  suite,  on  peut  déterminer  une' valeur  de'Ni  telle»  que  la  quan- 
tité (-7 — j9"  soit  moindre  qu'âme  quantité  donnée  ^9  aussi  petite 
qu'on  youdra.  On  peift  doRC  teneurs  q)[>^nir  une  sonmie  s  qui  dif- 
1ère  de  ?— -  d'une  quantité  plus  petite  que  tout^  quantité  donnée. 

C'est  ce  que  l'on  exprime  en  disant  que  7-— estlaJtmtledelarsomme 

s  qui  yarie  en  au(;mentant  indéfiniment.  On  dit  encore ,  dans  le  même 
sens,  que  la  somme  ^  termes  de  là  progression  géométrUjue  indé- 
finiment décroissante  r^  a:  aq  i  a^  i  aq^  \  etc.,  ^est  éoâlb  à 

j^  (./mA.,  page  116).  ' 

S36.  Si  noQS'désil^ons  par  S  la  limite  de  la  soAne  des  tèni^  de  la 
progression  géométriqae  décroissant^,  dont  I9  premier  terme  ert  «,  jet  1» 
raison  9<1  ;  les  trois  quantités  a,9,S,  sont  liées  par  la  relation 

a 
Ss:--» — ,     OU     S(f— ^)=«. 
1— f 
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Deux  qneloonifaes  de  cet  quantités  étant  données,  la  troisième  est, dé- 
terminée. *  ^ 

Mais  si  le  nombre  S  est  seul  donné  >  il  est  «lair  qu'en  attribuant 
arbitrairement  à  la  lettre*  q  une  valeur  moindre  que  V.KUiité,  09  dé- 
duira de  l'équation  à  deux  inconnues  S  (1— 9)=:a,  une  valeur  corres- 
pondante de  a.  On  pourra  ainsi  Jb/^ner  autant  qujon  voudra  de  prqgressions 
^ométriques  indéfiriimè^H  décroissantes ,  différentes  ies  unes  des  Qutres  par 
leur  raisot^  et  par  le  premier  terme,  ipais  telles^  que  (a  somme  de  leurs  ter- 
me^ aura  constamment  la  même  Limite.  C'est ,  par  exemple  «  ce  qui  a  liéU 
pour  les  progressions  n-  * 

Hi:^:j:g':etc.;^î:^-:^x(jV:etc.>-ft 

237.  Entre  les  cinq  qo^itîtës  a^qf^n,  l\  r^  dans  toaie  progrès 
sîon par  quotient,  on  a  le^deux  reliions        *  1     ^ 

(A)...  /=ag^S    (B)!.'.  «(g-l)==gr-a- 

Si  Ton  V®i^^^  Ventes  les,iiriaiuèr9s^>^sibles ,  deux  ihcoomies  parmi 
ces  quantités ,  on  est  chp^Àiitli  laKsbudre  dim  problèmes  o^tincts. 

Les<quatre  t>roblèn^  dans  les^fiels  tm  se  gropo^e  de  Û-ouver^Ie 
nombre  é^^  termes ,  donnant  li^r^  des  ^nations  eajponentiel" 
les  (ïir^Qfii^,  fu>n  peut,  résoudre  ,^mQyen  des  propriétés  des  lo- 
garithmes.        '         •       •  .    '         ,     \ 

Let  deui  problèmes  oO^a^oaisdn  et  rffi'des  deux  extrêmes  sont 

inconnjis ,  conduisent  à  des  éunations  'co(nf>fètes  d'un  degré  qui  est 

e«l*((Enëral  supérieui  au  secoua-'  .     •   • 

l'i**  '  '».«#**'** 

Voici  le  lab.feau  des/ormfPles  relatives  à  ces  dix  problèmes* 
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4»3 


DoianCi». 

mcoNiniift. 

''                     DÉTERMINATION  BES  INCONNUES. 

1 

»•  «t  n 

^' 

II 

s,q,  H 

a,/ 

i(?-t)     ,      «(?—«)«•-» 

"'-  ,»_1  '                i,«  — 1      • 

III 

',*.» 

•»  ' 

IV 

.a,l,n 

«.  ' 

«—1                   n~l           n— 1 

/7        i|/7-„Vâ 

V 

1»,  *,  M 

5.  «    • 

VI 

/,  1,  n 

«♦    <• 

{S^^)qn    t.^{qn    »+g«-»+..+.î»-H+l)==0»  a=*         j. 

VII 

«,  '.  î 

5,     1» 

^«  — «           \  /.Logi  — Loga 

VIII 

a,t,q 

/,     » 

£-- — ! — !* — ^,    n^fs « —           . 

IX 

l.  î.» 

a,     Il 

^   .  Log/  — l.Og(/jrH-*— fî)^ 

a=±s/^^i(y— 4),  li-xl  1     •  ^       .  ^^^^      - 

X 

a,/,* 

ï,     » 

2S 
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CHAPITRE  SIXIÈME. 

ARBANGBKBIITS  ET  COIOINAISOVS^    PUISSANCES  ES  G^lfÉRAL. 
NOMBEES  nWElb.  SOHMATIOlf  DBS  PIEDS  DE  BOULETS. 

ArratkgerlMniêg  permutation* ,  camhinaison*.  , 

238.  On  entead  par  arrangements  de  m  lettres  prises  h  à  n,  les 
résaltats*  qu'on  peut  obtenir  en  ècrîTànt  n  de  ces  m  lettres ,  les  imel 
à  la  suite  des  autres ,  df  toutes  les  manières  possibles. 

Par  etemple,  les  arrangements  des  trois  lettres  a,bjCy  prises 
deux  à  deux^  sont 

aft,  ba;    ac,  àa;    5c,  cb. 

Les  arrangements  ie  plusieurs  lettres  prennent  le  nom  de  permu- 
tations lorsque  les  lettres  données  sont  écrites  toutM  à  la  fois ,  les 
unes  à  côté  des  autres  ,  de  totites  les  manières  possibles. 

I^ar  exemple^  les  permutations  des  trois  lettres  a,  5»  c,  sont 

abc  y  acb,  bi^;    bca^  cab,  cba. 

Enfin ,  on  entend  "par  combintaisons  de  m  lettres  n  à  n,  ceux  des 
arrangements  n  à  n  gui  diffèrent  les  uns  des  autres ,  au  moins  par 
une  des  lettrée  dont  ils  se  composent 

Far  exemple ,  les  combinaisons  des  trob  lettres  â ,  5 ,-  c ,  prises 
deux  à  d^ux;  sert  '  .   .  v 

.    db ,  ae\  bç* 

Lts  arrangements,  tels  que  àb^bà,  qui  diffèrent' seulement  par 
Yordre  des  lettres,  ne  forment  qu'une  seule  combinaison. 

On  donne  encore  aux  combinaisons  de  m  lettres  prises  n  à  n,  le 
nom  de  produits  différents ,  ou  simplement  produits  de  ces  lettres 
nhn,  parc^  que  les  n  lettres  écrites  à  c6té  les  unes  des  autres  pén- 
itent être  considérées  comme  représentant  les  facteurs  d*un  produis 
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qui  reste  constant  »  quel  que  .soi^lVr^r/  dans  lequel  on  dispose  ces 
n  lettres. 

239.  Nombre  de$  arransemenis.  Pour,  former  tous  \^  arrange- 
ments de  m  lettre^  prises  2  ^  ^»  il  9uflSt  d^écrire  successivement 
à  la  suite  de  chacun^  des  lettres  données,  ]es(fn~l)  lettrés  restantes. 
On  aura  ainsi  /  par  exemple ,  les  arrangements 

abj  êLCf  <id,  aty  etc. , 

ba,  bc\,  b&y  bej  etc., 

ca,  eb,.  ci,  ce,  etc.; 
et  ainsi  de  suite.  >  > 

Donc,  chacube  deis  m  lettrés  données  faisant  obtenir  (m-^1)  arran- 
gements ,  lé  nombre  total  des  arrangements  de  m  lettres  2  it  ^  sera 
exprimé  par  m  (w  —  1). 

Pour  former  tous  les  arrangements  de  m  lettres  prises  3  à  3 , 
il  suflSt  d'écrire  sucoesdyement  ,^1^  la  spite  de  chacun  des  arrange- 
ments de  deux  lettres,  les  (f|t — 2)  lettres  restantes.  On  aura  ainsi , 
par  exemple ,  les  arrangements    '  ' 

abc,  aid,  abe,  etc., 
ac  b^  acd^  ac  e,  etc.. 


baCm,  iàd,  ba  e,  efc. 


et  ainsi  de  suite. 

Oonc,  chacun  des  m  (m  —  1)  arrangements  2  à  2  laisaiU 
obtenir  (m»  2)  arrangements  de  trois  lettres,  le  nombre  total 
des  arrangements  de  m  lettres  3  à  3  sera  exprimé  par 
m(m  — l)(»i  — 2).  ^ 

£n  raisonnant  d^nne .  manijère  semblable  sur  les  arrangeranrats  4 
à4,  on  trouve  que  le  nombre  de  ces  arrangeçients  est  exprimé 
par  «I  (m  -*  1)  (fn^2)  (m —  3);  ainsi  »  le  niombre  deê  arrangements 
est  eonefumment  e:jûprimé  par,  un  produit  dé  nombres  enUerleos^ 
sécuHfs  'décrmssants ,  à  partir  de  m;  le  nombre  des  facteur  s -ds  ce 
produit  étmnt  égal  au  nombre  des  lettres  qui  esUtenfdans  ckaeum 
des  arrmngememts  que  Von  considère. 

On  est  porté  à  généraliser  la  rè^,  par  analogie;  de  sorte  qu'en 
désignant  par  Â  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  n  à  n ,  on 
aurait  * 

(1)    .  A*^.m(m~  1)  (m  — 2)  (m—  3)  X-  X  (m  — n+  1>. 

Pour  démonti^  cette  loi,  nous  ferons  voir  que,  si  elle  est  Vraie 


Digitized  by 


Google 


436  MATHÉMATIQUES  iLÉMBNTAlUBS. 

pour  le^^rrangements  de  th  lettrés  prise»  (n  -rr  1)  à  (n  —  i) ,  elfe  sera 
Traie*  aassi  pour  les  arrangements  pkn. 

Admettons' donc  qne  le  nombre  A'  ^s  arrangements  de  m  lettres 
(ii--l)à(n — 1)  soit  exprimé  paHe  produit 

mim-- 1)  (w -âl  ><...  X  (m  -  ii+2) 

qui  renferme  (n  —  1)  fadeurs. 

On  formera  tous  les  arraogeménts  de  m  lettre?  prises  n  à  n  en 
écrivant  successivement,  à  Ja  suite  de  cImcub  des  arrangements  de 
([n—  1)  lettres,  chacune  des  lettres  restantes.  Or  le  nombre  des. 
lettrea,resUptesestm-~(n— 1),  ou  «r— ii  +  l.  Par  conséquent, 
chacuâ  des  A'  arrangements  (n  — 1)  à  (9  — 1),  faisant  obtenir 
(in—n+l)  arrangements  de  n  lettres,  le  nombre  total  des  arrange- 
ments de  m  lettres  nkn  sera  exprimé  par  A»  A'(m  ^  *^+ 1))  <>u 

.    A— m(m  — 1)  (m— 2)  X.,.  X(i»^n+a)  (m— n+i). 

D'ailleurs,  le  nom)>re  des  arrangements  de  fi|  lettres  prises  tm«  k 
MiM.est  évidemment  égal  k  m;  donc  I9  nombre  des  arrangements  2 
âi2estég^làm(m--i). 

La  loi  étant  vérifiée  pour  les  arrangemenis  2à2,  est  vraie  pour  les 
arrangements  3  à  3,  et  ainsi  de  suite.  D6nc,  cette  Ipi  est  générale. 

W^.  Nombre  des  permutoHons.  Les  permutations  de  n  lettres 
étant  lés  arrangements  de  ces  lettres  prises  toutes  à  la  fou,  c'est-à- 
dire  n  à  n,  on  obtient  le  nombre  P  des  permutations' de  n  lettres,  en 
faisant  m=  n  dan»  la  formule  (1)  ;  et  Ton  obtient  ainsi  '    • 

p=n(fi-l)  ....  x2xi  =F»  lX2x3.Xi^X  .  ^  .  .  («-1)X», 

Mais  il  estikcile  de  parvenir  directement  à  ce  résultat.  En  effet, 
2  lettres,  a,  6,  donnent  seulement  2  pernmtationfl,  abfba,  Poûrobte- 
mr  les  permutations  de  3  lettres^  il  suffit  d'écrire  successivement  à  la 
suite  de  chacune  de  ces  3  lettres  les  2  permutations  des  deux  aiÉtres; 
en  aura  ainsi  3  fois 2  permutations,  9U  1x2x3  permutatioQS  de  3 
lettres.  On  verra  de  même  que  le  nombre  des:  permutations  qu'on 
peut  former  avec^  lettres  est  égal  à  4  fi^s  1  X  3x3,  on  1x2x3  X4, 
et  ainsi  de  suite  (*).  Donc ,  en  général ,  pour  le  nombre  P^des  per- 
mutations àe  n  lettres ,  on  a  la  formule  ^  < 

r2)     P=.1X2X3X4X     .  .  -  Xn. 


(*}  Ainsi,  quatre  nombres  différents,  a,  6,  e,  d,  admettent  26  permutations. 
Si  a,  6,  e,  d,  sont  les  ternes  d'une  pro|lortioB ,  par  dilfirenee  on  par  quo- 
tient ^  il  existera  a  permutations  ou  $  arrangements  des  quatre  noml>res , 
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241.  Nombn  d$$  combihùiêons.  ikos  le  nombre  ^Ul  A  des  ar^ 
rangements  de  m  lettres  n  an,  chaque  combinaiêm  ou  jcbaque  pro- 
duit de  n  lettres  se  trooye  répété  .autant  de  fojs  qu'il  existe  de  per- 
mutations possibles  entre  les  n  facteurs  de  ce  produit ,  c'est-à-dire 
P  Cois.  Soit  G  le  nombre  des  combinaismis  ou  produits  différents.  Cha- 
que produit  donnant  P  arrangements,  les  G  produits  différents  don- 

A 

nerontPxG  arrangemenU.  On  adonc  A=^PxG»  d*où  G»»p;et,  e 

en  remplaçant  les  nombres  A,  P,  par  leurs  valeurs  (1)  et  (2),  on 
obtient  la  formule 

iQx    ^_  m(m— 1)  (m— 2)  .  .  .  .(m— n+t) 

w  c=-r^T — j. — ;^t: — lï — 

Si ,  par  ejiemple,  on  demande  combien  de  problèmes  il  faudra  résoudra 
lorsqu'on  prendra  saccessivement  pour  inconnues  deux  des  cinq  quantités 

a,6,c,«f,e,  ndus  aurons  m =5,  neasS  ;  C:;=:  — =10;  il  y, aura  donc  dix  pro- 
blèmes. Dans  la  même  question ,  on  peut  demander  combien  it  y  aura  de 
problèmes  à  résoudre,  lorsquon  prendra  successivement  pour  quantités 
données,  trois  des  cinq  quantités  a,6,é,(^,e;  alors  cous  aurons  m «=5, 
5.4.3  .  .  ■ 

n  =  3  ;   C  =  r'^  à»  10,  cOmme  précédemment  ;  ce  qui  devait  être.  ' 
•  1 •2.3 

212.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  prises  nàn  est  égal 
aunombre  des  combinaisons  de  m  lettres  prises  (m-*n)  d  (m— n). 
Ec  effet,  soit  G  le  nombre  des  produits  différents  ou  des  combinai- 
sois' n  à  n:  si  l'on  ddvise  saccessivement  le  produit  des  m  lettres 
proposées  par  chacun  dé  ces  produits  dé  n  facteurs,  on  obtient  un 
mmbré  G  de  résultats >  qui  sont  des  produits  différents  du  des  com- 
bnaisons  (m— n)  à  (m^-^o)*  Or,  on  obtient  ainsi  la  totalité  des  com- 
bnaisons  m-'^kn^^n;  car,  réciproquement,  toute  combinaison  de 
n  —  n  lettres  prises  parmi  les  m  lettres  proposée^^est  un  résultat 
qi*on  retrouve  nécessairement  lorsqu'on  divise  le  produit  des  m  let- 
tres ,  par  le  produit  Ues  n  lettres  qui  n'entrent  pas  dans  la  combinai- 
S)RparticuUèi'e  de  m— n  lettres  dont  il  s'agit. 
Le  même  principe  peut  épcore  être  démontré  au  moyen  dé  la  for-^ 

ma  lesquels  Tégalité  des  rapports  subsistera  {Arithm*^  p.  74  et  75),  et  16 
aitres  pcrmutatibiits  ou  arrangements  des  quatfe  nombres  ,dans  lesquels  ces 
lombrcs  ne  se^nt  plus  en  proportion.  '  ^   . 
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mule  générale  établie  aa  Baméro  prMéuA.  fin  terla^  eèlle  fer- 
mule ,  le  nombre  dM<iooibiiiaisD«  n  â  n  eM  exprimé  par 


mfm—l)  ....  (jn— n+1) 
i.      2.      .  .  .  .  n 


ou  bien 


i.      fi n  X  (m-^n(m-n  — 1)  .  .2X1'  ^ 

et  le  nombre  des  combinaisons  (m  -^n)  à  (  m  —  n)  est  exprimé  par 

■»>(»»— i)  »  »  .(n+1) 
1.      â.      .  .  .(m  —  n)'  / 
ou  bien 

'    *  »»(«»  ~'i)  »  .  »  (n-^l)Xn(H—  i)  .  .  .  .  2x  ^  ,«» 

r        2:       .  .  .  (m-n)Xn(n-i)  ....  2x1  ^^' 

Or  lldèntité  des  valeurs  des  expressions  (1),  (2)  est  évidente, 
puisque  dans  cbaçune  d'elles  le  numérateur  est  le  produit  des  nom- 
bres  consécutifs ,  depuis  1  jusqu'à  m  ;  et  que  les  dénominateurs  sort 
des  produits  qui  difrérent  ^ulement  par  Tordre  des  facteurs. 

Puissances  en  général, 

2tô»  FfiiSfiANCKBiiTiÀui  o*ON-ikoN6iiB.  PouT  élever  immédiat- 
ment  ^n  monôme  à  une  puissance  dont  le  degré  est  marqué  pir 
un  nembre^  entier  quelconque  (  sans  pasjser  par  les  puissances  d'm 
degré  inférieur),  il  suffit  d'élever  le  coefficient  à  cette  puissance ,  et 
de  multiplier  Veœposant  dowt  chaque  lettre  est  affectée  par  le  degp 
de  cette  puissance  (*).  Aipsi  l'on  a  ^ 

(8a»fr)»t=.8ix  a^J^'X  fr*  >î^*«  32f3^8  «*»&*. 

On  démontre  cette  règle  en  se  fondant  sur  les  principes  de  la  multi 
plicatiou,  comme  au  n<^  160. 

Il  s'ensuit  que ,  réciproquement ,  lorsque  le  coefficient  numéri- 
que d'un  monôme  est  lapuissance  m**™*'  exacte  d'un  autre  nombre, 
et  que  chact^ne  des  lettres  est  affectée  d'un  exposant  multiple  de  m, 
on  obtient  la  racine  m**?»*  de  ce  monôme  en  divisant  par  m  Veccpo- 


{*)  Quant  au  signe,  le  résultat  a*»=:p  sera  toujours  positif  si  m,  est  un  nom- 
bre |$âir  ;  et p  aura  le  même  signe  que  a  si  m  est  impair  (n**  6/ï}. 
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smii de  chaque  lettre,,  et  «n  mulHplimt  îerésuHaî  par  la  racine 
m^^^  ducoefieientC).         v    *    * 

Si   Ton  a ,   par    exemple  ,  .  8"»  X  a*  X  ^=B^  X  a**»  X  h^*^  , 

"*  '  m  h        '    k 

on  eq  conclut    V^8"»a*6*==:  K8»»  x  ft^*  X  6"*  =^8a*i!^  ; 

Powf  former  la  m^*™®  puissance d*une  fraction^  il  suffit  d^éïever 
4  la  m^^^.puissance  chacun  de  ses  deux  termes.  Ainsi  Xo^A 

Oo  démontre  celtç  tègle  ensç  fondant  sur  b  r^glexle  muJUpUca- 
iion  des  fractions  (p' 56).  , 

Récipiroquément ,  lorsqu'on  peut  obtenir  laradne  m'*"«  exacte  de 
chacun  des  deux  termes  d'aune  fraMion  y  on  détermine  la  racine 
2i|ième  ^^  cgf^g  frocHon  en  extrayant  la  Yacine  nu»»™*  âe  chacun  des 
ieux  termes.  " 

Si ,  par  iBK^iiiple ,  «n  applique  eaCte  f  ègle  à  la  fracUoo  ^^^ng  , 
on  a  , 

V/32768a"ô«  =  8a8ô    et    \/243ci<>(i«  =  3c*d  ;, 

•er,  69  divÎMiit  la  ra^né  du  numéralettr  par  la  racine  du  dénomina- 

|pjur,^n  obtiaiU^iu]^|ra|Qtii^|-^  dont  la  cinquième  puissance  est 

^ale  à  la  fraction  proposée.  Le  résultat  ôto  i  auquel  conduit  la 
iigl«,-eil  dooc  la  r^Mune  cînqmèmie  de  Ik  fraction  proposée. 

244.  PoissANCB  fràctio^icnâirb.  Par  extension ,  Tçu  ei^t  contenu 
d'admettre  dans  les  calculs  ï exposant  frqetionnai're,  même  dans  le 
dé  où  le  numérateur  de  Te^^posant  n*est  pas  divisible  par  le  dénomi- 

fiatear.  AiBÀ,  4* expression  algébrique  d^^co^HtuCy  p^con^en- 

tion^ ,  HM  manière  ^indiquer  la  valmr  du  radical  V^a". 


(♦)  <}uant  an  signe,  le  résultat  \/^pé::a  doit  être  affecté  du  double  signe ± 
«1  m  est  pair;  et  a  aura  le  même  signe  quep,  si  m  est  impair. 
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Nous  Terroiift  plus  loin  que  le$  réglée  qui  détêrminen$  Veapoêgmi 
d^une  lettre  dans  un  produit  ou  ians  un  quotient ,  quand  fout  Ui 
exposants  sont  entiers  ,  s  étendent  du  çcu  oii  Von  admet  dans  Us. 
calculs  les  exposaiUs  fractionnaires. 

215  .  PuiMANCBS  BNTiteBf  D*i7N  BMdiu.  La  puissance  m'^^  iTim 
binôme  x-f-a ,  en  un  polynôme  homôgéike,  composé  de  m-(-i  ter- 
mes dissemblàblee»  ,     .    . 

Si  Von  ordonne  ce  polynôme  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  X,  l'exposant  de  x  décroit  constamment  d'une  unité,  éVun 
terme  au  terme  suivant,  depuis  mjusqu^à  zéro,  tandis  que  V expo- 
sant de  a  augmente  eùmtamment  éVune  unité,  depuis  zéro  jusqu'à 
m.  Les  coefficients  extrêmes  sont  égaux  àVunité,  et  les  coefficients 
des  termes  égcUement  distants  des  extrêmes  sont  égaux  entre  eux;  de 
sorte  que ,  si  Fon  désigne  par  P  le  coeflScient  numérique  du  terme  qpi 
a  n  termes  avant  .lui,  le  nombre  P  sera  aussi  le  coeiBcient  du  terme 
qui  a  n  termes  après  l|ud  :  ces  deux  termes  également  distants  des 
extrèmeé  seront  exprimés  par  Pa?'^"  a^  et  par  Tx^  q?^^. 

Cette  propositioB  est  déjà  vérifiée  potfr  la  première  puissance,  pour 
le  carrent  pour  le  cube  (no*  17, 19);  nousâflons  prouver  qu^elle  esf 
vraie  généralement,  en  faisant  voir  que,  si  on  l'admet  pour  im  certaii 
degré  m,  il  en  résulte  qu'elle  est  encore  vraie  pour  le  degré  m-\-i. 

Sn  effet,  si  Ton  admet  que  (ar-|-  a]r  soit  égal  au  polynôme 

a?«+Aic*'-*a4-....+Na?*^"+*a"-V'4-Pa?»^"a"-|-.  ... 

on  trouve ,  en  multipliant  par  x^^-a  ces  quantités  égales,  qie 
(0?+  a)«*+*  est  égal  au  polynôme 

a^+»+(A+l  )x«»aH-. . . +(P+N)a:«+*-«û'4-. -* 

-,   +(N+P)iP^a~+*-^4i....4<l-^^)a?a»»+«^ 

Ainsi ,  la  loi  énoncée  s'étend  à  tous  les  degrés. 

246.  On  voit  de  plus  qu'on  pourra  développer  les  puissances  s/uBc- 
cessives  du  binôme  x-j^â ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'effectuer  des 
mAéltiplicaiions.  €ar,  lorsque  Des  «oeSScients  sont  coi[Ulus  pour  une 
certaine  puissance  m*^,  la  somme  ^-^P  des  coefficients  du  n»*»« 
et  du  {n+  !)**"•  ternies  de  cette  puissance ,  donne  le  coefficient  du 
(n +  !)**■•  termp  de  la  puissance  immédiatement  supérieure. 
Donc, on  sait  déduire  des  coefficients,  des  termes  de  la  première  puis- 
sance ,  ceux  des  termes  de  la  deuxième,  puis- de  la  troifljème»  et  ainsi 
de  suite. 
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Si  nous  rasMmbloQS  àam  une  même  colonie  verticale  tous  les  coef* 
ficients  des  termes  d'une  même  puissance,  ainsi  obtenus  ^  nofs  ior* 
roons  le  tableaa  suivant  ^  qui  est  connu  sous  le  nom  de  triangle 
arithmétique  de  ^àsçÀL. 

Degré  de  la  puissance  du  bvnéme. 


Ranjg 

de 
chaque 
terme. 


'o' 

1" 

a- 

3» 

T 

5» 

V 

'T' 

»• 

9* 

«te. 

1*».  .V 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

1 

2-.  .  . 

.  0 

i 

2 

3 

* 

5 

6 

7 

8 

9 

3«.  .  . 

.  .  .6 

1 

3 

6 

10 

15 

21 

2B 

36 

4«.  .  . 

.  :  /./o 

1 

4 

10 

20 

35 

.56 

84 

5«.  .  . 

,  .  0 

1 

5 

1 

15 
6 

35 
21 

70 
56 

126 
126 

6«.  .  . 

.  .  .  .  '  0 

7'.  .  . 

.0 

i 

7 

.2» 

84 

8«.  .  . 

. .0 

1 

8 

36 

»•.  .  . 

.0 

1 

9 

10«.  .  . 

.0 

1 

fl«.  . 

. . .  r ,. . . .  0 

.  ••  • 

etc. 

Le  coefficient  du  deuxième  terme  ^  et  celui  de  Vacant-dernier 
terme ,  sont  toujours  égaux  au  degré  de  la  puissance  que  Von  con- 
sidère, Et  en  effet ,  si  A  est  le  coefficient  du  deuxième  terme,  celui  de 
Favant-dernier  sera  aussi  égal  à  A.  Or,  si  Toi^  a^^pour  le  degré  m, 
l'égalité  Â=»,m,  nous  savons  que  pour  le  degré  i»  +  l,  le  coeffi- 
cient du  second  terme  sera  A  +  i  =  *>*  +  i .  c'est-à-dire  qu'il  sera 
encore  égal  au  degré.  Donc  /la  propriété  énoncée  se  vérifiant  dans  le 
premier  degré ,  dans  le  (deuxième ,  est  encore  vraie  dans  le  troisième, 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  qu'elle  est  générale.  ' 

Formule  du  binétne  de  Jîiwtok.  . 

247.  Këwton  s'est  proposé  de. découvrir  une  règle  au  moyen  de 
laquelle  il  fdt  possible  d'obtenir  direçtempit  une  pùissafice  quelcon- 
que d'un  binôme  9  sq,nsétre  obligé  de  passer  par  les  puissances 
précédentes. 

Il  s'agit  4'exprimer  directement  en  fonction  de  l'exposant  m ,  la 
valeur  des^  coefficients  des  termes  du  polynôme  égal  à  Ix-^-à)^. 

Voici  la  formule  à  laquelle  Newtpi^  est  parvenu  : 


.  m{mr 
+  1      $ 


'i){m^%: 


3, 


Çm-^n+i)^,^.^^^^  ^  +a'^ 


Digitized  by 


Google 


4.42 


MATUÉlfATlQDfiS  ÉLI^MBltTAlllBS. 


D'aprè$  cètlte  foranile,  ta  hH  des  coeflScfents  consiste  en  ce  que  U 
coeffiHent  du  terme  qui  an  termes  avant  hti est  égjol  slu  nombre  des 
eontbvnmsonsïcà  ir,  qn' on  peut  former  àpeà  un  nombre  m  de  lettres ^ 
égal  à  Vexposant  de  la  puissance  du  binôme,  6'ést  ce  que  noos 
allons  démontrer,      v     .  . 

2tô.  Considérons  d'abord  le  pfodiût  de  facteurs  binômes ,  tels  que 
x  +  a,  â?  -f-  ^  *  dont  les  secondls  ternies ^ont  différents.  Par  là ,  nous 
év? itérons  les  termes  sefnblables  qui  se  Irbuven^  dans  les  puissances 
d'un  binôme ,  et  qui.,  en  se' réduisant ,  foQit  naître  des  coefficients 
dont  la  loi  n>st  pas  éf  idente.  Nous  poorrons  ensuite  reyenir  du  pro- 
duit {x-^a)  (x-^-by.  ,k  la  puissance  d'un  binôn;ie,  en  supposant 
que  les  seconds  termes  des  facteurs  binômes  deviennent^égaux. 

Or,. en  effectuant  les  multiplications,  on  pâment  aux  résultats 
suivants  :.,,'. 

{x+a)  {x+b)  =  X* -Mlo?  -f-ii^, 


n 


(x+a){x^b){x-^)^a^'Ui\x^'^ab\x  +aèe, 


{x+a)  (a:-f-ô)  (a>fc)  (a:+(l)«ar*- 


abc  :ç+abcd. 
d* 


-a\x*'^ab 

'b     ^^ac 

^e\    --bc 

^•ad 

--bd 

"Cd 

Ces  résultais  étant  o^rdonnés  f)ar  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  a; ,  on  T«it  qôe  li'expMuii  de  x  diim$  4e  premier  terme  est 
égal  au  nombredes  facteurs  binômes  qu'on  a  multipliés  entre  eux  ; 
ensuite  Vexposant  de  x  décroit  constamment  d'une  unité ,  jusque 
dans  le  dernier  terme ,  oé  Cet  exposant  est  nul.  Le  coefficient  du 
premier  terme  est  égal  à  Vunité;  le  coefficient  du  second  terme  est 
la  sofnm^  des  seconds  termes  des  binômes  ;  le  eoeficièntdu  troisième 
terme  est  la  somme  des  produits  de  ces  seconds  termes  combinés  2  d  2; 
ie  coefficient  du  quatrième  terme  est  la  somme  des  produits  de  ces 
seconds  termes  combinés  3  d  3 ,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  terme 
est  le  produit  de  tous  les  second»  termes  des  facteurs  binômes. 

Pour  prouver  que  celte  loi  est  générale ,  il  suffit  de  faire  voir  que  , 
si  elle  est  admise  pour  le  produit  d'un  certain  non^e  m  de  binômes^ 
elle  est  encore  vraie  lorsqu'on  introduit  un^cteur  binôme  de  plus. 
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RepMeeDtoiw-par  À  k  soBMpe  des^^scèotdi  termet  ées  m  iHiidnes 
a-fa,  â;^-^....,  rr4-il;;^rJÎ}a5MinD6dwprod«itBâàâdee«s 
seconds  termes  ;  par  C  U  aomm^  de  I^hhs  pfoduks  3  à  3 ,  et  ainsi  de 
suite;  enfin  par  U  le  produit  de  touscces  seconds  termes. 

Admettons  que  le  produit  (a^-^-a)  ix+b]X...  XÇœ+k)  soit  égal  à 

SI  Ton  multiplie  ce  produit  par  un  nouveau  facteur,  ^binôme  ar-l-''  ^" 
trouve  que  le  produit  des  (m  + 1)  facteurs  est  égal  à 

+  1   I        4- A/  I  4-3/  I  +...  j     .+  UL 

La  loi  dès  exposants  de  x  subsiste  dans  le  nouveau  produit.  Le  Q»ef- 
ficient  du  premier  terme  est  TuBité. 

Le  coefficient  du  secoadtermeest  A+4»'ii4-è4-...4'*  +  ^'' 
c'est  la  soqune  des  seconds  termes  des  (n^i)  binômes.  ,  ■ 

Le  c^fficîeot  d4i  iroiûème  t^me  est  la  somme  de  tous  Iqs  produits 
2  à  2  des  (m 4-1)  seconds  termes  ;  car  A/==  (a4-*4--.-  + *^)^ 
est  la  somme  des  produits  2  4  2  dans  lescfuels  entre  le  facteur  /, 
Gambioé  avec  chaqun  des  m  autres  seconds  termes  ;  et  B  est  la  somine 
des  produits  2  à  2  dans  lesquels  la  Jettre  /  n'être  pas. 

Le  coefiScient  du  quatrième  terme  est  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits 3  à  3des  (m  4^}  seconds  termes;  car 

Bi=«(ail+.aiJ+...  +  a*4-6c+...4-^4-cic,)X/ 

est  la  somme  des  produits  trois  à  trois  dans  lesquels  entre  le  facteur  /; 
et  0  est  ta  somme  des.  produits  3  à  3  dans  lesquels  là  'lettre  l 
n*enlre  pas. 

En  continuant  d*tfppliquer  le  même  raisonneinent  à  tQus  les  termes 
qui  suivent,  jusqu'au  dernier  terme  U/  =  (iôcX...  A;X  ^,.qUi  est  le 
produit  des  m-\-\  seconds  ;termes,  on  reconnaît  que  si  la  loi  des 
coefficients  dans  le  produit  (a?  4" ^)  (^4"  ^)  X  etc.,  est  vraie  pour  m 
facteurs  binômes,  elle  Test  encore  pour  le  produit  de  (m  4- i)  fac- 
teurs.       '  :. 

Ddnc,  cette  loi  est  vraie  pour  fe  produit  de  3  fadeurs,  t>arce 
qu'elle  est  vérifiée  directement  par  la  multiplication  pour  un  produit 
de  2  facteurs.  Par  conséquent,  elle  est  vraie  pour  4  facteurs  \  et  ainsi 
de  suite.  Donc  elle  est  générale. 
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9I0.  Il  Éaffil  ntkilaonlt  pKHir  obliBîr.(a?+<>)^»  éêxauêiêètn  le 
a»  pailkiiUer  où  1m  m»  seconds  termea  dtt  ptoéait 

sont  égaux  à  a. 

Le  premier  terme  est  encore  j?**. 

Le  coefficient  A  t  qni  est  la  jsomme  de  m  nombres  égaax  à  a  ,  a 

m  ' 
ponr  valeur  ma;  le  second  terme  est  donc  mMaU"*^,  ou  joa?"^*. 

Le  coefficient  B  est  une  somme  de  produits  égaux  à  a*  ;  et  k 
nombre  de  ces  produits  efl(t  égal  au  nombre  des  combinaisons  2  à  2 

qu*on  peut  former  a?^  m  lettres  ;  ce  nombre  est  ^^ — '^^^(of*  241)  : 
on  a  donc  B  »  T     T     «*•  P«r  conséquent,  le  troisième  terme  est 

i.     3^^^     • 

£n  général,  le  eoeffieîent  du  terme  <(ui  a  h  termes  avant  lui  est  une 

somme  de  produits  égaux  à  o*r  et  le  hombre  de  ces  produits  est 

égal  au  BOiià>re  des  combinaisons  fi^  ii  n  qu'on  peut  former  avec  m 

1  «^  .         ^mitn  —  1)  (m— 2)...(m  — w  +  l)  ^,  ... 

lettres;  ce  nombre  est-j-i- — ^  ^  ^    ^ — ^^-^ -ï_-i.  D ailleurs, 

"L   *  2.        3 ; n        * 

dans  ce  terme,  Texposatotde  x  est  {m^n).  Si  donc  on  convient  de 

désigner  par  T^+i  ^^  torme  qui  occupe  le  rangii  -|- 1 ,  on  aura 

•^>^'  -  T!"z '^  ^"^ ï.?:::  ^"~""^*^ '^'■^- .  (a) 

La  formule  du  Mnôme  de  Newton  (n*  247)  est  ainsi  démontrée. 

250.  L*expression  du  ierme.T«,44  donnée' par  la  formule  (A)  >  est 
appelée' lé  terme  général  du  développement  de  (a? -4- a)*",  parce 
que  ;  si  1*on  .attribue  successiveipient  au  nombre  n  les  valeurs 
1 ,  2,  à,  4 ,  etc-,  4>n  déduira  de  cette  formule  tops  les  termes  de  la 
puissance  du  binôme ,  à  partir  du  second  terme  (*). 

On  peut  obtenir  iounédialement ,  par  la  formule  (A)*  le  terme  d'un 
rang  désigné ,  sans  s'occuper  dë^  termes  précédents. 


n  Quant  au  premier  tenue  â^  (qui  est  tov^^urs  connu  immédiatement),  on 
ne  peut  le  considérer  coqime  comprïs  dans  la.  fomnile  (A) ,  car  le  coelOdent 

T/"V : — d  ne  présente  plus  de  si^ificâtion,  lorsqu'on  y  suppose 

1»  ^  2.«  ...  fi 
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Si  f  on  demaïklé ,  par  .exemple ,  le  siiième  terme  de  la  qnatonième 
puissance  de  op +  <*»  ^^ ''^"^  ♦'**■**♦**'*"  ^»  **^'^  •^*^* 

T  =l*4|4|:li^o»a!»=.14.ia.lla^a!«-2eoaa»»V 

1  .  2.  o  .  4* .  5 

La  formule  (A)  feit  retrouver  la  valeur  a*»  pour  le  [m-^iy*^ 
lenne  du  développement  de(a?4-a)"»;  elle  avertit  même  que  ce 
terme  est  le  dernier  ;  ce  qu*on  savait  d*àillenrs  (n*»  245). 

Et  en  effet ,  lorsqu'on  suppose  «  =  w,  dans  cette  /ormule ,  lé  au- 
mérateur  et  le  dénominateur  du  coefficient  de  Ti»f  i  sont  formés  Tun 
et  l'autre  du  produit  des  nombres  consécutifs ,  depuis  1  jusqu'à  m  ;  ce 
coeflBcient  est  donc  égal  à  Vunilé  ;  et  Ton  9  T-t+i  —  ^^  =^  «"*• 

Si  Ion  suppose  n>m,  le  coefficient  devient  nul;-  et  la  formule 
montre  ainsi  qu'il  n'èxiate  p9S  de  terme  au  dfelè  dû  (m  + 1)»*^^. 

25t.  lionqu^  se  propose  déformer  une  .siMte  &é  fermées  conséewHfi 
di  développement  de  (a? + a)"»,  il  est  facile  de  les  déduire  lés  vm  des 
autre» ,  en  «e  fondait  sur  ,1a  formule* 

ffl(m-l)(m~2)...(ffl--n+i)(m--n)^,^,^^^tK,,, . 
"^12.        3 '    n,  (n+l) 

m(m— l)-.(m— n4-i) 
car  il  en  résulte  que  si  on  multiplie  le  coeffUnent  -j 2....... — îô 

d'un  terme  quiconque  par  Véxpoiant  (m  —  n)  de  la  lettre  \  dans 
ee  terme ,  etêi  Von  divise  le  produit  par,  l'exposant  de  a,  augmenté 
d'une  unité  y  on  obtient  le  coefficient  du  ternie  suivant  Qnmi  aux 
lettres ,  il  est  clair  qti'en  passant  d'un  terme  au  suivant ,  on  doit  ou^- 
menter  d'une  unité  l'exposant  de  a ,  el  diminuer,  d'une  unité  T^a?- 
potant  dex.  •      .      / 

Ainsi,  pour  (x+a%  le  premier  terme  étant a?*=»i  X  <ï®^*,  le 

'  seeond  terme  est  i^  a^afi  ^  Mx?;  le  troisième   terme   est 

*^a*a?*«:6a*a:«;  le  quatrième  terme  est  |^a»a?»==4o»aî;  ettflh, 

4x1 

le  cinquième  terme  est  s-rr  <»*^  i=  fl*.  De  là         . 

(a;  4.  a)* -«  a:*  +  4ar»  4- 6a*a5«  +  4«»dP  +  a*. 
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â5â.  Damh^dév^iopp^fimt.di  (x4*a>»^  1$$  termes  éfqimnfnt 
éloijnéi  de$  eéctréme^  ont  des  coefUdénU  é§auoc. 

Ce  principe,  déjà  établi  n»  245,  peat  se  dédaife  encore  des  consi- 
dérations qui  ont  servi  (n^  249)  à  démontrer  la  fornuilede  Newton. 

Le  terme  qui  en  a  n  avant  lui,  et  le  terme  qui  en  a  n  «près  lui,  sont 
deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes.  Or  le  développement 
de  {x  4-  o)^  ^tant  composé  de  m  -{- 1  termes ,  le  terme  qui  en  a  n 
après  lui ,  en  a  «w  —  n  avant  \u\.  Ainsi ,  les  termes  T„+i  et  T»^_»4,i 
représentent  deux  termes  également  distants  des  extr^es  ;  et  l'on 
sait  qi|e  les  coefficients  de  ces  termes  sont  égaux  aux  nombres  de 
combinaisons  qu'on  peut  former  avec  m  lettres  prises  n  à  n,  et  m—n 
à  m — n.  Donc,  cesdeux  nombres  de  combinaisons  étant  égaux  (n''242), 
les  coefficients  dont  ir  s'agit  sont  égaux% 

253.  Bans  le  développmUent  de  (a?4"fl)**>  à  partir  du  coefficHent 
du  pr.emier  iem^ ,  le  cseffcient  i^én  terme  mt  tnioindre^fue  le  coef- 
ficient du  terme  suitamt',  temt  que  le  rem^,  dmùrme  Tn+i  auquel  en 
est^ftturvmu,  âst  mgirqué  par  un  mm^e  mûindre  fu«  ItkumnfiéLdu 
nomère  total  des  termee  de  ce  développêfmej^. 

En:  effet ,  le  nombre  total  des~tein«ie64ltt  développOEneuteft  m>^i  ; 
et  Ton  a  la  formule 

T^,=  T,+.  x(^^)(n«"251). 
Lorsqu'on  suppose  n  •4-1  <[    7!--  »  on  en  déduit  les  inégalités 

2n  +  l<m;  m  — ti>n  +  l    et       T.  >1. 

Donc,  piïîsqti'on  obtient  le  coefficient  du  (n+ 2)?^^  terme  en  mulû- 
plianl  le  «oefficieni  du  (n  +  iy^  terme  par  un^nojnbre  ztjzâ  •  ^ 

est  plus  grand  que  Tunité ,  le  coefficient  du  (n-f-  2)»^*  terme  est  plus 
grand  que  eelui  du  terme  qui  précède. 

Lorsqu'on  suppose  n  +  1  >    .T    , un  en  déduit  — ^-j  <  i.  ^ 

Alors  le  coefficient  du  (» + ^}«<^  terme  est  moindre  que  le  coefficient 
du  iarme  qui  pr^de.      ;    .  . 

Enfin ,  si  l'on  a  n  -|- 1  = — 3Z-  (  ce  qui  «ige  que  m  soit  impair) , 

on  eh  déduit  — r-j  =  1.  Alors  les  termes  consécutifs  Tn+i,  T»-f- j  ont 

ti  -p  1 
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des  coefficients  égaux  entre  eax^et  plus  grands  que  les  coiBcients 
des  antres  termes. 

254.  La  iomme  dç  tous  les  coefficients  du  développement  de 
{iL+Bfestégêdeà^: 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  faire  x=iy  a  =  i  dans  la  formule 

(j?+ar=4.a?~+  jQX^'  4.^^zl)a«j?~-«+etc.         (1) 

255»  Si,  dans, Je  développement  de  (â?-f^*^,  on  remplace  ^  par  —a, 
les  termes  de  rang  impair  n'éprouvent  aucun  changement ,  parce 
qu'ils  sont  affectés  des  puissances  paires  de  a  (n9  64)  ;  les  termes  de 
rang  pair  changent  de  signe ,  parce  qu'ils  sont  affectés  des  puissances 
impaires  de  a  (n»  64)  ;  de  sorte  qu'on  a        -  ( 

(a:--a)«=a?«—  j  aaf^'  +  ^^^"-^^a^a?*»-»  — ±a«.  (2) 

Le  dernier  terme  est  affecté  du  signe  -4^  on  du  signe  ^ ,  selon 
que  m  est  pair  jou  impair. 

256.  La  somme  des  coefficients  des  ternes  de  ranff  impair,  et  la 
somme  des  coefficients  de  rang  pair  dans  le  dé^doppement  d& 
(x  ±:  a)",  sont  égales  à  2""^ 

Car  si  l'on  fait  ^=  1,  a  ==  1  dans  la  formule  (2) ,  il  vient 

m,  m(m  — 1)      m(m^  l)(m-^2)   ,   ^,^ 
««-1-Î-+  12     ~  1  .    2     .3      +''^-' 

ou  bien 

ce  qui  prouve  que  la  somme  des  coefficients  de  rang  impair  est  égale 
à  la  ipomme  des  coefficients  de  rang  pair.  Par  conséquent,  chacune  de 
ces  deux  sommes  étant  la  moitié  de  la  somme  de  tous  les  coefficients 

du  ^èvelofkpement  r  e^t  égale  à  ^  r .  on  à  2*^V.  « 

257.  Lorsqu'on  applique  la  formule  de  Newton  au  développe- 
ment de  la  puissance  m  d'une  expression  imaginaire  de  la  forme 
a  ±  Jk—I  ,  on  trouva  pour  résultat  une  expression  de  la  fortàe 

A±:BK^. 

â58.  P6i^Aiunt  Bimfli»a  m»  v^TNôms.  On  peut  tnUculer^  §u 
moyen  de  la  formule  du  binôme  de  Newton  r  les  puissances  des  po- 
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If/nômei,  Soit,  par  exempte,  à  développer  (a.+ &  + e)*".  Posons 
h-\-e^x;    d'où 

Dant  cette  formule  ,  on  remplacera 

a^  — (ft+c)«».    a?~-*-=(ft+c)"^«,  etc., 

par  leurs  développements,  qui  se  déduisent  de  la  formule  de  Newton, 
et  la  <)uestion  sera  résolue. 

Soit  encore  à  développer  (a+b+c+d)^.  Posons  b+e-^-d^y; 
d*où 

(a+5+c+dr— (y+ar-y~+may^«+îi^^ir^^ 

Dans  cette  formule ,  on  remplacera  les  puissances  de  y,  ou  du  tri- 
nôme b+e-^^d^  par  leurs  développements,  qufon  peut  obtenir  comme 
il  vient  d'être  dit ,  et  la  question  sera  résolue* 

La  méthode  consiste  à  ramener  le  développement  de  la  puissance 
du  polynôme  proposé  ^  à  des  développements  de  puiisances  d'un  po^ 
lynôme  qui  renfermé  un  terme  de  moins. 

Calcul  des  radicaux  arithmétiquei  et  de$  exposants 
.   -  fraetùmnaires, 

259.  Lorsque  le  coefliciént  numérique  d'un,  monôme  n'est  pas  une 
puissance  m*^*^  exacte  d'un  autre  nombre,  ou  que  l'exposant  d'une 
desiettres  n'est  pas  un  multiple  de  m,  la  racine  m*^^  du  monôme 
proposé  est  ime  quantité^  irraUonndle  que  l'on  exprime,  soit  an 

moyen  du  sîgja»  radical  l^^,  soit  sous  la  fonne  d'une  puissance 

fractionnaire.  Telle  est  l'expression  l/a ,  ou  a^(no  244). 

La  valeur  réelle  et  positive  d'u^e  radne  w^*^  i^appelle  i^aMr 
numériçue  absolue,  ou  valeur  arithmétique^  ou  détermination 
arithmétique  de  cpiie  racine.  ■> 

On  comprend  sous  le  nom  de  déterminations  algébriques ,  la  va- 
leur réelle  et  négative  d'une  racine ,  et  les  valeurs  imaginaires  de 
cette  racine^ 

Dana  ce  qui  va  suivre,  n»u8  considèf  e  wns  seuleiiant .  lea  isakurs 
arithmétiques  des  raiticaux. 


y  Google 


Digitized  by 

J 


ALGEBRE.  PUISSANCES  EN  GÉNÉRAL.  4&d 

w»  tnn 

â60.  Ze«  expressions  l^aP,  V^op»  sont  égales;  de  sorte  qu'on  a 

En   effet,    soit    \/aP=x  y    ou  aj'^=a'';    il  en  résulte   que 

Or,  (a:"»)":s=aî*»'»n,  et  (aP)**=ar»».  Par  conséquent,  a?«»«=ap\ 

La  quantité  a?,  ou  l^aP  ,  est  donc  la  racine  du  degré  mn  de  la 
quantité  aP*". 

Ainsi ,  on  ne  change  pas  la  valeur  arithmétique  d'un  radical , 
lorsqu'on  multiplie  ou  lorsqu'on  divise  par  un  même  nombre  Vin- 
dice  du  radical  j  etVeœposant  de  la  quantité  placée  sous  le  radical. 
Par  suite,  on  ne  change  pas  la  valeur  dune  puissance  fractionnaire 
d'une  quantité ,  lorsqu'on  multiplie  ou  lorsqu'on  divise  par  un 
même  nombre  les  deux  termes  de  Tbyposaist  fractionnaihe^ 

261,  Des  radicaux  affectés  d indices  différents  peuvent  toujours 
être  transformés  en  radicaux  affectés  dun  même  indice;  et,  en 
d'autres  termes ,  on  peut  toujours  réduire  au  mêmie  dénominateur 
les  exposants  de  plusieurs  puissances  fractionnaires, 

m  p  q 

Soient ,  par  exemple  ,  les  radicaux  yâ^  \/  6,  vc ,  ou  les  puis- 

1^      1     1 

sauces  fractionnaires  a^ ,  b^,  c^. 

m  ^      mpa *  p  mpq^  q  __       mpq 

On  a    y  a  *=  Vopq;    ]/b  =  Vb'^9  •     ]/c  ==  \/c«»p  ; 

ou  bien  «•*  ==  a"5î  ;    b^  =  ô»»p«  ;    c«"=  c^pq. 

Les  radicaiU  poayant  toujours  être  ramenés  à  un  indice  conunun , 
il  s'enfuit  que  les  transformations  qiii  seront  démontrée^  pour  les  ra- 
dicaux de  même  indice ,  pourront  s'étendre  aux  autres  radicaux  ,  en 
concevant  ceux-ci  remplacés  par  des  radicaux  équivalents,  et  dont  les 
indices  soient  égaux  feutre  eux. 

262.  La  racine  entière  m  dun  produit  de  plusieurs  facteurs ,  est 
égale  au  produit  des  racines  m  des  facteurs;  et  la  puissance  frac- 


{*)  La  règle  donnée  au  n^  2/i5  peut  s'appliquer  aux  quanUtës  Irrationnelles. 
Car,  pour  démontrer  cette  rèn^e ,  il  suffit  de  s'appuyer  sur  le  principe  que  nous 
avons  établi  au  n»  1.70. 

29 
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ttotmotrf  —  d'un  produit  de  phisieurt  factewrst  a,  b,c,  est  ég<Ue  eu 
produit  des  puissances  —  de  ces  facteurs. 

Je  dis  qu'on  a  régaUlé    \/axVlx  Vc^Vabc  I 
ou  «"'X  h^  X  c^  =*.  (aftc)»*  ) 

«•  m  •»  _ 

En  effet ,  soit  a?=  \/â  X  V/î  X  \/c.   On  en  déduit  (  n*»  243) 

La  quantité  x ,  ou  \/a  X  K  *  X  k  ë  est  donp  la  racine  m**»* 
du  produit  abc, 

m  ^^  m 

263.  Zes  radicaux  X/a'^b     et    af/ft  «ont  ^^faux.  On  a  en  effet 
J/S^î"—  \/^ X  Vb^ aVb. 

m 

On  en  conclat  1*  qu'on  peut  supprimer  sous  le  signe  k~  un  fac- 
teur a^ ,  pourvu  qu'on  écrive  le  facteur  a  horS  du  signe  radical  :  oh 
dit  alors  qu'on  a  fait  sortir  du  radical  le  facteur  a™  ; 

^  Qu'on  peut  supprimer  un  facteur  rationnel  a  qui  est  hors  du 

m 

signe  ^  ,  pourvu  qu'on  multiplie  la  quantité  qui'est  sous  le  signé 
radical  par  la  quantité  a^:  on  dit  alors  qu'on  a  fait  entrer  ce  facteur 
sous  le  radical 

26i.  Les  exposants  des  f4ÊCteurs  placés  sous  le  sigwf  rudital  peu- 
venu  toujouTê  dêwmr  moindres  fue  Pindice.  8oit«  par  exe&aple, 

m  ■ 

ti>m  dans  le  radical  ya^^  Divisez  fi  par  m ,  ce  qui  donne  un  quo- 
tient entier  q  et  un  reste  r<w;  de  sorie  que  n^^in^Tf-r, 
a«i=  ar'9  X  a*"  =  {o«)~  X  àr. 

De  là  V^a«  =  a«.J/â^. 

Four  simplifier  un  radical  y  après  avoir  ramené  les  exposants 
de»  fetctmrs  sous  le  signe  radical  à  étr4  moindres  q^e  Vindiee ,  di- 
msezt^us  ces  exposants  arindice  par  leur  plus  grmnd  commun  dévi- 
seur;ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  arithmétique  du  radical  (n*â60). 
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Ainsi ,  par  exemple  ,  le  radical  l^o^^ô'c"   se  réduira  d'abord 


a 


4 


ac^i^a^b^c^,  et  ensuite  à  ^'.  \/a^bc^. 

265.  Lôrsiju'on  vèni  réduire  plusieurs  radicaux  au  même  indice^ 
on  simpliGe  d'abord  ehaque  radical,  comme  il  a  été  expliqué  (n"*  261)  ; 
et  l'on  choisit  pour  hidice  commun  le  plus  petit  multiple  des  indices 
proposés.  * 

Soient ,  par  exemple ,  les  quantités 

3  4  8  t  3  S 

V^a«,    Vh\,    V/c«  ,        ou       €^ ,    ft*,    ^. 
Le  plus  petit  multiple  des  indices  est  12.  On  aura 

s  S.4  IS  ^  À  __        4.8  11  ^  I     __        3.i It 

\/a^\/a*-*«V/a8;    yv^\/v^'^^\/h^;     \/cW\/c*-««\/^,. 

8      ■       8  8  9  5  10_ 

OU  bien  a»==a**,  &*  =  6",  é=c^. 

On  voit  que  ce  calcul  revient  à  réduire  les  exposants  fraction- 
naires au  plus  petit  dénominateur  commun, 

266.  On  dit  que  des  radicaux  sont  semblables  ,  lorsque  i;indice 
étant  le  même  ,  la  quantité  placée  sous  chaque  signe  radical  est  aussi 
la  même  ;  de  sorte  que  les  radicaux  proposés  ne  diffèrent  que  par  des 
facteurg  rationnels.  ■  »       ' 

Il  peut  arriver  que  des  radicaux  ,  dissemblables  en  apparence  , 
soient  ramenés  à  être  semblables  lorsqu'ils  ont  été  simpliGés. 
Soient ,  par  exemple ,  les  radicaux 

it ^'  «         _ 

l/a*86«c8»    et    -l/256a*6i0c6  , 

qui  différent  par  leurs  indicés  et  par  les  quantités  placées  sous  le 
signe  radical.  • 

4    .       *      '        '       ■ 

Le  premier  se  réduit  à    ac^ya^hcK 

Quant  au  second ,  l'on  trouve  que  256=  16'==  4*  «^2*  ;  ainsi,  il  se 

8     4    

réduit  à    2bV^a''b^c^  =  2b.ya^c\  Par  conséquent ,  après  la  sim~ 
plification  ^  les  radicaux  proposés  sont  semblables. 

Il  est  clair  que  \  dans  un  polynôme ,  tous  les  termes  qui  sont  for- 
més de  quantités  radicales  semblables  se  réduisent  en  un  seul  terme, 
qu'on  obtient  en  muUipliai^t  par  le  radical  commun ,  la  somme  al- 
gébrique des  facteurs  rationnels: 
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267.  Addition  bt  soustractiwî.  Après  avoir  simplifié  chacun  des 
radicaux  proposés,  Ton  forme  la  somme  ou  Indifférence  des  quantités 
proposées ,  comme  il  a  été  prescrit^  n«  6  et  7  )  ;  puis  Ton  opère ,  s'U 
y  a  lieu»  la  réduction  des  radicaux  semblables. 

268.  Multiplication.  Pour  former  ie  produit  de  plusieurs  radi- 
caux ,  réduisez-les  d^ abord  au  même  indice;  faites  alors  le  produit 
des  quantités  placées  sous  les  signes  radicauœ.^t  affectez  ce  produit 
du  radical  commun. 

On  a  en  effet  établi  (n«  262)  que 

269.  DinsiON.  Pour  former  le  quotient  d*une  quantité  radicale , 
divisée  par  une  autre  quantité  radicale,  réduisez  d'abord  les  deux 
radicaux  au  même  indice  ;  divisez  alors  Vune  par  Vautre  les  quan- 
tités plofiées  sous  Us  radicaux,  et  affectez  le  quotient  du  radical 
commun. 


V  a  r 

Je  dis  qu'on  a  -jj^  ="  %/- 


II  en  résulte  qae  «~  »>  -',  c'est^i-direque  x,  ou-;;^  est  la  racine 

•  Vï 

a 
fn<^^  du  qooliMit  g. . 

SfTO.  PuissANGBS  â'«m  raàicàJL.PiMT  élever  un  raiMcàl  à  une  puis- 
sance entière  dêterminée^il  suffit  d'élever  à  cette'puissance  laquan- 
tiié  placée  sous  le  radical.  '     ' 


Je  dis  qu'oti  a  (^5)*^=  [Z^. 


n  La  thf^ç  établie  au  n.  2A3  peut  s'appliquer  aux  fractions  dont  les  termes 
sont  des  quantités  irrationnelles  (voy.  n.  170). 
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€e  principe  est  une  conséquence  de  la  règle  de   muUiplica- 

m, 

lion  (n«  268)  ;  mais,  pour  le  démontrer  directement,  soit  Va  =?  x , 
ou  a?~  =a.  On  en  déduit  (od^y  =*  ap. 
Or,  {af^)P  =  a^P  =-  xP''^  ==  {xPf*.  Donc  (a?P)*»=»aP,  et  par  suite 

0;^=:  \/âp  ,  ou  bien  vl^âj  =  |/a   . 

Remarquez  que ,  si  Vindice  m  du  radical  est  divisible  par  V expo- 
sant p  de  la  puissance  qu'on  veut  former^  il  suffU  pour  obtenir  cette 
puissance  4e  diviser  Vindice  par  l'exposant^  sans  changer  la  quantité 
placée  sous  le  radical. 


En  eflfet ,  si  le  quotient  —  est  un  nombre  entier  ç,  d'où  m=«pg,  il 
P 
s  ensi^it  que 

f  m     \P        m  pq q 

{\/âJ  =  \/aP  =  Vafi  =x  Va    (no  260). 

(  vY   %- 

Par  conséquent  \k  W  =="k  «•  * 

27  t.  Ragimb  d'une  quantité  radicale.  Four  extraire  la  racme 

d*un  degré  déterminera  d'une  quantité  radicale  y  a,  il  suffit  de 
multiplier  l'indice  du  radical  donné  par  le  degré  de  la  racine  à 


m       . 

Y    \/a='X,      ou     a?«=«W^«.  Onen^Pdtiit 

mp 

(a?«)p  ==  a    et    x^p  =a ;       par  Conséquent       x  =* Va ,       o 

in 


extraire.  On 
En  effet,  soit 


i/a^\/i.  , 

Remarquez  que ,  si  la  quantité  soumise  au  radioal  est  affectée 
d'un  exposant  divisible  par  l'indice  de  là  racine  à  extraire,  iUuffit 
de  diviser  cet  exposant  par  Vindicedela  racine,^ 

m  '     - 
\     /  V  ^P  P  u«. 

Ainsi  Ton  a         y    \/ 5»»ï=  K  a»'«  =  K  a?. 

272.  Produit  de  puissances  fractionnaires*  La  régie  de  la  multi- 
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PL1G4T10N  des  monômes  (n®  8}  ê'étend  au  cag  des  exposmOi  fsac- 
TioNNAios,  parce  qu'on  a  encore  a'^Xa'^^^  a*+«^,  lorsque  les  expo- 
sants A,  A  sont  fractHmnait>es. 
On  a  en  effet 

2.        Ji,        ^y f . ««  nq  _ 

•; ^9 

t 


Pf  ty       —  j.  £. 


273.  QuoTiBNT  d«  puissances  fractionnaires.  La  régie  de  la  divi- 
sion des  monômes  (no  28)  «Vtemt  ou  ca«  de»  esrpomite  nAcnon. 

«  a» 

NAiiBS,  parce  qu  on  a  encore  —  =  a«-« ,  lorsque  les  exposants  *,  * 

sont  fractionnaires. 


On  a  en 

% 

m           n                 nq 

€fl       VaP      l/aP*         V     a»»* 

V^a*"^*=rfa    "«     —  a»*       «. 

274.  PuissANCBS  d'une  puissance  fractionnaire.  La  régie  d'après 
laquelle  on  élève  un  monôme  à  une  pdissaNcb  désignée  (n»  243) , 
s  étend  au  cas  des  exposants  fractionnaires  ,  parce  qu'on  a  encore 
(a«)«'«=a*^«',  lorsque  les  exposants  «*,  «'  sont  fractionnaires. 

,  m         n 

Oii  a  en  effet  a»  =  V^ô*,  , 

==  l/.  af*p  =i*  a  •»?  =  a**    « . 

'275.  Racinb  (Tiin^  puissance  fracUonHaire,  On  extrait  la  racine 

p. 
du  degré  m  d'une  puissance  fractionnaire  aï ,  en  divisant  ïexpo^ 

sant  -  par  Vindice  m  de  la  racine. 

On  a  en  effet 
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**  -  "*  __ 

âf76.  Indice  FiicnomiAiiK.  Soit  a  "*  «^  6.  La  qatatitè  a,  qui  doit 

être  élevée  à  la  puissance  —  pour  reproduire  b,  peut  être  appelée  ta 
n 
m 
racine  du  degré  —  de  la  quantité  h;  c'est-à-dire  que  la  définition 

des  racines  peut  être  étendue  au  cas  où  Yindice  ^—  est  fractionnaire. 

n 

On  écrira  a»=  vb. 

On  a  alors  o"  =ô«  ,  d'où  a==k^ft«;  de  sorte  que 
JS  —X* 

l/ô  =  U^SST;  c'est-à-dire  que  le  principe  étabK  (m  26^)  pour  le 
radical  dont  IHndioe.  est  un  nombre  entier,  subsiste  pour  un  radical 
dont  rindîce  est  fractionnaire.  En  général,  les  régies  du  calcul  des 
radicaux  peuvent  être  étendues  au  cas  oi)^  les  indices  sont  frac^ 
tionnaires. 

277.  Exposant  fractionnaire  négatif.  Soit  —, ,  un  quotient  dans 

lequel  les  exposants  a  ,  a  sont  fractionnaires.  Supposons  qu'on  ait 
«>«',  et  «=«A^^<r. 
Si  Ton  veut  appliquer  la  règle  de  la  division  (n"  273) ,  il  viendra 

— =a  a«'«'  =«=  a~^  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura  une  puissance  fraction- 
naire négative.  ^ 

a*  a*'         1  1 

D'un  autre  côté,  le  quotient —7  est  égal  à  1:—-=— , —  =-1,. 
^  a*    ,     °  a*      a^-»      a<^ 

On  est  donc  conduit  à  ûiire,  pour  Y  exposant  fractionnaire  négatifs  la 
même  convention  que  pour  l'exposant  entier  négatif  (n*»  70);  c'est-à-dire 

que  le  symbole  algébrique  a    *  constitue ,  par  convention  y  une  ma^ 

m'fjre  d^éerire  la  fraction  1  :  a» . 

On  peut  s'assurer  que  les  régies  du  calcul  des  exposants  fraction- 
naires^ positifs  s'étendeva  au  cas  des  exposants  fractionnaires 
négatifs. 
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Somme  des  puissancei  gemilables  des  termes  d*une  progression, 

278.  PtOQEBssiOBif  PAi  QiKmiNT.  Si  l'on  éléf>e  à  «me  même  pms- 
sanee  tous  les  termes  d'une  progression  par  quotient ,  la  euite  des 
résultats  ainsi  obtenus  forme  une  nouvelle  progression  par  quotient, 
de  sorte  que  la  somme  des  puissances  semblables  des  termes  d*une 
progression  par  quotient  s*obtient  au  mogen  de  la  régie  déjà  éta- 
blie (no  234). 

Eb  effel ,  soit  la  progression     • 

^a:  aq  :  aq*: ...  :  o^"-*;  (i) 

lorsqu'on  élève  chaque  terme  à  la  puissance  du  degré  m ,  on  obtient 
les  résultats 

a"*,  a*  X  ^,  a**  X  ^  ,....a^  X  ^»-^>~, 

ou  bien  a"»,  a*»  X  ^,  a"*  x(^)*.— a~  X(^)*"*  ;  (2) 

et  ces  résiiltats  sont  éfidemmeiit  les  termes  d^ne  progression  par 
quotient  dont  le  premier  terme  est  a*^,  et  dont  la  raison  est  q*^. 

Par  conséquent ,  si  nous  désignons  par  Sm  la  somme  des  termes  de 
la  progression  (2) ,  nous  aurons  (n°  234). 

Cette  formule  comprend ,  coq^ne  cas  particulier,  la  formule 
Si  »  ^4  •  Quant  à  la  somme  So  des  puissances  %éro  des  ter- 
mes de  la  progression  (1) ,  oh  a 

So=^ao  +  (aâ^)«-t-...  +  (ag«-»)«==l+l+...  +  4="W. 

279.  Phogibssions  par  DiFFéutNCB.  Si  Ton  veut  obtenir  la  soioib 
des  puissances  semblables  des  tenues  d'une  progression  par  diffé- 
rence donnée j  sans  former  la  puissance  désignée  de  chaque  terme  et 
sans  faire  l'addition ,  il  faut  pour  cela  une  nouvelle  règle ,  parce 
que  si  Ton  élève  à  une  même  puissance  les  termes  d'une  progression 
arithmétique,  on  a  une  suite  de  nombres  qui  ne  sont  plus  en 
progression. 

Soit,  par  exemple,  la  progression  t  1.2.3.4...  n;  les  carrés  des 
tiennes  sont  1,  4,  9, 16,...,  n';  ces  nombres  ne  forment  pas  une  pro- 
gression. 

Pour  la  somme  So  des  puissances  zéro  des  n  terknes  Âe  la  pro- 
gression 
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^a.b.c.k.lj  (1) 

on  a  évidemment  So  =>  n. 
Pour  la  joiDme  Si  des  pfemières  puissmices  y  nous  savons  qu'on  a 

^      {a  +  l)n 

Maintenant ,  nous  nous  proposons  d'«xprimer  au  moyen  des  sommes 
connuiss  So  et  Si ,  la  somme  Sj  =»  a*  +  &*  +. . .  4?  iK  Ensuite  il  s'agira 
d'exprimer  an  moyen  des  sommes  connues  Sot  Si,  St  la  somme 

En  général,  nous  déterminerons  la  somme  des  puissances  semblables 
des  termes  d'une  progression  par  différence,  en  supposant  contoues 
les  sommes  des  puissances  des  degrés  inférieurs. 

280.  Somme  des^  carrés.  Soit  r  la  raison  de  la  progression  (4). 
On  a 

b=  a  +  r,  c=b+r,...,l  =  k'\-r. 

Donc  6'  =  a*  +  3a?r  +  3ar»  +  r» 


fs  =  ife» -f  3ftV  +  3*r«  +  r»; 

déplus,         a  +  r)«  =  «8+3ZV  +  3«r«+r8. 

Ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre ,  et  retranchant  les  termes 
5',  c'y...,  l^,  qui  sont  communs  aux  deux  sommes  résultantes,  on 
obtient  l'égalité 

{i4.r)8  =  a»+3r(a«+6*+...+î«j+3r«(à+6+...+0+«  X  r^ 

ou  bien 

(/+r)«:=a*  +  3rxS,+  3r*xSi+SoXf; 

d'QÙ  l'on  déduit     S,  ==  ^^+3!;'"'^'  T-  rSi  --^.  .     (A) 

Si  l'on  considère  en  particulier  la  suite  ^naturelle  des  nombres 
1,2,  3,4,  5,...,  n,ona 

a  =  i,  r  =  l,«  =  n,So  =  n,  S^^^liiiï; 

et  par  suite  la  foiunule  (A)  donne 

s,=l3[(„4.i).-i-„_3x^-i:^j. 
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Parex6iD|>le,la  somme  de»  carrés  dès  dtx  premiers  nombres  est 
égale  à  15:^-385. 

^i.  Somme  des  cubes.  Qvte  Ton  développe  les  quatrièmes  puis- 
sances des  ({uantités 

b^^a+r,  e^b+r,...y  /«—jk-j-r,    et    l+r; 

qu'on  ajoute,  comme  précédemment,  les  n  égalités  résultantes ,  et 
qu'on  supprime  les  termes  communs  (^,  c^,...,  1^;  on  obtient 

d*où  Ton  déduit 

S,  =  — ^-^ 2  4"*  '   ' 

Si  Ton    considère   en  particulier   la  suite  des   nombres  naturels 
1, 2,  3,....,  n ,  la  formule  (B)  donne^ 

^8  =  I  j  (n+i)*-l-n-6S8  -^  48  J  , 
s,  =  (2±î)  ((tH-l)'-l-n(2«+l)-^»«  !  . 
et  enfin  S.  ==  ï!i!l±ll'  =  {!ÎÎ2jl>f  ^S,)'; 

de  sorte  que  la  somme  des  eubes  des  nombres  naturels  est  égale  au 
carré  de  la  somme*de  ces  mêtaes  nombres. 

Par  exemple ,  la  somme  des  dii^  premiers  nombres  est  ■  â     =  ^  î 

par  suite ,  la  somme  de»  cubes  dés  dix  prenûers  nombres  est  55  ou 
3025. 

282.  La  somme  Sm  des  m'*»*  puissances  des  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  r,  et  dont  les  extrêmes 
sont  dLetXyCSt  déterminée  par  la  formule  S'^vanie  (*)  : 


(*;  Nous  adoptons  ici  la  formule  et  la  démonstratioa  données  par  M.  lAonmeiy 
dans  les  dfouvelles  Annales  de  MeUkémaiiques  (année  1842  ,  p.  i75\ 
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r'^S^ 


Pour  le  proayer,  développez,  par  la  formule  de  Newton  (i^o  247), 
les  paissances  du  degré  (9?^1)  des  quantités 

b  =  a  +  r,  c  =  6  +  r,...  i  =  *  +  r,  et  l  +  r; 

ajoutez  9  cfomme  précédemment ,  les  n  égalités  résultantes ,  et  sup- 
primez les  termes  communs  6'**+*,  c**+*,...  Z*^*.  Vous  obtiendrez 
ainsi 

d*où  r^n  déduit  là  formule  (M). 

Si, ^ dans  cette  formule  générale,  on  suppose  saccessivement 
m=0, 1, 2,  S,  4,  etc.,  on  retrouvera  d*abord  les  valeurs  déjà  obte- 
nuespour  S^,  S^,  S^,  S^.-Ces  valeurs  serviront  ensuite  à  déterminer  S^  ; 
et  en  continuant  ainsi,  oix  pourra  calculer  la  somnie  des  puissances 
d'un  degré  au3si  élevé  qu'on  le  voudra. 

Lorsque  f  on  considère  en  particulier  Ja  suite  des  uofnbres  natu- 
rels, 1, 2,  3,  ...,  n,  la  formule  (M)  donne 

(n+1)m+i^l      m              in(m~i)  So 

^**^       m+i 2^~-* 2TY'^*^"-""^i""SÏ+Ï' 

Nombres  figurés. 

283.  Soit  la  progression  arithmétique 

Ti.îl+rMl  +  2r)  ....  1  +(n^'l)r,  ^         (1) 

dont  le  premier  terme  est  égal  à  Tunité  et  doui  la  rafison  est  un  nom- 
bre entier  quelconque. 

On  donne  le  nom  de  nombres  figurés  aux  nombres  entiers  qu'on 
obtient  en  prenant  le  premies  terme  ,  la  somme  des  2  prëtnierS  ter- 
mes; la  somme  des  3  premiers  termes,...,  la  somme  dos  n  premiers 
termes  de  la  suite  (1),  ce  qui  forme  ucie  nouvelle  suite  de  n' nombres 

i,  2+r,  3+3r,  4+6r,  .  .  .  (2  +  (n-l)r)|;  (2) 

puis  en  prenant  encore  le  premier  terme  ^  la.  sonune  des  2  premiers 
termes,  la  somme  dés  n  premiiyrs  termes  de  la  suite  (2) ,  ce  qui  forme 
une  nouvelle  suite  de  nombres 
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i,  3  +  r,  6+4r,  etc.;  (3) 

et  ainsi  de  suite. 

Les  termes  de  la  progression  (1)  forment  le  premier  ordre  des 
nombres  figurés  ;  les  termes  de  la  ^uite  (2)  forment  le  deuxième  OV' 
dre  ;  ceux  de  la  suite  (3) ,  le  troisième  ordre,  et,  ainsi  de  suite. 

Si  Ton  suppose  d'abord  r=^0,  la  progression  (1)  se  réduit  à  une 
suite  de  termes  tous  égaux  à  1.  On  donne  à  cette  suite  de  termes 
égaux  le  nom  de  nombres  constanti.  .  . 

Lorsqu'on  suppose  r=  1^  on  a  la  progression 

Ti.2.3.4...ll; 

lei  termes  de  celte  progression  •  et  tous  les  nombres  figurés  qu'on  en 
peut  déduire ,  forment  la  première  classe  des  nombres  figurés  C^]. 
Lorsqu'on  suppose  r  =  2 ,  on  a  la  progression 

tI  .  3  .  5  .  7  .  .  .  .  ân-l; 

les  termes  de  cette  progression ,  ainsi  que  tous  les  nombres  figurés 
qu'on  en  peut  déduire,  composent  \Side\kx%ème  classe;  et  ainsi  de  suite. 

284.  Nombres  du  deuxième  ordre*  Dans  la  première  classe,  les 
nombres  du  deuxième  ordre  se  déduisent  de  la  suite  des  nombres 

naturels  t  1 .2.3.4...  n;  ils  forment  la  suite   1, 3, 6, 10,...  i!!±î2?. 
Oa  le9  appelle  nombres  triangulaires^ 
Si  l'on  désigne  par  t  la  valeur  du  n*^^  nombre  triangulaire ,  on  a 

Ainsi  y.  pour  qu'un  nombre  entier  donné ,  t ,  soit  un  nombre  triangu- 
laire,illdJii  que  le  nombre  8t+l  soit  un  carré.Gette  condition  suffit; 
car,  si  le  nombre  impair  8^4*^  est  un  carré ,  sa  racine  est  un  nonibre 


(*)  SI  l'on  développe  les  puissances  snccçssives  d'un  blnôttd  (n»  246),  on 
reconnaîtra  que,  peur  le  premier  terme^  les  coefficients  sont  les  noiibbes  con- 
stants, placés  sur  la  première  ligne  du  triangle  arithmétique  de  Pascal 
(p.  441  )  ;  et  que,  pour  tous  les  autres  termes  des  puissances  développées  du 
binâme^  les  coefficients  sont  les  hombbes  pigubês  de, la  première  classe. 

Si  Ton  considère  la  suite  dès  termes  qui  occupent  le  même  rang^  (»H-1)»***. 
dans  ces  puissances  successives,  et  qui  sont  précédés  de  n  termes,  on  trouve 
que  leurà  coefficients  forment  la  (n+l)'^»»«  ligne  horizontale  du  triangle  arith- 
métique ,  et  ces  coeificieuis  sont  les  nombres,  figurés  du  n«^»»«  ordre  dans  la 
première  classe. 


Digitized  by 


Google 


ALGÈBRE.   IfOMBRES  FIGURÉS.  4^61 

impair,  2a4~l  ;  et  Ton  obtient  pour  n  une  valeur  entière  et  positive,  a. 
Dans  la  deuxième  classe^  les  nombres  du  deuxième  ordre  se  dé- 
duisent de  la  suite  des  nombres  impairs- 

Ti.3;5.7...2n— 1; 
ils  forment  la  suite  des  nombres  qnadrangulaires,  ou  nombres  carrés 
i,4,9,l6...n«. 
Dans  la  troisième  classe^  tout  «ombre  du  deuxième  ordre  est  compris 

^       1   r        ,  (2+(n— l)x3)n  (3»-l)n      ,  .,     , 

dans  la  formule  p=  ^^ — *-^^ — ^         *   ,  ou  p  =  ^^ — ^— i- ,  et  il  est 

appelé  nombre  pentagone. 

En  général ,  les  nombres  du  deuxième  ordre^  dans  toutes  les  classes, 

s'appellent  nombres  polygones  (*).  Ils  sont  compris  dans  la  formule 

285.  Nombres  du  trpisième  ordre.  Les  nombres  du  troisième 
ordre  y  dans  toittes  les  classes ,  s*appelient  encore  nombres  vy^^âuI" 
DAUX.  Dans  la  première  classe ,  ils  se  nomment  pyramidaux  trian- 
gulaires y  et  dans  la  deu^Uème  classe ,  pyramidaux  quaèr angulaires. 

Dans  la  première  classe^  le  n^^^  nombre  pyramidal,  T,  est  la 
somme  des  n  preoûers  nombres  triangulaires.  Or,  tout  nombre  trian- 

gulaire  étant  compris  dans  la  formule  t=^  'ô~4-ô  >  ^^  obtiendra  la  suite 

des  nombres  triangulaires,  si  Ton  y  remplace  successivement  la  lettre 
n  par  les  nombres  1,  2,  3, 4 ,  etc.  On  a  donc 

*      2  ^2^  2  ^¥^  2  ^2  ^  ■"  ^  2  ^2 

SubstituaniàSi ,  Si ,  leurs  valeurs  (n»  280) ,  on  obtient 

n(n+l)(2n+i)     n(n+i)^n(n+l)  n(t,+i)(n4.2) 

Dans  la  deuxième  classe,  le  n*^^  nombre  pyramidal  •  Q ,  est  la 
somme  des  n  premiers  nombres  carrés.  On  a  donc 

Q  =  S,=  gn(n+i)(2ii+l). 


(*)  Le  motif  qui.  fait  donner  cette  dénoratoation  aux  nombres  figurés  du 
deuxième  ordre,  est  etpliqué  dans  l'algèbre  ^*Euler, 
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PUeê  de  boulets. 

286.  Concevons  que  des  boulets  de  même  calibre  aient  été  disposés 
de  manière  à  former  une  assise  horizontale  en  se  touchant  les  uns  les 
autres:  on  pourra  former  une  seconde  assise  en  plaçant  de  nouveaux 
boulets  ao-dessus  des  vides  de  la  première.  En  continuant  ainsi ,  on 
composera  une  pile  de  boulets. 

i^  Si  la  base  de  la  pile  est  un  triangle  équilatéral,  et  si  les  assises 
sont  superposées  jusqu'à  ce  qu*il  n*y  ait  plus  qu*un  seul  boulet  au  som- 
met de  la  pyramide  ,  on  aura  une  piie  triangulaire^  dont  il  est  facile 
de  calculer  le  nombre  de  boulets  en  déterminant  le  nombre  n  des 
boulets  qui  forment  }e  côté  de  la  base. 

En  effet,  la  première  assise  supérieure  qui  forme  le  sommet  con- 
tient 1  boulet;  la  deuxième  assise ,  placée  immédiatement  au-dessous 
du  sommet ,  a  la  forme  <i'un  triangle  dont  le  côté  contient  2  boulels  ; 
cette  deuxième  assise  contient  1-|-^  boulets  ;  la  troisième  assise  trian- 
gulaire a  3  boulets  sur  son  côté ,  et  contient  l-}-2-^3  boulets  ;  enfin , 
la  n*^**^  assise,  c*est-t\^ire  la  base,  a  n  boulets  sur  son  côté ,  et  contient 

1+2+3+4. ..+n  boulets. 

11  en  résulte  que  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  chaque  assise 
horizonlaie  est  un  nombre  triangulaire  (n"»  284) ,  et  que  le  nombre  T 
des  boulets  composait  la  pile  est  la  somme  des  n*  premiers  noMtoes 
triangulaires.  Par  conséquent ,  on  a 

.  T  =  in(n+l)(ti-HÎ). 

^  Si  la  base  de  la  pile  est  un  carré ,  et  si  les  assises  sont  superpo- 
sées jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  qu'un  seul  boulet  au  sommet  de  la  py- 
ramide ,  on  aura  une  piU  quadrangulaére^  Dans  chaque  assise  hori- 
zontale, le  nombre  des  boulets  sera  un  nombre  carré,  et  le  nombre 
Q  des  boulets  composant  la  pile  sera  la  somme  des  n  premiers  noni- 
bres  carrés^  en  supposant  que  le  côté  de  la  base  contienne  n  boulets. 
Par  conséquent ,  on  aura 

n(n+l)(2n+l) 
^""        1.2,3 

,  3»  Si  la  base  de  la  pile  est  un  rectangle,  et  si  les  assises  sont  super- 
posées jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  qu'une  seule  file  de  boulets  à  l'as- 
sise supérieure ,  on  aura  une  pile  rectangulaire,  dont  dn  calénlèra 
facilement  le  nombre  de  boulets,  en  déterminant  le  nombre  total  n 
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des  assises,  et  le  nombre  o-f*^  ^^^  boulets  de  la  file  svpénenre ,  ou 
bien  encore ,  en  déterminant  le  nombre  des  boulets  coot^ios  dans 
cbacnn  des  côtés  de  la  base  rectangle  de  la  pile. 

En  effet ,  I^  première  assise  contient  a-4-1  boulets  ; 

La  deuxième  assise ,  formée  de  2  files,  contenant  chacune  a-f-2  bou- 
lets, renferme  2(a-f-2)  boulets; 

La  troisième  assise,  formée  de'  3  files^  contenant  chacune  a-f-S  bou- 
lets, renferme  3(a-f-3)  boulets; 

Enfin  la  n*^^  assise,  formée  de  n  files,  contenant  chacune  a4-n 
boulets,  renferme  n(a4-n)  boulets. 

Si  donc  on  désigne  par  R  le  nombre  total  des  boulets,  on  a  ' 

R=a+2a+3a+...+na+l*+2*-f32+...+n* 
R=a(1+2-|-3-f...+n)  +  S,=:  ASi  + Sî'. 

Or          Q      5(2+1^      3n(n+t)             n(n+l)(2n+i) 
Or,         Si=  — ^-.  = g .   S.=  — g . 


Par  conséquent      r^^(^+^)  (^a+^+i) 


6 


(1) 


Remarquez  que  le  nombre  n,  qui  désigne  le  nombre  des  assises,  ex- 
prime aussi  le  nombre  des  boulets  du  plus  petit  côté  de  la  base.  Car  la 
première  assise  ^  qui  n'a  qu'une  file ,  se  termine  par  1  boulet  ;  le  petit 
côté  de  la  deuxième  assise  a  2  boulets;  le  petit  côté  de  Ja  troisième 
assise  contient  3  boulets,  et  ainsi  de  suite. 

D^ailteurs,  la  première  file  ayant  a-^-i  boulets ,  le  gk*and  côté  de  la 
deuxième  assise ,  contient  a'}-2  boulets  ;  le  grand  côté  de  la  troisième 
assise  contient  a-f-3  boulets^  et  le  grand  côté  de  la  n»<^»»«  assise  ou  de 
la  base,  contient  a-|-n  boulets.  Soit  donc  a-f-n=A,  d'où  a=A— n, 
et  3a  =  3A—3n.  JEn  reropjaçapt  3a  par  cette  valeur  dans  la  for- 
mule (1),  oaaura 

C'est  le  nombre  des  boulets  de  la  pile,  e^cprimé  en  fonction  ûes 
nombres  de  boulets  A ,  n ,  contenus  dans  les  deux  côtés  de  la  base  de 
cette  pile. 

287.  Piles  tronquées.  Lorsqu'une  pile  de  boulets  se  termine  par 
une  assise  supérieure  qui  contient  plusieurs  files ,  on  la  nomme  pile 
tronqués ,  parce  qu'elle  peut  être  considérée  comme  provenant  d'une 
pile  complète  dont  on  aurait  retranché  ,  à  partir  du  faite,  un  certain 
nombres  d'assises  composant  une  pile  complète  partielle. 

Il  est  clair  que  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  tronquée  s'obtien- 
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dra  par  «ne  senslraction,  ]oi:3qa*on  aàrà  cakidè  IcsncAiibres  de  boa- 
lets  de»4e«x  pites  cemplètes  dont  elle  est  la  différence. 

288.  PaovLBMB.  Ou  propose  de  disposer  en  pile  triangulaire ^  si  cela  est 
possible^  un  nombre  donné  de  boulets  {*), 

Il  »*agit  de  trouver  le  nombre  n  des  boulets  formant  le  côté  de  la 
base  de  la  pile  triangulaire  qui  ccmtiendraitle' nombre  de  Boulets  don- 
né, T. 

Si  le  problème  est  possible,  le  nombre  cherché  i»  sera  entier,  et,  en 
vertu  de  la  formule 

^  ^«x  T  (n»  «85),  ou  n{n  +  l)(n  -Ha)=«T, 

6 

le  nombre  n  devra  satisfaire  à  Téquation 

Or,  on  a 

«»<n»+3i»«  +  2n,       ou       i»*<6T, 
et 

li»  +  3n}  +  2»  <  »»  +  3/»«+  3»  +  1 ,        ou        6T<  {n  +  1)». 

Donc,  le  nombre  6T  devant  être  compris  entre  les  cubes  àei  nombres 
entiers  consécutifs  n  et  n+l*  le  nombre  n  doit  être  la  racine  du  plus  grand 
cube  contenu  duns  le  nombre  connu  6T. 

£n  conséquence,  pour  résoudre  le  problème,  multiplie»  par  6  le  noinbre 
de  boulets  donné ^  T  ;  extrayez  la  racine  cubique  du  résultat  6T.  Ayant  dé- 
terminé la  racine  entière  n,  approchée  par  défaut  à  moins  d'une  unité^  faites 
le  produit  n(n+ 1)  (n  +  3)«  Selon  que  ce  produit  sera  égal  à  6T  ou  diffé- 
rent de  6T,  le  problème  sera  possible  ou  impossible. 

Lorsque  le  problème  est  possible ,  le  nombre  n  est  le  nombre  des  as- 
sises de  la  pile;  il  exprime  aussi  le  nombre  des  boulets  dOnt  on  doit 
former  le  côté  de  la  base. 

F remier  exemple.  Supposons  qu'on  ait  220  boulets.  De  là,  220X6  = 
1320.  La  racine  cubique  de  1320  est  comprise  entre  10  et  11  ;  d*où 
ii=:10.  Par  suite  n(»  + 1)(»  4-  2)  =  10  X  H  X 12  ==  1320. 

Le  problème  est  possible.  Il  f  aura  10  boulets  sur  le  côté  delà  base 
triangulaire. 

Deuxième    exemple.    Supposons    qu'on    ait    285    boulets.    De    là^ 


{*)  En  d'autres  tesmes,  un  nombre  entier  T  étant  donné,  on  propose 
d'assigner  le  rang  que  ce  nombre  occupe  pamU  les  nombres  pyrami- 
daux triangulaires,  ou  de  reconnaître  qu'il  n'es^pas  un  nombre  pyrami- 
dal triangulaire. 
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885X6^^^10.  La  racine  cubique  de  1710  est  oompnse  éûtte  11  et  12; 
d'où  i»  =  ll.  Par  suite,  n(n  +  1)(»  +  2)=i?  11 X  l^X  18=17tt/ 
Le  ptoblème  est  impossible.  La  pile  triangulaire  qui  a  seulement  10 

boulets  sur  le  côté  de  la  base,  contient     ■  ou  220  boulets.  Il  v 

o  •' 

a  donc  285  -—  226  ou  05  boulets  qui  ne  sont  pas  placés.  La  pile  triangu- 

laite  déterminée  par  la  yalenr  de  n^  et  qui  aurait  11  boulets  sur  le  côté 

11X12X13 

"de  la  base,  contiendrait  ou  280  boulets,  nombre  wipérieur 

au  nombre  de  boulets  donné. 

Troisième  exemple.  Supposons  qu'on  ait  221  boulets.  De  là  S21X0=»1320. 
La  racine  cid>iqtte  de  1820  est  comprise  entre  10  et  11  ;  d*où  i»e=  10.  Par 
suite,  i»(ii+l)(»  +  2)=1320. 

Le  problème  est  impossible.  La  pile  triangulaire  déterminée  par  la  va- 
leur de  fi  ccmtient  220  boulets,  nombre  inférieur  au  nombre  de  boulets 
donné. 

280.  PaoBi^m.  On  propose  de  disposer  en  pUe  quadrangutaire ,  si  cdd 
est  possible,  un  nombre  donné  de  boulets  {*). 

Il  s'agit  de  trouver  le  nombre  n  des  boulets  formant  le  côté  de  la  base 
de  la  pile  quadrangulaire  qui  contiendrait  le  nombre  de  boulets  don- 
né, Q. 

Si  le  problème  est  possible,  le  nombre  cherché  n  sera  entier  ;  et  en 
vertu  de  la  formule 

n(i»+ 1)(2»4-1)       ^  ' 

-^ '■~^, ^==Q(n»285),     ou     n(j»-f-l)(2*  +  l)=ûQ, 

le  nombre  n  devra  satisfaire  à  l'équation 

3  1 

2«»+3w*  +  ii=s6Q     ou     n«4--A«-*.-n=3Q. 

Or,  on  a 

3  1 

n^^n^^  -n^-\-^n,      ou      »»<3Q, 

et 

a>+-»«4.î»<„i4.3ii«+3«+l,     on     3Q<(J»-|-1)». 

Donc,  le  nombre  3Q  devant  être  compris  entre  les  cubes  des  nombres 


(•)  En  d'autres  termes,  un  nombre  entier  Q  étant  donnée  on  propose  d'as- 
signer le  rang  que  ce  nombre  occupe  parmi  les  nombres  pyramidaux 
quadrangulaires^  ou  de  reconnaître  qu'il  n*est  pas  un  nombre  pyramidal 
quadrangutaire. 

30 
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entiers  ooiitécati&  n  et  «4- 1,  le  nombre  n  doii  être  la  raeint  du  plui 
grand  cube  contenu  dans  le  nombre  connu  8Q. 

En  consé^ence,  pour  résondre  le  problème,  multiplies  par  3  le  nom^ 
bre  de  boulets  donné  Q  ;  extrayez  la  racine  cubique  du  résultat  3Q.  Ayant 
déterminé  la  racine  entière  n ,  approchée  par  défaut  h  moins  d'une  unité, 
faites  le  produit  n(n  +  l)(2n  +  !)•  Selon  que  ce  produit  sera  égal  à  à  fois  le 
nombre  donné  Q  *  ou  différent  de^,  le  problème, sera  p0^sible  ou  impos- 
sible. 

Premier  exemple.  Supposons  qa*on  ait  38^  boulets.  De  là  385X3=1155. 
La  racine  cubique  de  1155  est  comprise  entre  10  et  11,  d*où  nos  la.  Par 
suite,  n(i»  4- IXa»  +  1>  =  10 X 11  X21=«310  =5385  X  6. 

Le  problème  est  possible.  Il  y  aura  10  boulets  sur  le  côté  du  carré  qui 
doit  former  la  base. 

Deuxième  exemple.  Supposons  qu'on  ait  iOO  boi^ts.  De  là 
400  X  3  »  1900  ;  400  X  0  =  2400.  La  racine  cubique  de  1200  est  com- 
prise entre  10  et  11,  d'où  «  =  10.  Par  suite,  nÇn  +  l)(aj»  +  l)s=a310.  Le 
problème  est  impossible. 

La  pUe  quadrangulaire  déterminée  pai  la  valeur  de  AaalO,.£ontient 

. 1=3  385  boulets ,  nombre  inférieur  au  nombre  de  boulets 

0 

donné. 

La  pile  quadrangnlam  qui  a  11  boulets  sur  le  c6té  de  la  base  contien- 

11   13   33 
drait  — '—-^ —  boulets,  ou  506  boulets. 

D 

Troisième  exemple.  Supposons  qu*on  ait  500  boulets.  De  là  500X3=1500 , 
500X0  =  3000.  La  racine  cubique  de  1500  est  comprise  entre  11  et  13  > 
d*où  n=ll.  Par  suite,  ii(ji+1)(2k  + 1)=:1 1.13. 33  =3036.  Le  problème 
est  impossible. 

La  pUe  quadrangulaire  déterminée  par  la  yaleur  de  ii  =  ll  contient 

11   13  33 

-  BT  500  boulets,  nombre  supérieur  au  nombre  de  boulets  donné. 
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APPENDICE. 


n 


Analyse  indéterminée  du  premier  degré. 

Un  problème  est ,  en  général ,  indéterminé,  lorsque  le  nombre  des 
équations  auxquelles  il  conduit  est  moindre  que  le  nombre  des  incon- 
nues. La  partie  de  Talgèbre  appelée  analyse  indéterminée  a  pour 
objet  Fexamen  des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coeflB- 
cients des  équations,  pour  que  les  inconnues  admettent  des  yaleurs 
entières.  Elle  se  propose  aussi  la  recherche  de  ces  valeurs ,  appelées 
solutionê  entières.  Nous  ne  parlerons  ici  que  de  Vanalyse  indéter*- 
minée  du  premier  degré. 

Généralités  sur  Péquation  ax  -f-  by  =^  c. 

1.  Considérons  d'abord  Féquation  du  premier  degré  à  deux  incon- 
nues 

ax  +  by  =  c,  (1) 

dans  laquelle  on  peut  toujours  supposer  a,  b^  c  entiers ,  premiers 
entre  eux ,  et  c  positif. 

2.  Si  les  coefficients  ^  et  h  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  Véqua- 
tion  ax + by = c  n'admet  aucune  solution  entière. 

Soit  m  un  facteur  commun  aux  coefficients  aeih,  ût  manière  que 
a=ia'm^  b^^Vm  :  l'équation  (1)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

a'x  +  b'y=^'--.  Or,  c  n'est  pas  divisible  par  m  ;  donc  en  remplaçant 
m 


{*)  Cet  appendice  est  de  M.  Catalan. 
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xeiy  par  des  valeurs  entières,  on  aurait  un  nombre  entier  égal  à 
une  fraction* 

3.  Si  a  et  b  sont  premiers  entre  eux  y  V  équation  ax-{-by=:c  ad- 
met des  solutions  entières. 

Supposons  d'abord  a  et  &  positifs ,  et  a<d.  L'équation  (1) ,  réso- 
lue par  rapport  à  x  •  donne  x  =>   ~"  ^,  Or ,  si  Ton  divise  par  a  les 

a— 1  premiers  multiples  de  b,  aucune  division  ne  se  fera  exacte- 
ment ,  et  les  restes  obtenus  seront  >  dans  un  certain  ordre»  les  nom- 
bres 1 ,  2 ,  3, ....  a  —  1  n ;  Tun  de  ces  restes  sera  donc  égal  à  celui 
que  fournit  la  division  de  c  par  a;  et  la  différence  c^by  sera  divi- 
sible par  a. 

Si  le  coefficient  a,  par  exemple ,  était  négatif,  il  suffirait  d'observer 
qu'en  changeant  a?en— a?'»  Téquation  — ax+by=^e  revient  à 
ax'+by  =  c  :  la  proposition  éhoncée  est  donc  générale. 

4.  Si  X  =« ,  y  »i6  forment  une  solution  de  Véquation  ax-f-by=:c, 
toutes  les  solutions  sont  données  par  le  système  des  deux  formules 

a?==*  — ftt,    y:=^li  +  at, 
i  étant  un  nombre  entier  quelconque^  positif  ou  négatif. 

L'équation  (1)  admettant  pour  solution  x^a,  y=^^>  on  a  iden- 
tiquement 

d'où,  en  comparant  à  la  proposée , 

a  (â?— a)-}-d  (y — iS)  «  0. 

Cette  relation  donne  x  —  «  = ^^       \ 

a 

Or,  07-*  A  et  y  —  i6  doivent  être  entiers,  et,  par  hypothèse,  a  et 

b  sont  premiers  entre  eux  ;  donc ,  par  un  principe  connu ,  y  —*  i^  doit 

être  divisible  par  a.  Soit  t  le  quotient  ;  nous  aurons 

y  — )g8=al,    d'où    ip  — «  =  — ftt. 

5.  Il  suit  de  là  que  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  "^i  satisfaisant  à 
Véquation  ax  -[-  by  «=  c ,  forment  deux  progressions  par  différence^ 
dans  lesquelles  les  raisons  sont  b  et  —  a,  ou  —  b  et  a. 

6.  Il  résulte  aussi ,  de  ce  qui  précède ,  quQ  la  résolution  complète 

(*)  Nouvelles  Annales  de  mathématiques^  tome  I,  page  A60. 
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de  l'équation  ax  -(-  by  =  c  «e  réduit  à  la  recherche  d'une  seule  solu- 
tion de  cette  équation. 

Recherche  d'une  iolution  de  féquation  ax  +  by  ==:  c. 

7.  D*aprè8  te  que  nous  avons  va  tout  à  l'heure ,  on  pourrait  troa- 
vejr  nne  solution  entière  en  résolvant  Féquation  par  rapport  à  l'incon- 
nue â?  qui  a  le  plus  petit  coefficient ,  et  attribuant  à  y  les  valeurs 
0, 1 ,  â,  3,  ....  a—  1.  Ce  tâtonnement  ne  peut  être  employé  que  si 
le  coefficient  a  est  fort  petit.  La  méthode  suivante  est  préférable. 

8.  Soit,  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation ,  Féquation 

ay  +  bx  =  A,  (2) 

et  supposons  d<  a. 

On  déduit,  de  cette  équation,  ag=     "7  ^;  ou,  en  appelant 

Q ,  (jf ,  B ,  c  les  quotients  et  les  restes  que  fournissent  A  et  a  divisés 
par  d. 

Nous  voulons  que  x  et  y  soient  entiers  :  nous  devons  donc  attri- 
buer à  y  une  valeur  qui  rende  entière  la  quantité  "7  ^.  Autre- 
ment dit ,  la  résolution  de  Féquation  (2)  est  ramenée  à  la  résolution , 
en  nombres  entiers ,  de 

B-£y_ 

ou  de 

bz  +  cy=^n,  (3) 

laquelle  est  plus  simple  que  la  proposée;  car  le  coefficient  c,  reste 
de  la  division  de  a  par  b ,  est  moindre  que  b. 

Résolvons  Féquation  (3)  par  rapport  à  l'inconnue  qui  a  le  plus  pe- 
tit coefficient  ;  nous  aurons 

-Q—qz-j —, 

en  représentant  par  Q  et  q'  les  quotients  entiers  de  B  et  &  par  c ,  et  par 
C,  d  les  restes  correspondants.  Répétant  le  raisonnement  ci-dessus , 
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nous  Terrons  que  z  doit  rendre  entière  la  quantité  ,  ouqae 

c 

réqoation  (3)  se  réduit  à  ceUe-ci  : 

cr  +  dj2=>C,  (4) 

dans  laquelle  ki  eodBdents  c  el  4  sonl  respectÎTement  moindres 
q«e  d  et  c.  A  «m  tour,  cette  deroière  équation  en  entratne  mie  plus 
simple  qu'elle  ;  el  ainsi  de  smte. 

9.  Observons  actuenement  que  les  coefficients  «,  d,  e, ....  sont  les 
restes  successifs  que^umirait  Fopération  du  pïus  grand  conomun 
diTîseiur  effectuée  sur  ^et  b.  Car  c  est  le  reste  de  là  dirision  de  a  par 
b  ;  de  même ,  d  est  le  reste  de  la  division  de  b  par  c;  etc.  Par  hypo- 
thèse ,  a  et  d  sont  premiers  entre  eux  ;  donc  l'opération  dont  il  s'agit 
conduira  nécessairement  à  un  dernier  reste  égal  à  l'unité.  Ainsi,  la 
résolution  de  l'équation  (2)  se  réduira  à  celle  d'une  équation  de  cette 
forme 

c'est-à-dire  dans  laquelle  le  coefficient  de  l'une  des  deux  inconnues 
sera  l'unité.  Or,  si  l'on  attribue  à  v  une  valeur  entière  quelconque, 
il  en  résultera  pour  u  une  valeur  entière  ;  et ,  en  remontant  succes- 
sivement, on  finira  par  déterminer  les  valeurs  entières  correspon- 
dantes de  X  et  de  y, 

10.  On  peut  donner  au  calcul  une  marche  régulière  qui  le  simplifie 
considérablement. 

Supposons 

^     A—ay  B— ftz  C— cr  D— d«  E—et 

,.!^-,._£^....  ,„ 

Dans  ces  expressions ,  les  quantités  c,d,  e^f,...  sont ,  ainsi  que  nous 
Tavons  déjà  dit,  les  restes  successifs  fournis  par  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  a  et  5  :  admettons,  pour  fixer  les  idées, 
que  le  dernier  de  ces  restes,  égal  a  Tunité ,  soit  h. 

Relativement  aux  quantités  B,  G,  D,...  la  loi  de  leur  composition 
est  fort  simple  :  B  est  le  reste  de  la  division  de  A  par  (;  G  est  le 
reste  de  la  division  de  B  par  c;  etc. 

Le  calcul  de  ces  divers  coefficients  s'effectue  comme  l'indique  le  ta- 
bleau ci-après  : 
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A  I   B  \cr\   D  l""!"!  F   I   G  I   0 

La  ligne  supérieure  se  forme  comme  dans  Topératicm  du  plus  grand 
commun  dÎTiseur.  Pour  former  la  seconde  ligne,  on  écrit  A  sous  a, 
puis  Ton  divise  ce  premier  terme  par  6  ;  on  obtient  ainsi  un  reste  B , 
que  Ton  écrit  au-dessous  de  b  ;  etc.  En  général  :  chaque  terme  de  la 
ligne  inférieure  est  le  reste  de  la  division  du  terme  placé  à  gmehe , 
par  le  terme  placé  au'desstis.  Il  est  visible  que  le  dernier  terme,  cor- 
respondant au  diviseui*  1,  est  0. 

Ces  deux  lignes  étant  calculées,  on  détermine  les  inconnues  u,  t , 
^tr,  z^  y,  X  en  fonction  de  t?,  à  Faide  des  équations  (5)  ;  c'est-à-dire 
que  : 

Chaque  inconnue  s'obtient  en  retranchant  d^un  terme  de  la  se- 
conde ligne  ^  le  produit  du  nombre  écrit  au-dessus  par  Vineannue 
qu'on  vient  de  déterminer ,  et  divisant  le  reste  par  le  terme  écrit  éla 
droite  de  ce  nombre, 

11.  Gomme  appllcatîon  des  règles  pEècédenftes,  ppenens  Téquatton 

89a;+16ây»â09. 

16â  I  89  I  73  j  16  I   9    [   7   I   â   I    i 


209  I  31  I  31  I  15  I    6   I    6   I   0    I   0 

D*abord  ,  162  divisé  par  89  donne  pour  reste  73;  89  divisé  par  73 
donne  pour  reste  16;  etc. 

Ensuite ,  209  divisé  par  89  donne  31  pour  reste  ;  31  divisé  par  73 
donne  encore  31  ;  etc. 

Les  deux  lignes  étant  formées,  nous  aurons,  en  prenant  v=0  : 


15+16X3^^   ,     31--73X7         «^   .,     31+89X30 

r g 7,  z- jg =-.dii,  y ;^       = 

^^2091^162X37^^^3^ 


L'équation  est  donc  satisfaite  par  a? =—65,  y=3  37;  d*où,  en  gé- 
nérai , 

a;«-65+162a,    y=37— 89«. 
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Soit  encore  Tèquation 

29a;— 47y»112. 
Elle  donne 

— f7  I  29  I  -18  I  11  I  —7   I   4   I  -3   I   1 


"TÏ2"|'^|     7     I   7   I     0     I   0   |''"Ô~|   0 
Puis, 

0+3X0     rt    0-4x0     ^   0+7x0     ^    7-ilxP         . 
7-18X1  .     25+29x1  ^    112-47x3  . 

donc 

«  — l+49â,    v=»-3+29ô. 

On  peut  obserrer,  d'après  ce  dernier  exemple,  qne  s!  la  ligne  infé- 
riewre  est  terminée  par  nne  suite  de  xéros,  il  est  bon  de  commencer 
le  calcul  des  inconnues  à  partir  du  terme  qui  précède  le  dernier  zéro* 

12.  Nous  venons  d'expliquer  le  procédé  le  plus  commode  pour  ob- 
tenir une  solution  de  l'équation  aar+&v«c.  La  théorie  des  fractions 
continues  peut  être  appliquée  à  cette  recherche.  En  effet,  réduisons 

h  h' 

-  en  fraction  continue,  et  soit  -;  l'avant  -  dernière  réduite,  nous 

aurons  ab'^  5a'«=±l;  d'où ,  en  multipliant  par  q:c  : 

q;a.  b'e:tb.a'c^c. 

En  comparant  cette  identité  à  l'équation  proposée,  on  voi|que  celle- 
ci  sera  vérifiée  si  l'on  prend  x  =q:  ô'c ,  y  =  ±  a'c. 

Cette  méthode  a  l'inconvénient  de  donner,  pour  valeurs  particulières 
de  X  et  de  y,  des  multiples  de  c ,  qui  peuvent  être  de  grands  nom- 
bres :  l'autre  méthode  conduit  presque  toujours  à  la  solution  la  plus 
simple. 

13.  Les  divers  procédés  qui  viennent  d'être  indiqués  ne  donnent 
pas  les  valeurs  des  inconnues  en  fonction  expiicite  des  coeflScients  a 
et  b.  On  pourrait  se  proposer,  cependant ,  de  déterminer  immédia^ 
tement  des  valeurs  satisfaisant  à  une  équation  proposée  :  c'est  à 
quoi  l'on  peut  parvenir,  dans  certains  cas ,  par  la  méthode  suivante , 
due  à  M.  Binet  (*).  Supposons  que ,  dans  l'équation  ax-^-by^^^c ,  le 


(*)  Journal  de  l'École  polytechnique^  yingUème  cahier. 
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*    »  * 

coeflBcient  a  soit imnombrepremieT  absolu.  Posons  x^cx\y^ey'; 
d*où  aa^+dy*==i,  puis  x'= 2 . 

Il  s'agit  de  rendre  entière  la  quantité  -^ :  or,  d'après  le  théo- 

rème  de  Fermât  (*),  — — -.  est  un  nombre  entier.  Donc,  si  nous 

prenons  y'=  b^"*,  la  valeur  correspondante  de  x'  sera  entière  ;  et 
nous  aurons ,  généralement , 

14.  'Si  les  coeflBcients  a  et  &  ne  sont  premiers  ni  l'un  ni  l'autre , 

mais  qu'ils  soient  seulement  premiers  entre  eux  ,  désignons  par  h  le 

nombre  des  entiers  inférieurs  et  premiers  à  a;  la  quantité  d'^— 1 

sera  divisible  par  aC*).  Donc,  en  prenant  y's=5*-i,  nous  aurons 

6*— 1 
x'^ ,  valeur  entière  ;  d'où 


Béiolution^  en  nomÏMres  entiers  poeiiifs , 
deVéquaiian  ax4*byac. 

15.  Dans  cette  équation ,  les  coefficients  a  et  &  peuvent  être  posi- 
tifli  ou  négatifs  ;  ce  qui  donne,  en  mettant  les  signes  en  évidence ,  les 
trois  cas  distincts  : 

aâ?-|-dtf»c,    <M?— 6y««c,    — aa?^ôye=.c. 

La  dernière  équation  ne  peut  évidemment  pas  être  résolue  en  nom- 
bres positifs.  Quant  à  la  seconde ,  si  a?  «»  « ,  y  »  p  forment  une  solu- 
tion ,  OD  a  généralement  4E;»«-^^d ,  ys»^-!-  «e  :  ce  qui  démontre 
que  cette  équation  admet  uoe  infinité  de  solutions  positives.  U  reste 
donc  à  considérer  ax+by=*c^  en  supposant  a,  6,  c  positifs. 


{♦)  JVouvelles  y4nnales  de  mathématiques,  tome  I,  page  û63. 
(*♦)  /<f.,  page  m. 


Digitized  by 


Google 


Vtk  MATHÉHATIQUSS  ^iUhlSIfTAIRBS. 

16.  Représentons  toujours  par  «  et  p  des  yaleurâ  particulières,  po- 
sitives ou  négatif  es,  satisfaisant  à  cette  équation  :  les  valeurs  générales 
seront 

Si  donc  nous  voulons  qae  a:  et  y  soient  positî&i  nous  devrons  prendre 
le  nombre  entier  6  de  manière  qa*il  satisfasse  aux  deux  conditions 

Si  les  deux  limites  r  >  -^  -  >  ne  comprennent  entre  elles  aucun 

nombre  entier ,  Téquation  proposée  n*admettra  pas  de  soluticins  po- 
sitives ;  dans  tous  les  cas ,  elle  n'en  admettra  qu'un  nombre  limité  : 
cherchons  quel  peut  être  ce  nombre  de  solutions. 

17.  Pour  cela ,  représentons  par  A  le  nombre  entier  immédiate- 

ment  inférieur  à  —  ,  et  par  B  le  nombre  eqtier  immédiatement  in- 
férieur à  ~  :  nous  ne  pourrons  attribuer  à  d  que  les  valeurs  A  -j-  ^  > 
A-|-2,...  B,  lesquelles  sont  en  nombre  B — A.  D'ailleurs,  la  diffé- 
rence entre  les  deux  limite^  de  d  étant  -  4-  -  =  — -Ç —  ==  -r  ♦  si 

b^   a  ah         ab' 

nous  désignons  par  ^r  le  quotient  entier  de  e  par  ah,  pris  par  défaut, 
nous  aurons  B  —  A  égale  qrou^-f*^-  Ainsi,  le  nombre  des  solu- 
tions positives  de  Véquation  ax4-by=»c,  est  égal  à  Vnn  des  deux 
quotients  eniiers  de  c  par  ab. 


Résolution  de  Véquation  ax-[-by-j-cz=d. 

18.  Pour  que  cette  équation,  dans  laquelle  a ,  b ,  c ,  d  «ont  entiers 
et  premiers  entre  eux ,  admette  des  solution^  entières,  il  faut  et 
il  êuf^  ^tie  a»  b,  c  soient  premiers  entre  euw^ 

On  verra  »  comme  au  n«  2 ,  que  si  les  coefiBkïients  a ,  6 ,  c  ne  sont 
pas  prenûers  entre  eux,  Véquation  est  impossible  en  nombre  entiers. 
La  seconde  partie  de  la  propositioa  réuilteradoeequi  suit. 

19.  Si ,  parmi  les  coefficients  a ,  b ,  c  y  il  en  est  deux  qui  soient 
premiers  entre  eux^  on  peut  exprimer  les  valeurs  entières  des 
deux  inconnues  correspondantes ,  en  fonction  de  la  troisième  in- 
connue ,  et  d'une  indéterminée. 
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Dans  Féquation  ax+bj^oZ'mdy  (6) 

supposons  a  et  5  premiers  entre  eox,  et  faisons  passer  le  terme  cz 
dans  le  second  membre  ;  nous  aurons  en  représentant  d-^cz  par  f  : 

aX'\-by  =  t.  (7) 

Pour  satisfaire  à  cette  nouvelle  équation ,  posons  x=^x\  y»lv';  d*où 

aa?'+5y'=l.  (8) 

Si  nous  pouvons  déterminer  un  système  de  valeurs  numériques , 
vérifiant  réqtmtion  (8),  ces  tialeurs,  multipliées  ^ar  t  ou  d—cz^  nous 
donneront  une  solution  de  Téquation  (7).  Or,  a  et  5  sont  premiers 
entre  eux  ;  donc ,  à  l'aide  d'une  des  méthodes  ci-dessus  exposées , 
nous  pourrons  calculer  des  valeurs  a?'  =  <t ,  y'=>^y  satisfaisant  à  l'é- 
quation (8);  et  nous  aurons  alors,  pour  solution  générale  de  l'équa- 
tion (6)  : 

X  =  «(d— c«)  —  69 ,      y  =  fi(d—cz)+aB , 

z  et  6  restant  arbitraires. 

20.  Si  y  au  contraire,  deux  Quelconques  des  coefficients  a ,  b,  c 
ne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  les  valeurs  entières  des  inconnues 
s'expriment  en  fonction  de  deux  indéterminées. 

Soit  m  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coeffic^ts  a  et  5  ;  nous 
pourrons  mettre  l'équatléA  (6)  sous  la  forme 

a:x  +  h'y=^-^ — y  (9) 

d  et  II  étant  les  quotients  d.'  a  et  d  par  ti»:  ces  quotients  son(  pre- 
miers entre  eux. 

Représentons  par  t  le  second  membre  de  l'équation  (9) ,  lequel  doit 
ètjre  entier  :  les  inconnues  z  et  I  devront  satisfaire  à  la  condition    * 

cz'\'mt==d. 

Or  a,  6 ,  e  soht  premiers  entre  eux  ;  donc  c  et  m  sont  premiers  entre 
eux ,  et  la  dernière  équation  admet  des  solutions  entières ,  données 
par  les  formules 

>  et  /M  étant  les  valeurs  particulières  de  z  et  t. 
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AcloeUement  »  Téquation  (10)  devient 

et  comme  a'  et  V  sont  premiers  entre  eux ,  nous  retombons  sur  le  cas 
traité  précédemment. 

Par  conséquent ,  en  appelant  «t  et  yS  des  valeurs  entières  de  x*  et  y' 
vérifiant  Téquation  a'x'  +  Vy*^  1 ,  nous  aurons ,  pour  valeurs  géné- 
rales de  â?  et  de  y , 

Les  valeurs  générales  de  â? ,  y  »  2  sont  donc  définitivement 

SI.  Comme  exemple  de  ce  dernier  cas ,  soit  Téquation 
6a?+10y+152«1841. 

EUe  donne  to+5yi=^^^^^^^,  15z+2l  =  1841.  Cette  der- 
nière équation  est  vérifiée  par  z=^\  ,  f=913  ;  d'où,  pour  les  valeurs 
générales , 

«=.l-2d.        «=913  +  150. 

D'autre  part»  l'équation  3â;-f*5v»<  est  vérifiée  par  a>^^  y^—t: 
les  valeurs  générales  de  a;,  y,t  satisftisant  à  l'équation  proposée 
sont  donc 

a?=.2(913+15d)— 5ô',    y  =  —  (913+ 156)+ 30',    2  =  1— 2ô. 

Si  nous  voulons  des  solutions  positives ,  nous  devrons  poser  d'a- 
bord 1  — 2d>0ou6<5:  ainsi,  rindéterminée  0  doit  èb*e  nulle 

ou  négative,  pour  que  la  valeur  de  z  soit  positive.  Mais,  les  valeurs 
de  a;  et  de  y  donnent  aussi 

Q      2(913+150)       ,913  +  155 

Pour  que  ces  deux  conditions  ne  soient  pas  contradictoires,  il  faut 
que  l'on  ait 

2(913+159)^913+159^  ou  simplement.  913+15(»0, 
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d'où  ô>-61. 

Ainsi  9  nous  ne  pouvons  attribuer  à  6  que  les  valeurs  0 ,  —  1,  —  2, 
—3  » ....  — 60.  D'ailleurs,  à  chacune  de  ces  valeurs  de  B ,  répondront 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  6',  déterminées  par  les  deux  conditions 
ci-dessus.  Nous  trouverons  en  effet, 

pour  ô  =» 0 ,        e'<366,  B'>2M;  d'où  ô'=305, 306, 307, ....  365 
ô=»  — i,    6'<360,  ô'>S»9;  6  =  300,  301, 302,  ....359 

ô=.-.2,    6'<354,  e>294;  ô'=295,296,297,  ....353 

9-=  — 59,  6'<12,    6>9;  0  =  10,  11; 

0  =  — 60,  6'<6,      6'>4;  6'=5. 

On  peut  conclure ,  de  ce  tableau,  que  le  nombre  des  solutions  en- 
tières et  positives  de  Téquation  proposée  est  égal  à 

1+24.3+4+.... +61  =  61x31  ==1891. 

Prenons ,  par  exemple ,  a  »  —  2 ,  6'  »  300  ;  nous  aurons 

a?=266,    y  =  17,    «  =  5, 

valeurs  qui ,  en  effet ,  vérifient  Féquation  60? + lOy  +  i5jE  »  1 841 . 

BéêoîuUon  d\m  êygtéme  d^équaUans  en  nombre  moinêre 
que  le  nombre  des  inconnues. 

22.  Afin  d'abréger,  nous  allons  indiquer»  sur  un  exemple  particu- 
lier» ce  qu'il  y  aurait  à  faire  dans  tous  les  cas. 

Soient  les  équations  27â?—  5y+43jsa^609, 
lâ»+lly— 7u  «  85, 
20v  +  13js  — llu«  36, 

qu'il  s'agit  de  résoudre,  s'il  est  possible,  en  nombres  entiers. 

Si  nous  faisons  d'abord  abstraction  des  deux  dernières ,  nous  ver- 
rons que  l'on  peut  satisfaire  à  la  première  équation ,  en  prenant 

a;  =  —  2(609  — 432)  +  5«, 
y  =«  — 11(609- 43z)+27*; 

i  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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Ces  Taleurs,  substituées  dans  là  seconde  équation ,  la  transforment 
en  celle-ci  : 

-147(609— 43jsJ+362<—7u=.85; 

d'où  u = -  21  (609  -  43a) +^^^,^. 

362t-— 85 
Ainsi  I B doit  être  on  nombre  entier  :  appelons^k  v,  nous 

aurons 

v<-^143+362r, 
1=     3+    7f. 

Cette  Taleur  de  t  donnera 

a:—  2(609— 43«)+  5(3+7*'), 
y=-ll  (609— 43«)+27  (3+70; 

et  nous  aurons  en  outre 

u=— 21(609— 43«)  +  143+36a'. 

Si  nous  substituons ,  pour  y  et  u ,  ces  expressions  dans  la  troisième 
des  équations  données,  elle  devient 

230«+10ir«3855. 
Par  suite,  ««.8—1010,    «'==15+230e, 

8  étant  un  entier  quelconque. 

La  substitution  de  ces  Taleurs»  dans  les  formules  trouvées  ci-des- 
sus ,  donne  enfin 

âp«ria—  6366, 

y»  1— 4304a, 

u^  8  — 7943d, 

avec  «=8—  lOlô. 

Nous  avons  eu  égard,  successivement,  à  toutes  les  équations  du 
problème  ;  donc  ces  dernières  valeurs  contenant  un  entier  arbitraire  0, 
résolvent  complètement  ces  équations. 
23.  Nous  terminerons  cet  appendice  par  Tapplication  suivante  : 
Quelles  sont  les  vdleurs  entières  les  plus  générales  de  x  qui  ren^ 
dent  entières  les  fractions 
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37a;+2e     53a?  4-88     lto+^    107£+26 
100"  '        72       V     12       *        120 

En  décomposant  chaque  dénominateur  en  facteurs  premiers  entre 
eux ,  nous  pourrons  éyidemment  remplacer  ces  fractions  par  les  sui- 
vantes : 

37a;+26     37d?+26     53ar+38     53a?+â8     19a;+22 
4'        25      '8'         9        '3' 

19a?+22     107a?+26     107a?+26     107^+26 
4       '  3         '  5        '  ""8         ' 

ou  bien ,  en  rejetant  la  partie  entière  de  chaque  fraction  : 

£-1-2     12a?+l     5a;+6     ag+2     ag+l     3a?+2     2ar+2 
4     *       25      '       8      •       9      '      3     '        4      '        3      * 

2a?+l     3a?+2 
~5~'       8     • 

Remarquons  maintenant  que  pour  rendre  entière   la  fraction 

— t- ,  il  suffit  de  rendre  entière  g^L  =  8~     »    ^' 

comme  8  et  3  sont  premiers  entre  eux ,  il  faut  que  j?— 2  soit  divi- 
sible gar  8.  On  peut  donc  remplacer  — ^    par  la  fraction  plus 

,    aï— 2 
simple  —g-' 

Des  simplifications  analogues  se  rencontrent  dans  les  fractions 

8a?4-2    3a?4.2   2x+2 

— g" — ,  — Y — ,  — 5* — ;  ce  qui  permet  de   les  remplacer  par 

— 3^,  -^ ,  -Î-.  Ainsi ,  le  problème  proposé  revient  à  rendre 
entières  les  fractions 

a?+2  12a?+l    a?— 2   4ag4-l    a?+l   a?— 2   a?+i    2a?+l    3a?+2 
4    '     25     '     8    '      9    '     3    '"T"'"^' "T"' ^T"' 

ou ,  seulement ,  les  fractions 

a?+2    12ar+l    a?— 2    4a;+i    ar+1    2a;+l    3a?+2 
4    '       25     '  """S"*'       9      '      3     '       5     '       8^* 
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La  pranière  oondUioii  doime  x^^àf-r2  :  cette  y^nr,  iotrodoite 
dans  la  seconde  fraction,  la  transforme  en  ^  '  >^'^  ^Q"  conclut 
!gio.2,  eta?-100z+2^. 

La  troisl^  fraction  se  réduit  à  -3^;  doù  z»2u,  a;«24-âOO«. 

Là  qiialrième  fraction  donne  »  à  son  tonr,  ii«=9a?,  et  a>=â-{-1800t?. 
Cette  Valeur  rend  entières  les  tr<»8  dernières  fractions.  Consé([iieni- 
mettt,  le  pnrtdème  proposé  sera  résolu  si  Ton  prend 

ir  =  â+J8009, 

0  étant  on  nombre  entier  quelcoBqne. 


FIN  DU  TOMB  PREMIER. 
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